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Для функции двух переменных исследуются сопряженные функции по первой и
второй переменной. Находятся их суммы и разности и устанавливаются оценки
для производной по направлению от них.
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Через Lp, 1 < p <∞, обозначается множество измеримых функций
двух переменных f(x1, x2), 2π−периодических по каждому переменному,
для которых ||f ||p <∞, где

||f ||p =

(
2π́

0

2π́

0

|f(x1, x2)|pdx
) 1

p

; L0
p− множество функций f ∈ Lp таких,

что
2π́

0

f(x1, x2)dx2 = 0 для почти всех x1 и
2π́

0

f(x1, x2)dx1 = 0 для почти

всех x2.
Следуя [1, 2], обозначим:
f̃x1 — функцию, сопряженную функции f по x1; тогда ее ряд Фурье

σ(f̃x1) ≡
∞∑

n1=1

∞∑

n2=1

B(1,0)
n1n2

(f);

f̃x2 — функцию, сопряженную функции f по x2; тогда ее ряд Фурье

σ(f̃x2) ≡
∞∑

n1=1

∞∑

n2=1

B(0,1)
n1n2

(f);

˜̃fx1x2 — функцию, сопряженную функции f и по x1 и по x2; тогда ее
ряд Фурье

σ( ˜̃fx1x2) ≡
∞∑

n1=1

∞∑

n2=1

B(1,1)
n1n2

(f),
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где

B(1,0)
n1n2

(f) = an1n2 sinn1x1 cosn2x2 − bn1n2 cosn1x1 cosn2x2+

+cn1n2 sinn1x1 sinn2x2 − dn1n2 cosn1x1 sinn2x2,

B(0,1)
n1n2

(f) = an1n2 cosn1x1 sinn2x2 + bn1n2 sinn1x1 sinn2x2−
−cn1n2 cosn1x1 cosn2x2 − dn1n2 sinn1x1 cosn2x2,

B(1,1)
n1n2

(f) = an1n2 sinn1x1 sinn2x2 − bn1n2 cosn1x1 sinn2x2−
−cn1n2 sinn1x1 cosn2x2 + dn1n2 cosn1x1 cosn2x2.

Введем обозначение для разностей:
∆α1

h1
(f) — разность положительного порядка α1 по переменной x1 с

шагом h1, т. е.

∆α1

h1
(f) =

∞∑

ν1=0

(−1)ν1
(
α1

ν1

)
f(x1 + (α1 − ν1)h1, x2),

где
(
α
ν

)
= 1 для ν = 0,

(
α
ν

)
= α для ν = 1,

(
α
ν

)
= α(α−1)...(α−ν+1)

ν! для ν ≥ 2;
∆α2

h2
(f) — разность положительного порядка α2 по переменной x2 с

шагом h2, т. е.

∆α2

h2
(f) =

∞∑

ν2=0

(−1)ν2
(
α2

ν2

)
f(x1, x2 + (α2 − ν2)h2);

∆α
h1h2

(f) — полную разность с шагами h1 и h2 положительного поряд-
ка α функции f ∈ Lp, т. е.

∆α
h1h2

(f) =
∞∑

ν=0

(−1)ν
(
α

ν

)
f(x1 + (α− ν)h1, x2 + (α− ν)h2).

Обозначим через:
ωα1,0(f, δ1)p — частный модуль гладкости положительного порядка α1

по переменной x1 функции f ∈ Lp, т. е.

ωα1,0(f, δ1)p = sup
|h1|≤δ1

‖∆α1

h1
(f)‖p;

ω0,α2
(f, δ2)p — частный модуль гладкости положительного порядка α2

по переменной x2 функции f ∈ Lp, т. е.

ω0,α2
(f, δ2)p = sup

|h2|≤δ2
‖∆α2

h2
(f)‖p;
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ωα(f, δ)p — полный модуль гладкости положительного порядка α
функции f ∈ Lp, т. е.

ωα(f, δ)p = sup
|h1|≤δ,|h2|≤δ

||∆α
h1h2

(f)||p.

Приведем определение производной по направлению в смысле Вейля
[2]. Пусть функция f имеет ряд Фурье

σ(f) =
∞∑

ν1=−∞

∞∑′

ν2=−∞
cν1ν2e

i(ν1x1+ν2x2),

где штрих означает, что в сумме нет членов c00, cν10, c0ν2 для νi =

±1,±2, ...(i = 1, 2). Пусть
−→
l (β) = (cos β, sin β). Если ряд

∞∑

k1=−∞

∞∑′

k2=−∞
ck1k2e

i(k1x1+k2x2)(i(k1 cos β + k2 sin β))
α,

где (ik)α = |k|αeiαπ
2 k, α > 0, есть ряд Фурье некоторой функции, то

эту функцию называют производной порядка α по направлению
−→
l (β)

в смысле Вейля функции f и обозначают ее f (α,
−→
l (β)). В случае

−→
l (0) =

(1, 0) производную порядка α в смысле Вейля обозначают f (α,0). В случае−→
l (π2 ) = (0, 1) производную порядка α в смысле Вейля обозначают f (0,α).

Через C,C1, C2, ... обозначим произвольные положительные постоян-
ные, вообще говоря, разные в разных формулах.

Для неотрицательных функционалов F (f, δ) и G(f, δ) будем писать,
что F (f, δ)≪ G(f, δ), если существует положительная постоянная C, не
зависящая от f и δ, такая, что F (f, δ) ≤ CG(f, δ). Если одновременно
F (f, δ) ≪ G(f, δ) и G(f, δ) ≪ F (f, δ), то будем писать, что F (f, δ) ≍
G(f, δ).

Ниже будем рассматривать только функции из L0
p, где 1 < p <

∞. Для таких p будут применяться следующие обозначения: τ =
max(p, 2), θ = min(p, 2).

Утверждение 1. Ряд Фурье производной положительного порядка
r по направлению ~l(β) = (cos β, sin β) можно представить в следующем
виде:

f (r,
~l(β)) ∼ 1

2

+∞∑

k1=1

+∞∑

k2=1

〈
|k1 cos β + k2 sin β|r

{
cos(r

π

2
sign (k1 cos β+

+k2 sin β))
(
Ak1k2(f)− B

(1,1)
k1k2

(f)
)
− sin(r

π

2
sign (k1 cos β + k2 sin β))×
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×
(
B

(1,0)
k1k2

(f) + B
(0,1)
k1k2

(f)
)}

+ |k1 cos β − k2 sin β|r
{
cos(r

π

2
sign (k1 cos β−

−k2 sin β))
(
Ak1k2(f) + B

(1,1)
k1k2

(f)
)
−

− sin(r
π

2
sign (k1 cos β − k2 sin β))

(
B

(1,0)
k1k2

(f)− B
(0,1)
k1k2

(f)
)}〉

.

Следствие. Если r ∈ N, то производная по направлению имеет
следующий вид:

f (r,
~l(β)) = (cos β

∂

∂x1
+ sin β

∂

∂x2
)r(f). (1)

Замечание. Из формулы (1) следует (16) из работы [3] для сме-
шанных производных через производные по направлениям.

Утверждение 2. Пусть f ∈ L0
p, 1 < p < ∞. Тогда справедливы

следующие оценки:

C1‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=0))

‖p + ‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=π
2 ))‖p ≤

≤ ‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β∈(0,π2 )))‖p ≤

≤ C2‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=0))

‖p + ‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=π
2 ))‖p;

C3‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=π))

‖p + ‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=3π
2 ))‖p ≤

≤ ‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β∈(π,3π
2 )))‖p ≤

≤ C4C3‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=π))

‖p + ‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=3π
2 ))‖p;

C5‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=π
2 ))‖p + ‖

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=π))

‖p ≤

≤ ‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β∈(π2 ,π)))‖p ≤

≤ C6‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=π
2 ))‖p + ‖

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=π))

‖p;

C7 ≍ ‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=3π
2 ))‖p + ‖

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=2π))

‖p ≤

≤ ‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β∈(3π
2 ,2π)))‖p ≤

≤ C8‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=3π
2 ))‖p + ‖

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=2π))

‖p,
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где положительные постоянные Ci (i = 1, 8) не зависят от функции f.

Отметим, что вышеописанные неравенства понимаются так: из ко-
нечности правой части неравенства следует конечность его левой части.

Рассмотрим производные по направлениям, совпадающим с осями ко-
ординат, и их связь с частными производными.

Утверждение 3. Пусть f ∈ L0
p, 1 < p <∞, r > 0, m = 1, 2. Тогда

‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(mπ
2 ))

+
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(mπ
2+π))‖ ≍ | cos(rπ

2
)|‖

(
f̃x2 + f̃x1

)(r,0)

‖p,

‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(mπ
2 )) −

(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(mπ
2+π))‖ ≍ | sin(rπ

2
)|‖

(
f̃x2 + f̃x1

)(r,0)

‖p,

‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(mπ
2 ))

+
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(mπ
2+π))‖ ≍ | cos(rπ

2
)|‖

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,0)

‖p,

‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(mπ
2 )) −

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(mπ
2+π))‖ ≍ | sin(rπ

2
)|‖

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,0)

‖p.

Для полных модулей гладкости имеют место следующие интеграль-
ные оценки.

Утверждение 4. Пусть f ∈ L0
p, α > 0, r > 0, 1 < p <∞, δ ∈ (0, 1).

Тогда

( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2
− f̃x1

)
− sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2
− f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}τ dt

t

) 1

τ ≪

≪ ωα

((
f̃x2
− f̃x1

)(r,~l(0))
, δ
)
p
+ ωα

((
f̃x2
− f̃x1

)(r,~l(3π
2
))
, δ
)
p
≪

≪
( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2
− f̃x1

)
− sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2
− f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}θ dt

t

) 1

θ

,

( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2

+ f̃x1

)
− sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2

+ f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}τ dt

t

) 1

τ ≪

≪ ωα

((
f̃x2

+ f̃x1

)(r,~l(0))
, δ
)
p
+ ωα

((
f̃x2

+ f̃x1

)(r,~l(π
2
))
, δ
)
p
≪

≪
( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2

+ f̃x1

)
− sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2

+ f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}θ dt

t

) 1

θ

,

( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2
− f̃x1

)
+ sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2
− f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}τ dt

t

) 1

τ ≪

≪ ωα

((
f̃x2
− f̃x1

)(r,~l(π))
, δ
)
p
+ ωα

((
f̃x2
− f̃x1

)(r,~l(3π
2
))
, δ
)
p
≪
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≪
( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2
− f̃x1

)
+ sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2
− f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}θ dt

t

) 1

θ

,

( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2

+ f̃x1

)
+ sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2

+ f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}τ dt

t

) 1

τ ≪

≪ ωα

((
f̃x2

+ f̃x1

)(r,~l(π))
, δ
)
p
+ ωα

((
f̃x2

+ f̃x1

)(r,~l(3π
2
))
, δ
)
p
≪

( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2

+ f̃x1

)
+ sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2

+ f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}θ dt

t

) 1

θ

.

Далее рассмотрим оценки для полных модулей гладкости от произ-
водных по тем направлениям, которые отличны от осей координат. Для
сокращения записи введем обозначения: (β ∈ (mπ

2 ,m
π
2+

π
2 ),m = 0, 1, 2, 3)

F (x1, x2; f, r,m, β) = sign(
1

sin β
) · f̃x2 + sign(

1

cos β
) · f̃x1,

I(f ;α, r,m, β, δ, s) =
( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

(
cos(r

π

2
) · F (x1, x2; f, r,m, β)−

−sign(
1

cos β
) sin(r

π

2
) · ˜(F (x1, x2; f, r,m, β))x1, t

)
p

}sdt
t

) 1
s

.

Утверждение 5. Пусть f ∈ L0
p, 1 < p < ∞, β ∈ (mπ

2 ,m
π
2 + π

2 ),

m = 0, 1, 2, 3; r > 0; α > 0, δ ∈ (0, 1), ~l(β) = (cos β, sin β). Тогда

I(f ;α, r,m, β, δ, θ)≪ ωα(F
(r,~l(β))(x1, x2; f, r,m, β), δ)p ≪

≪ I(f ;α, r,m, β, δ, τ).

Теперь рассмотрим оценки частных модулей гладкости от производ-
ных по направлению, совпадающими с осями координат. Для сокращения
записи введем следующие обозначения ( применяются левосторонние и
правосторонние пределы):

PF (x1, x2; f, r,m) = lim
β→mπ

2+0

(
sign(

1

sin β
) · f̃x2 + sign(

1

cos β
) · f̃x1),

LF (x1, x2; f, r,m) = lim
β→mπ

2−0

(
sign(

1

sin β
) · f̃x2 + sign(

1

cos β
) · f̃x1),

P I(f ;α, r,m, δ, s) =
( δ
ˆ

0

{
t−rω(1⊕m)(α+r),(0⊕m)(α+r)×
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×
(

lim
β→mπ

2+0

{
cos(r

π

2
) · F (x1, x2; f, r,m, β)− sign(

1

cos β
) sin(r

π

2
)×

× ˜(F (x1, x2; f, r,m, β))x1
}
, t
)
p

}sdt
t

) 1
s

,

LI(f ;α, r,m, δ, s) =
( δ
ˆ

0

{
t−rω(1⊕m)(α+r),(0⊕m)(α+r)×

×
(

lim
β→mπ

2−0

{
cos(r

π

2
) · F (x1, x2; f, r,m, β)−

− sign(
1

cos β
) sin(r

π

2
) · ˜(F (x1, x2; f, r,m, β))x1

}
, t
)
p

}sdt
t

) 1
s

,

α > 0, i⊕ j — сумма по модулю два.
Утверждение 6. Пусть f ∈ L0

p, 1 < p <∞, α > 0, r > 0, δ ∈ (0, 1),
m = 0, 1, 2, 3. Тогда справедливы следующие оценки:

PI(f ;α, r,m, δ, τ)≪ ω(1⊕m)α,(0⊕m)α(PF
(r,~l(mπ

2 ))(x1, x2; f, r,m, β), δ)p ≪
≪ PI(f ;α, r,m, β, δ, θ),

LI(f ;α, r,m, δ, τ)≪ ω(1⊕m)α,(0⊕m)α(PF
(r,~l(mπ

2 ))(x1, x2; f, r,m, β), δ)p ≪
≪ LI(f ;α, r,m, β, δ, θ).
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