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С использованием проекционного метода найдены моментные функции перво-
го и второго порядка решения двумерного уравнения диффузии со случайными
коэффициентами. В работе использовалась модель двумерной диффузии эксито-
нов, возбужденных электронным пучком в полупроводниковом материале. Зада-
ча решалась в цилиндрической системе координат. Моментные функции решения
уравнения диффузии экситонов (математическое ожидание и автокорреляцион-
ная функция) получены в виде частичной суммы двойного ряда Фурье по системе
ортогональных многочленов Лагерра.
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Using the projection method, the first and second order moment functions of the
solution of the two-dimensional diffusion equation with random coefficients are found.
In this work, we used the model of two-dimensional diffusion of excitons excited by an
electron beam in a semiconductor material. The problem was solved in a cylindrical
coordinate system. The moment functions of the solution of the exciton diffusion
equation (mathematical expectation and the autocorrelation function) are obtained
in the form of a partial sum of the double Fourier series of the Laguerre orthogonal
polynomial system.
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Для наиболее полного описания математических моделей процессов,
происходящих при взаимодействии электронного пучка с полупроводни-
ковой мишенью, как правило необходимо учитывать немало случайных
факторов, влияющих на формирование информативного сигнала (на-
пример, сигнала тока, индуцированного электронным пучком, сигнала
катодолюминесценции и т. д.), что приводит к необходимости использо-
вания приближенных методов анализа стохастических математических
моделей.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-03-00271), а также РФФИ
и правительства Калужской области (проект № 18-41-400001).

1The article is done with the financial support of RFBR (project no. 19-03-00271), and by the Go-
vernment of the Kaluga region, Russian Federation (project no. 18-41-400001).
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В настоящей работе изучается нестационарная задача Коши со слу-
чайными коэффициентами для двумерного уравнения диффузии нерав-
новесных неосновных носителей заряда (ННЗ), генерированных элек-
тронным пучком в полупроводниковом материале. Такая задача, учи-
тывающая специфику процессов взаимодействия заряженных частиц с
полупроводниковой мишенью, ранее не рассматривалась.

Кратко опишем основные этапы построения математической модели
рассматриваемого процесса. При взаимодействии пульсирующего элек-
тронного пучка с полупроводниковой мишенью в последней генерируют-
ся неравновесные ННЗ, которые диффундируют и в последующем ре-
комбинируют в полупроводнике. После того, как в образце установится
равновесие между процессами генерации и рекомбинации, возбуждение
прекращается. Характер следующего за этим нестационарного процесса
диффузии ННЗ зависит в общем случае только от электрофизических
параметров полупроводника: времени жизни τ и коэффициента диффу-
зии D ННЗ. Время действия электронного импульса во много раз боль-
ше времени установления стационарного процесса при включении или
выключении электронного зонда, что даёт возможность описывать рас-
сматриваемые процессы диффузии ННЗ следующим образом: на первом
этапе — как стационарный процесс, обусловленный генерацией и реком-
бинацией ННЗ, при котором мощность, рассеиваемая электронным пуч-
ком в мишени, а, значит, и число генерируемых ННЗ, есть величина по-
стоянная, а на втором этапе, при выключении электронного зонда — как
нестационарный процесс диффузии ННЗ. Это может позволить при на-
личии математической модели, описывающей рассматриваемое явление,
на основе анализа экспериментальных данных получать оценки электро-
физических параметров исследуемых полупроводниковых материалов, в
общем случае путем решения соответствующей обратной задачи.

При прекращении действия электронного пучка концентрация ННЗ
c(x, y, t) может быть найдена как решение нестационарного уравнения
диффузии:

∂c(x, y, t)

∂t
= D∆c(x, y, t)− c(x, y, t)

τ

с начальным условием

c(x, y, 0) = n(x, y).

Здесь оси OX и OY прямоугольной декартовой системы координат ле-
жат на плоской поверхности мишени, ∆ = ∂2

/
∂x2 + ∂2

/
∂y2 — двумер-

ный оператор Лапласа, а функция n(x, y) удовлетворяет стационарному
дифференциальному уравнению, описывающему диффузию ННЗ в со-
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стоянии квазиравновесия (до выключения электронного пучка):

∆n(x, y)− n(x, y)

λ2
= −ρ(x, y).

Здесь λ =
√
Dτ — диффузионная длина ННЗ, а функция ρ(x, y) описы-

вает концентрацию генерированных ННЗ до их диффузии в мишени.
В работах [1] и [2] рассмотрены некоторые возможности использо-

вания проекционного метода Галеркина для моделирования двумерной
диффузии ННЗ в полупроводниковом материале, облучаемом элект-
ронным пучком, и получена порядковая оценка погрешности невязки,
соответствующей приближенному уравнению диффузии.

В настоящей работе предлагается использовать проекционный метод
наименьших квадратов (МНК) [3] для анализа стохастической модели
диффузии и ставится задача получения оценки погрешности проекцион-
ной схемы МНК. Моментные функции концентрации экситонов (матема-
тическое ожидание и автокорреляционная функция решения уравнения
диффузии) находятся в виде частичной суммы двойного ряда Фурье по
системе ортогональных многочленов Лагерра при условии, что коэффи-
циент диффузии и время жизни экситонов являются случайными вели-
чинами, распределенными по нормальному закону.

Построены сходящиеся матричные ряды и рассмотрена оптимиза-
ция скорости сходимости итерационных процессов, аппроксимирующих
проекционные характеристики моментных функций решения уравнения
диффузии экситонов. Рассмотрена также возможность использования
расходящихся матричных рядов в приближенных вычислениях.
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