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Обсуждается задача о явной алгебраической записи полиномов Бернштейна на
симметричном отрезке. Выделен важный класс порождающих функций типа ра-
ционального модуля. Указан явный вид вторых производных, а также самих
полиномов Бернштейна на специально отобранной последовательности возраста-
ющих номеров. Итоговые результаты зависят, в частности, от арифметической
структуры абсциссы точки излома порождающей функции. Тематика представ-
ляет интерес в связи с задачей о скорости роста коэффициентов при явной ал-
гебраической записи полиномов Бернштейна на симметричном отрезке.
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The problem of the explicit algebraic representation for Bernstein polynomials on a
symmetric interval is discussed. Special class of generating rational module functions
is considered. We give explicit formulas for second derivatives, as well as for Bernstein
polynomials themselves on a selected sequence of numbers. Final results depend on
the arithmetic structure of the break point of generating rational module function.
The subject connects with the task on the growth rate of coefficients in the explicit
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Для функции f ∈ C[−1, 1] полиномы Бернштейна удобно определить
формулой

Bn(f, x) =
1

2n

n∑

k=0

f

(
1− 2k

n

)
Ck
n (1− x)k (1 + x)n−k, n ∈ N, (1)

где Ck
n — обычные биномиальные коэффициенты. Краткий обзор по тео-

рии полиномов Бернштейна на симметричном отрезке представлен в [1].
Рассматриваем важный класс производящих функций типа рацио-

нального модуля

f(x) = |qx− p|, x ∈ [−1, 1], (2)

где q ∈ N, p ∈ Z, |p| < q, НОД (p, q) = 1. Ставится вопрос о явной
алгебраической записи полиномов Бернштейна для функции (2).
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Известно (см. [2]), что в последовательности полиномов Бернштейна
для кусочно линейных порождающих функций возможны совпадающие
пары, образующие бесконечную цепочку регулярных склеиваний. При-
менительно к функции (2) получаем

Bqm+1(f, x) = Bqm(f, x), m ∈ N, (3)

если оба числа p, q являются нечетными, или же

B2qm+1(f, x) = B2qm(f, x), m ∈ N, (4)

если хотя бы одно из чисел p, q четное.
Используя общие формулы для производных полиномов Бернштейна

на симметричном отрезке (см. [3]), находим явные выражения вторых
производных от полиномов из соответствующих цепочек (3) или (4).

Теорема 1. Пусть Bn(f, x) — полиномы Бернштейна (1) для функ-
ции (2). Если оба числа p, q в формуле (2) являются нечетными, то

B′′qm(f, x) = (q2 − p2)m · 2−qmCsm
qm (1− x)sm−1 (1 + x)tm−1, m ∈ N, (5)

со значениями s = (q − p)/2, t = (q + p)/2. Если же хотя бы одно из
чисел p, q в формуле (2) четное, то

B′′2qm(f, x) = 2(q2−p2)m·2−2qmCsm
2qm (1−x)sm−1 (1+x)tm−1, m ∈ N, (6)

со значениями s = q − p, t = q + p.

Для раскрытия скобок в выражениях (5) и (6) применим так назы-
ваемую формулу бибинома

(1− x)j (1 + x)n−j =
n∑

k=0

Dk
n,j x

k, j, n ∈ N ∪ {0}, n > j, (7)

с коэффициентами Dk
n,j , образующими специальные трапеции Паскаля

(см. [4]). Раскрывая этим способом скобки в (5) и (6), и проводя двукрат-
ное интегрирование, получаем явную алгебраическую запись полиномов
Бернштейна по степеням переменной x на цепочках склеиваний (3) и (4).

Ввиду определенной громоздкости общих формул рассмотрим част-
ный пример функции f(x) = |3x − 2|. Пара p = 2, q = 3 содержит
четное число. Поэтому реализуются возможности (4) и (6). Расчет по
формуле (6) со значениями s = 1, t = 5 дает представление

B′′6m(f, x) = 10m · 2−6mCm
6m (1− x)m−1 (1 + x)5m−1, m ∈ N. (8)
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Формула бибинома (7) принимает здесь вид

(1− x)m−1 (1 + x)5m−1 =
6m−2∑

k=0

Dk
6m−2, m−1 x

k, m ∈ N. (9)

Подставляя (9) в представление (8) и проводя двукратное интегрирова-
ние, имеем окончательный результат

B6m(f, x) = αm + βm x+ 10m · 2−6mCm
6m

6m−2∑

k=0

Dk
6m−2,m−1

xk+2

(k + 1) (k + 2)

при m ∈ N. Числа Dk
6m−2,m−1 вычисляются по таблицам из работы [4].

Для коэффициентов αm и βm компактные выражения пока не найдены.
Нетрудно заметить, впрочем, что 2 < αm < 3 и −3 < βm < 0 при всех
значениях m ∈ N. Эти оценки связаны с геометрической структурой
функции f(x) = |3x− 2|.

Аналогично проводятся расчеты во всех остальных примерах вида (2)
на соответствующих цепочках (3) или (4). Отметим, что для полиномов
Бернштейна, не попадающих в цепочки склеиваний, формулы вторых
производных становятся сложнее, чем (5) или (6). Там возникают до-
полнительные слагаемые, и решение задачи сильно затрудняется.

Исследуемое направление представляет интерес в связи с нетривиаль-
ным вопросом о скорости роста коэффициентов полиномов Бернштейна
при явной алгебраической записи на симметричном отрезке (см. [5], [6]).

Выражаю благодарность И. В. Тихонову и В. Б. Шерстюкову за боль-
шую помощь в исследовании.
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