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В данной работе описано поведение квазинормы производных произведения
Бляшке в пространстве Лебега Lp на прямой. Результаты получены для всех
значений параметра 0 < p < +∞. Ранее автором были изучены аналогичные
вопросы для окружности.
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This paper describes the behavior of the seminorm for the derivatives of Blaschke
products in the Lebesgue space Lp on a straight line. The results were obtained for
all values of the parameter 0 < p < +∞. The similar results for the circle were
obtained by the author earlier.
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Введение

Ранее автором были получены экстремальные оценки квазинормы произ-
водных произведений Бляшке для круга [1,2]. В данном работе рассмот-
рены аналогичные задачи для прямой. Интересным является тот факт,
что поведение квазинормы производных произведения Бляшке для кру-
га в общем случае, отличается от поведения аналогичной квазинормы
для прямой.

Через Lp, 0 < p <∞, будем обозначать пространство Лебега измери-
мых комплексных функций на R с конечной квазинормой (нормой при
1 ≤ p <∞)

‖f‖Lp
=



ˆ

R

|f(x)| dx




1/p

, 0 < p <∞.

Обозначим bn произведение Бляшке порядка n с нулями в точках
a1, a2, . . . , an, лежащих в верхней полуплоскости Π = {z : Im z > 0}

bn(z) =
n∏

k=1

z − ak
z − āk

.
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Введем также обозначение

λ(α) =
2α−1√
π
· Γ(α2 )

Γ(α2 +
1
2)
, α > 0,

где Γ — гамма-функция Эйлера.

Основные результаты

Теорема 1. Пусть n, s ∈ N. Тогда

‖b(s)n ‖Lp
= +∞ при 0 < p ≤ 1

s+ 1
,

‖b(s)n ‖Lp
< +∞ при

1

s+ 1
< p < +∞

при любых значениях a1, a2, . . . , an.

Теорема 2. Пусть n ∈ N и s ∈ N \ {1}. Тогда

sup
a1,a2,...,an

‖b(s)n ‖L1/s
= s!λs(1/s)ns.

Теорема 3. Пусть n, s ∈ N и 1
s+1 < p < +∞, p 6= 1

s . Тогда

sup
a1,a2,...,an

‖b(s)n ‖Lp
= +∞.

Теорема 4. Пусть n ∈ N и s ∈ N \ {1}. Тогда

inf
a1,a2,...,an

‖b(s)n ‖L1/s
>
πs(s− 1)((s− 2)!)s

16s(s!)s−1
ns.

Теорема 5. Пусть n, s ∈ N и 1
s+1 < p < +∞, p 6= 1

s . Тогда

inf
a1,a2,...,an

‖b(s)n ‖Lp
= 0.

Подробнее с приведенными результатами можно ознакомиться в ра-
ботах [3, 4].

Заключение

Задача об исследовании поведения квазинормы производных произведе-
ния Бляшке возникла в результате исследования постоянной в неравен-
стве типа Бернштейна для высших производных рациональных функ-
ций, полученном А.А. Пекарским [5]. Упомянутое неравенство типа
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Бернштейна в свою очередь применяется для получения обратных тео-
рем рациональной аппроксимации [6].
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