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В этой статье мы рассмотрим экстремальные свойства отображения с s-
усредненной характеристикой. Вариационный метод разработан и успешно при-
меняется в теории плоских квазиконформных отображений для решения экстре-
мальных задач. Мы применяем этот классический метод для решения экстре-
мальных задач в классе отображений с s-усредненной характеристикой.
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In this article we will discuss the extremal properties of mappings with s-averaged
characteristic. The variational method is developed and successfully applied in the
theory of plane quasi-conformal maps for solving extreme problems. We apply this
classical method to solve extreme problems in the class of maps with s-averaged
characteristic.
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Пусть D ⊂ Rn-область и f : D → Rn, f ∈ W 1
n,loc — отображение

области D, n ≥ 3. Обозначим так же как и в [1] якобиан (Jf)x = def ′(x),
а также характеристики:

— внутренняя дилатация отображения f в точке x KI(x, f) =
|J(x,f)|
ln(f,x) ,

где
l(x, f) = l(f ′(x)) = min|h|=1|f ′(x)h|; (1)

— внешняя дилатация отображения f в точке x KO(x, f) = Ln(f,x)
|J(x,f)| ,

где
L(x, f) = |f ′(x)| = max|h|=1|f ′(x)h|. (2)

При этом справедливы оценки (см., например, [1]) и неравенства, свя-
зывающие характеристики между собой

KI(x, f) ≤ Kn−1
O (x, f), (3)

KO(x, f) ≤ n
n
2λ(x, f) ≤ n

n
2KO(x, f) ≤ n

n
2Kn−1

I (x, f). (4)

Определение 1. [2] Отображение f : D → Rn обладает N (N−1)-
свойством (Лузина),если из условия ν(E) = 0 следует, что ν(f(E) = 0
(ν(f−1(E) = 0). Назовем гомеоморфизм f области D на область D′
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отображением класса W̃ 1
n,loc(D

′), если f ∈ W 1
n,loc(D), f−1 ∈ W 1

n,loc(D
′), и

обладает N и N−1-свойствами.
Перейдем теперь к определению отображения с s-усредненной харак-

теристикой.

Определение 2. Отображение f : D → Rn называется отобра-
жением с KO,S усредненной характеристикой (и принадлежит классу
KO,s(D,D

∗) (или K∗
O,s(D,D

∗)) , если f — непрерывное, открытое, изо-
лированное и

1 )f ∈ W 1
n,loc(D), f−1 ∈ W 1

n,loc(D
′);

2) существует постоянная KO,S ≥ 0, такая, что выполняется неравен-
ство KO,S(f) = (

´

DK
s
O(x, f)dσx)

1
s ≤ KO,S.

Аналогично определяются отображения с K∗
O,S, KI,S, K∗

I,S усреднен-
ной характеристикой [3].

Назовем локальный гомеоморфизм f : D → Rn отображением клас-
са W̃ 1

n,loc(D). Пусть f — отображение с s-усредненной характеристикой,

f ∈ W̃ 1
n,loc(D), U ⊂ D — нормальная область (т. е. f(∂U) = ∂f(U),x ∈ U ,

y ∈ f(U) \ f(Bf ∩ U),f−1(y) = {xj}. Тогда существуют Vj = U(xj, f, r)
— окрестности точек xj, такие, что fj = f |Vj — гомеоморфизм. Поэтому
можно рассматривать отображения hj : Bn(y, r)) → U , причем f ◦ hj
тождественное отображение. Если hj ∈ W 1

n,loc(B
n(y, r) и f — отображе-

ние с s-усредненной характеристикой, то по лемме 1 и [4] существует
такое r0, что hj = f−1j — квазиконформное в среднем отображение в
шаре Bn(y, r).

Если для любого x ∈ D существует U -окрестность точки x ∈ D такая,
что f |U ∈ W̃ 1

n(U).
Известно [1, 4], что если f ∈ W̃ 1

n,loc(D), то для любой точки x ∈
U существует число r0(x), такое что окрестность U(x, f, r) нормальна
при r ≤ r0(x). Обозначим через i(x, f) верхнюю грань числа прообразов
точек y′ ∈ Bn(y, r) в U(x, f, r) при r < r0(x). Если f ∈ W̃ 1

n,loc(D) то
i(x, f) не зависит от r. Число i(x, f) мы назовем кратностью ветвления
в точке .

Пусть V ⊂ U — нормальная область, y ∈ f(V ), {xk} = f−1(y) ∩ V .
Тогда функция i(y, f) = i(V, f) =

∑
k i(xk, f) постоянна в f(V ), если f ∈

W̃ 1
n,loc(D). Все указанные свойства K —квазиконформных отображений

можно найти в [5]. Множество Bf точек U , где f не является локальным
гомеоморфизмом, называется множеством точек ветвления f .

Для негомеоморфных отображений мы построили обратное отобра-
жение f−1i такое, что f ◦f−1i отображение и f, f−1i гомеоморфизмы. Пусть
f — отображение с s-усредненной характеристикой область V ⊂ U —
нормальна и f(V ) = V ∗ . Определим отображение gv : V ∗ → Rn сле-
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дующим образом: пусть y ∈ V ∗, f−1i (y) ∩ V = {xi}, тогда gv(y) =
1
m

∑
i i(xi, f)xi, где m =

∑
i(xi, f) = i(V, f).

Для построенного отображение gv(y) ∈ ACLn(v∗) докажем сначала
непрерывность отображения. Очевидно, что gv непрерывно на множестве
V ∗\f(Bf∩V ). Возьмем точку y ∈ f(Bf) и последовательность точек {yi},
обладающую следующими свойствами: lim

i→∞
yi = y и yi ∈ V ∗ \ f(Bf ∩ V ).

Пусть f−1i (y) = {xi},f−1i (yj) = {xkj} и Vi = U(xi, f, r) — непересе-
кающиеся нормальные окрестности точек xi. В каждой окрестности
Vi находится mi = i(xi, f) точек из множества {xkj} и очевидно, что

lim
j→∞

∑
k,xki ∈Vi x

k
j = mixi. Поэтому lim

j→∞
1
m

m∑
k=1

xkj = 1
m

∑
i(xi, f)xi. Так как

f(Bf) нигде не плотно, то отсюда следует, что gv непрерывно.
Перейдем к доказательству абсолютной непрерывности gv . В даль-

нейшем мы будем всюду писать В вместо Bf . Пусть I∗ ⊂ V ∗-отрезок,
параллельный одной из осей координат. Мы можем считать отрезок I∗

разрешимым и рассмотрим семейство кривых {γi}, 1 ≤ i ≤ m , такое,
что f ◦ γi = I∗ для всех i = 1, . . . ,m, γi ∩ γj ⊂ B и f−1i (I∗) = ∪mi=1γi. По
лемме 7.10 из [9] для почти всех таких отрезков I∗ кривые γi : I∗ → Rn

абсолютно непрерывны. Так как в каждой точке x ∈ f−1i (I∗) пересе-
каются ровно в i(x,f) кривых γi , то gv|I∗ = 1

m

∑
γi и, следовательно,

gv ∈ ACL(V ∗).
Пусть теперь y ∈ V ∗ \ f(B ∩ V ) и f−1i (y) = {xi}. Существуют

окрестности Vi = U(xi, f, r) точек xi такие, что f |Vi — гомеоморфизм.
Поэтому можно рассмотреть отображения f−1i : Bn(y, r) → V , причем
f ◦ f−1i — тождественное отображение. Покажем, что отображения f−1i
- то же отображения с s-усредненной характеристикой. В самом деле
f−1i ∈ W 1

n,loc(D \Bf). Откуда следует, что

ˆ

v∗\f(Bf∩V )

|∂fi,j
∂yk

|ndσy ≤
ˆ

v∗\f(Bf∩V )

Ks
O(y, f

−1
i )|J(y, f−1i )|dσy ≤

≤
ˆ

v∗\f(Bf∩V )

K
s\(n−1)
O (y, f−1i )|J(y, f−1i )|dσy ≤

≤
ˆ

v∗\f(Bf∩V )

Ks
I (y, f

−1
i )|J(y, f−1i )|dσy ≤ ∞.

Итак мы доказали что, отображение f−1i есть отображение с s-
усредненной характеристикой, принадлежит классу f−1i ∈ W 1

n,loc(D\Bf).
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Кроме того, поскольку ACLn -гомеоморфизмы обладают N и N−1-
свойством (см. определение1) или [2], то f и f−1i невырожденно диф-
ференцируемы в своих областях задания [1, 4] и поэтому Ki(y, f

−1
i ) =

KO(x, f) для почти всех y = f(x). Производя во втором интеграле заме-
ну переменных [7], получим

ˆ

V

Ks′

O(x, f)dσx ≤
ˆ

V ∗\f(Bf∩V )

Ks
I (y, f)|J(y, f−1i )|dσy <∞

.
Определение 3. Отображение f : D → D∗ в некотором классе

f ∈ K(D,D∗) ⊂ KO,s(D,D
∗) (или K∗

O,s(D,D
∗)) называется экстремаль-

ным в классе K(D,D∗), если KO,s(f) ≤ KO,s(g) (или K∗
O,s(f) ≤ K∗

O,s(g))
для всех отображений характеристики KO,s(x, g) от отображения g ∈
K(D,D∗).

Теорема 1 [2]. Пусть теперь s ≤ 2
n−2 и отображение c s-

усредненной характеристикой f : D → D∗ есть экстремальное отоб-
ражение в классе KI,s(D,D

∗). Тогда f ∈ W 2
2 (D

′) для любой подобласти
D′ такой, что J(x, f) > 0 на замыкании D̄′ и D̄′ ⊂ D.
Доказательство теоремы следует из теоремы 2 и [8, x II, лемма 4.6].
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