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Рассмотрены дифференциальные операторы Штурма – Лиувилля на структурах,
состоящих из конечного числа отрезков, со спектральным параметром в условиях
склейки. Мы исследовали свойства спектральных характеристик данных опера-
торов и получили асимптотические формулы для собственных значений и весо-
вых чисел. Также доказана теорема единственности восстановления оператора
по спектральным данным трех типов: двум спектрам; одному спектру и весовым
числам; функции Вейля.
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In the paper, Sturm–Liouville differential operators on structures consisting of a
finite number of segments with a spectral parameter in matching conditions are
considered. We study properties of their spectral characteristics and obtain asymptotic
formulae for eigenvalues and weight numbers. Uniqueness theorem is proved as well
for recovering an operator from the spectral data of three types: two spectra; the
spectrum and the weight numbers; Weyl function.
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Введение

Дифференциальные уравнения на графах возникают при моделирова-
нии различных процессов (примеры и основы теории см. в [2, 3]). В ра-
боте рассматривается граф-цепочка Γ, состоящий из вершин {vl}N+1

l=1 и
неориентированных ребер ek = (vk, vk+1), k = 1, N, где N — натуральное
число. Обозначим длину ek числом dk > 0 и зададим параметризацию
xk ∈ [0, dk] так, что xk = 0 соответствует вершине vk, а xk = dk —
вершине vk+1. Тогда уравнение Штурма – Лиувилля на Γ записывается
следующим образом:

−y′′k(xk) + qk(xk)yk(xk) = λyk(xk), xk ∈ (0, dk), k = 1, N, (1)
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где q = [qk]
N
k=1 — вещественный потенциал, qk ∈ C[0, dk], y = [yk]

N
k=1 —

решение, а k-е компоненты определены на ребре ek.
В качестве условий склейки возьмем

yl+1(0) = αl11(λ)yl(dl) + αl12(λ)y
′
l(dl),

y′l+1(0) = αl21(λ)yl(dl) + αl22(λ)y
′
l(dl),

l = 1, N − 1,



 (2)

с коэффициентами αl11(λ) := 1, αl12(λ) := tl, α
l
21(λ) := tl(ql(dl) − λ),

αl22(λ) := 1 + t2l (ql(dl)− λ), где tl > 0, l = 1, N − 1.
Уравнения (3) вместе с условиями склейки (2) эквивалентны следую-

щему уравнению с ∆-производными на замкнутом множестве, состоящем
из N отрезков:

−y∆∆(x) + q(x)y(σ(x)) = λy(σ(x)), x ∈
N⋃

k=1

[ak, bk],

где bk = ak + dk, k = 1, N, al+1 = bl + tl, l = 1, N − 1. Определения σ(x)
и ∆-производной даны в [3] и [1].

1. Свойства спектральных характеристик

Обозначим Lj краевую задачу для (3), (2) с краевыми условиями

y(j)(v1) := y
(j)
1 (0) = 0, y(vN+1) := yN(dN) = 0, j = 0, 1.

Пусть S = [Sk(xk, λ)]
N
k=1 и C = [Ck(xk, λ)]

N
k=1 являются решениями (3),

(2) с начальными условиями

S ′1(0, λ) = C1(0, λ) = 1, S1(0, λ) = C ′1(0, λ) = 0.

Введем целые функции

Θ0(λ) := SN(dN , λ), Θ1(λ) := CN(dN , λ).

Для j = 0, 1 собственные значения {λnj}n≥1 краевой задачи Lj совпадают
с нулями целой функции Θj(λ), которая является характеристической
функцией Lj. Из вещественности q следует, что эти нули — простые и
вещественные. Кроме того, Θ0(λ) и Θ1(λ) не имеют общих нулей.

Пусть Φ = [Φk(xk, λ)]
N
k=1 является решением (3), (2) при условиях

Φ′1(0, λ) = 1, ΦN(dN , λ) = 0.
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Назовем M(λ) := Φ1(0, λ) функцией Вейля. Нетрудно проверить, что

Φ = S +M(λ)C, M(λ) = −Θ0(λ)

Θ1(λ)
.

Введем весовые числа

αn := Res
λ=λn1

M(λ) = −Θ0(λn1)

Θ′1(λn1)
, n ≥ 1.

Можно показать, что αn > 0 при n ∈ N.
Функция Вейля M(λ), спектры {λnj}n≥1, j = 0, 1, и весовые числа

{αn}n≥1 называются спектральными характеристиками.
При выводе асимптотических формул для спектральных характери-

стик необходимо условие соизмеримости длин ребер:

dk = rxk, xk ∈ Q, k = 1, N, для некоторого r > 0. (3)

Условие соизмеримости ребер графа используется также в [5].

Теорема 2. Каждый спектр состоит из N + 1 части:

{λnj}n≥1 = Λj
⋃( N⋃

k=1

{
(ρ

(k)
nj )

2
}
n≥1

)
, j = 0, 1,

где Λj — конечное множество из N + j sign(N − 1)− 1 элементов,

ρ
(k)
nj =

π(n− δ
jδ(1,k)
k )

dk
+ r

(k)
nj , r

(k)
nj = o(1), δjk ∈

{
0,

1

2

}
, δ1k + δ0k =

1

2
. (4)

Обозначим

zk :=
1

π

(1
2

ˆ dk

0

qk(x) dx+

min(k,N−1)∑

l=max(1,k−1)
t−1l

)
, k = 1, N.

Если выполнено (3) и числа zk, k = 1, N, различны, то в (4)

r
(k)
nj =

zk + κnkj
n

, {κnkj}n≥1 ∈ l2, k = 1, N.

Теорема 3. Обозначим

αkn := Res
λ=(ρ

(k)
n1 )

2

M(λ).

Если выполнено (3) и числа zk, k = 1, N , различны, то

αkn =





2

d1

(
1 +

κnk2
n

)
, k = 1,

κnk2
n
, k > 1,

{κnk2}n≥1 ∈ l2.
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2. Обратные задачи

Рассмотрим три следующих обратных задачи.

Обратная задача 1. По M(λ) восстановить q.

Обратная задача 2. По {λnj}n≥1, j = 0, 1, восстановить q.

Обратная задача 3. По {λn1}n≥1 и {αn}n≥1 восстановить q.

Данные три задачи эквивалентны: по входным данным одной задачи
можно восстановить входные данные любой другой задачи. В частности,

M(λ) =
∞∑

n=1

αn
λ− λn1

.

Кроме краевой задачи L0, зассмотрим задачу L̃0 того же вида, но с
другим потенциалом q̃. Пусть символ γ обозначает объект, относящийся
к L0, тогда γ̃ обозначает аналогичный объект, относящийся к L̃0.

Используя метод спектральных отображений [5], мы доказали теоре-
му единственности решения обратных задач 1–3.

Теорема 4. Если выполнено одно из следующих условий, то q = q̃ :

1. M(λ) = M̃(λ);

2. {λnj}n≥1 = {λ̃nj}n≥1, j = 0, 1;

3. {λn1}n≥1 = {λ̃n1}n≥1 и {αn}n≥1 = {α̃n}n≥1.
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