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СУММЫ ТИПА РЭЛЕЯ ДЛЯ КОРНЕЙ УРАВНЕНИЯ,
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Изучается уравнение вида

a z J ′
ν(z) + b Jν(z) = 0, z ∈ C,

с параметрами ν, a, b ∈ C, |a| + |b| > 0, и функцией Бесселя Jν(z). Доказана се-
рия специальных суммационных соотношений, действующих для корней уравне-
ния при различных сочетаниях параметров. Полученные результаты согласуются
с теорией классических сумм Рэлея, вычисляемых по нулям функции Бесселя.
Подобные уравнения возникают в спектральной задаче с наклонной производной
для оператора Лапласа.

Ключевые слова: задача с наклонной производной, оператор Лапласа, функции
Бесселя, нули функций Бесселя, суммы типа Рэлея.
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We study equation of the form

a z J ′
ν(z) + b Jν(z) = 0, z ∈ C,

with parameters ν, a, b ∈ C, |a| + |b| > 0, and the Bessel function Jν(z). A series
of special summation relations is proved that are valid for the roots of the equation
for various combinations of parameters. The results are consistent with the theory
of classical Rayleigh sums calculated from the zeros of the Bessel function. Similar
equations arise in the spectral problem with an oblique derivative for the Laplace
operator.
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В работе [1] изучался вопрос о расположении на комплексной плоско-
сти собственных значений λ = µ2 следующей спектральной задачи для
оператора Лапласа в круге:

∆w + µ2w = 0 в D =
{
(x, y) | x2 + y2 < 1

}
,
∂w

∂ℓ
= 0 на ∂D. (1)

Здесь ∆ — оператор Лапласа, µ2 ∈ C — спектральный параметр, ℓ — на-
правление, составляющее фиксированный угол α ∈ (−π/2, π/2) с внеш-
ней нормалью n к ∂D. Наш интерес к этой тематике был стимулирован

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00236).
1The article is done with the financial support of RFBR(project № 18-01-00236).
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известной статьей [2], в которой доказано отсутствие свойства базисно-
сти в L2(D) у системы корневых функций задачи (1). В [2] (см. также [1])
показано, что все собственные значения спектральной задачи (1) описы-
ваются корнями уравнений вида

µJ ′n(µ) cosα + i n Jn(µ) sinα = 0, (2)

с параметрами n ∈ Z, α ∈ (−π/2, π/2) и функцией Бесселя Jn(µ) пере-
менной µ ∈ C.

Если 0 < |α| < π/2, то из общей теории целых функций и результатов
работы [1] вытекает, что при фиксированном n 6= 0 уравнение (2) имеет
бесконечное счетное множество нетривиальных корней. Все они являют-
ся простыми, не попадают на действительную и мнимую оси, располага-
ясь симметрично относительно точки µ = 0.

В докладе будут представлены результаты о вычислении сумм четных
степеней обратных величин нетривиальных корней уравнения вида (2)
и его естественного обобщения. Для описания характера этих результа-
тов введем четную целую функцию экспоненциального типа

L(µ;n, α) ≡ µJ ′n(µ) cosα + i n Jn(µ) sinα

(µ/2)n
, µ ∈ C. (3)

При µ 6= 0 уравнение (2) равносильно уравнению L(µ;n, α) = 0 с сов-
падением кратностей корней. Функция (3) имеет бесконечное счетное
множество корней. Обозначим это множество через {±µn, k(α)}k∈N, где
µn, k(α) расположены в полуплоскости Reµ > 0, упорядочены по воз-
растанию модулей, и µn, k(α) → ∞ при k → ∞. Очевидная цепочка
соотношений

L(µ;n, α) = 0⇔ L(µ;n,−α) = 0⇔ L(µ;−n, α) = 0⇔ L(µ;−n,−α) = 0

позволяет ограничиться изучением корней µ ∈ C уравнения

L(µ;n, α) = 0, n ∈ N, α ∈ [0, π/2]. (4)

В ходе нашего исследования корней уравнения (4) (см. [1]) были по-
лучены явные формулы для сумм специальной структуры, содержащих
корни µn, k(α). В частности, найдено соотношение

∞∑

k=1

1

µ2n, k(α)
=
n+ 2 cos2 α

4n(n+ 1)
− i

sin 2α

4n(n+ 1)
=
n+ 1 + e−2αi

4n(n+ 1)
, (5)

выполненное для всех n ∈ N и α ∈ [0, π/2]. При α = π/2 формула (5)
дает выражение

σ(2)(n) ≡
∞∑

k=1

1

j2n, k
=

1

4(n+ 1)
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для первой из классических сумм Рэлея (см. [3–5])

σ(2m)(n) ≡
∞∑

k=1

1

j2mn, k
, m ∈ N,

где jn, k — положительные корни функции Бесселя Jn(µ). При α = 0
формула (5) также хорошо известна (см. [6–8]) и принимает вид

∞∑

k=1

1

j′ 2n, k
=

n+ 2

4n(n+ 1)
,

где j′n, k — положительные корни производной J ′n(µ) функции Бесселя.
В процессе получения основных суммационных соотношений вида (5)

авторы обнаружили большое количество работ [3–12] на близкую тему.
В цитированных исследованиях представлен ряд формул для сумм на-
туральных (четных) степеней обратных величин корней уравнения ти-
па (4), но, как правило, без явного описания области изменения пара-
метров в формулах и без обоснования ряда ключевых моментов вывода.
На наш взгляд, в изложении этих вопросов наиболее последовательны
П. Л. Капица [7] и Н. Н. Мейман [8], рассмотревшие уравнения

Jν(z) = 0, ν > −1, (6)

z J ′ν(z)−H Jν(z) = 0, ν + 1/2 > 0, H > 0. (7)

В (6), (7) даны ограничения на параметры из работы [7]. Эти ограниче-
ния гарантируют вещественность корней и сходимость интегралов в ме-
тоде Капицы. В статье [8], написанной под несомненным влиянием [7], но
содержащей новый подход, относительно параметров сказано лишь, что
ν отлично от целого отрицательного числа, и можно считать ν 6= H. При
этом не ясно, допускаются ли в формулах из [8] комплексные значения
ν и H. В других известных нам работах на эту тему анализ и описа-
ние допустимых значений параметров или отсутствуют или проведены
не достаточно полно. Отметим также, что уравнение (6) с произволь-
ным комплексным ν изучалось в классическом трактате [4, гл. 15]. Там
обосновано существование бесконечного счётного множества корней, по-
казано, что все корни лежат в некоторой горизонтальной полосе, и при-
ведены выражения для сумм Рэлея σ(2m)(ν) при m = 1, 2, 3, 4, 5, но без
указания ограничений на параметр ν.

Указанные обстоятельства дают повод рассмотреть обобщение урав-
нения (2) в виде

azJ ′ν(z) + bJν(z) = 0, z ∈ C, (8)
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с параметрами ν, a, b ∈ C такими, что |a|+ |b| > 0.
Корни z 6= 0 уравнения (8) будем называть нетривиальными.
Зафиксируем произвольные ν, a, b ∈ C, |a| + |b| > 0. Нетривиаль-

ные корни уравнения (8) расположены в некоторой горизонтальной по-
лосе на плоскости C симметрично относительно точки z = 0. Обозначим
эти корни ±µν, k(a, b) ≡ ±µν, k, k ∈ N, где µν, k — корни (8), лежащие
в {Re z > 0} ∪ {Re z = 0, Im z > 0} и занумерованные в порядке возрас-
тания модуля. Тогда µν, k →∞, Reµν, k → +∞ при k →∞. По аналогии
с классическими суммами Рэлея [3] определим суммы типа Рэлея

η(r)(ν, a, b) ≡ 1

2

∑ 1

(±µν, k(a, b))r
, r ∈ N. (9)

Введём целую четную функцию

L(z) = L(z; ν, a, b) ≡ azJ ′ν(z) + bJν(z)

(z/2)ν
, z ∈ C,

нули которой совпадают с нетривиальными корнями уравнения (8). По-
казатель сходимости последовательности корней функции L(z) равен
единице. Поэтому ряд (9) в общем случае сходится абсолютно лишь при
r > 1. При всех нечетных r = 2m − 1 сумма η(2m−1)(ν; a, b) ряда (9)
равна нулю, а при четных r = 2m имеем формулу

η(2m)(ν, a, b) =
∞∑

k=1

1

µ2mν, k(a, b)
, m ∈ N.

Для всех значений m ∈ N и ν ∈ C\{−1,−2, . . .} справедливы рекур-
рентные формулы Меймана (ср. с [8]; см. также [5])

σ(2m+2)(ν) =
1

m+ ν + 1

m∑

p=1

σ(2p)(ν) σ(2m+2−2p)(ν), (10)

где σ(2)(ν) = 1/(4(ν + 1)). Мы выводим аналогичные соотношения

η(2)(ν, a, b) =
a

2(aν + b)
− aν − b

aν + b
σ(2)(ν) ≡ aν + b+ 2a

4(ν + 1)(aν + b)
,

η(2m+2)(ν, a, b) =
2a

aν + b

m∑

p=1

σ(2p)(ν) η(2m+2−2p)(ν, a, b)− aν − b

aν + b
σ(2m+2)(ν),

справедливые для m ∈ N при всех значениях ν, a, b ∈ C таких, что
aν + b 6= 0 и ν 6∈ {−1,−2, . . .}. Случаи aν + b = 0, ν ∈ {−1,−2, . . .} рас-
сматриваются отдельно. Используя новые соотношения и (10), находим,
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например,

η(6)(ν, a, b) =
2a2(ν + 1)(5aν + 8a+ 3b) + (aν + b+ 2a)3

25(ν + 1)3(ν + 2)(ν + 3)(aν + b)3
,

где c = aν + b+ 2a; ν, a, b ∈ C, aν + b 6= 0, ν 6∈ {−1,−2, . . .}.
Получены также рекуррентные формулы для сумм η(2m)(ν, a, b) через

такие же суммы, но более низких порядков.
Приведем еще формулу для специальной двойной суммы

∞∑

k=1

∞∑

m=1

1

j2n,m − µ2n, k(α)
=
n+ 2 + i n tgα

8(n+ 1)
.

При α = 0 формула записывается в виде
∞∑

k=1

∞∑

m=1

1

j2n,m − j′ 2n, k
=

n+ 2

8(n+ 1)

и авторам в литературе не встречалась.
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