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Рассматривается многомерная нелокальная по времени задача для уравнения
теплопроводности. Указаны точные экспоненциальные классы единственности
решения. Установлена разрешающая формула с функцией Грина, исследован-
ной вблизи нуля и на бесконечности. Оценки функции Грина дают возможность
обосновать разрешимость нелокальной задачи в той же шкале экспоненциальных
пространств.
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Multi-dimensional nonlocal in time problem for the heat equation is considered. An
exact description of the uniqueness classes is given. We establish a resolving formula
with Green’s function investigated near zero and at infinity. Estimates of the Green’s
function make it possible to prove solvability of a nonlocal problem on the same scale
exponential spaces.
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Рассматриваем многомерную нелокальную задачу для уравнения теп-
лопроводности

{
ut(x, t) = ∆u(x, t), x ∈ Rn, 0 < t 6 T,

u(x, 0) + u(x, T ) = ϕ(x).
(1)

Здесь n ∈ N.
Функцию ϕ ∈ C(Rn) и число T > 0 считаем заданными. Нелокальное

условие выражает усреднение функции u(x, t) по ее значениям в началь-
ный и финальный моменты времени. Близкие к (1) задачи рассматрива-
лись в [1, 2]. Проводя исследование, мы пользуемся схемой, разработан-
ной в [3–5]. Некоторые детали подробнее приводятся в наших прежних
публикациях [6, 7].

Так, в частности, для задачи (1) найдены экспоненциальные классы
единственности решения с оценкой

|u(x, t)| 6M exp (σ |x|) , x ∈ Rn, 0 6 t 6 T, (2)
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где M — положительная константа, зависящая от функции u = u(x, t),
а показатель σ удовлетворяет условию σ < σ0(T ) ≡

√
π/2T .

Решение задачи (1) с учетом (2) представимо формулой Пуассона

u(x, t)|0<t6T =
1

(4πt)n/2

ˆ

Rn

exp

(
−|x− y|2

4t

)
u0(y) dy.

При этом начальное условие u0(x) ≡ u(x, 0) выражается формулой

u0(x) = ϕ(x)−
ˆ

Rn

gT (x− y)ϕ(y) dy, x ∈ Rn. (3)

Здесь gT (x) — функция Грина задачи (1), имеющая вид

gT (x) =
1

(2π)n

ˆ

Rn

1

exp (|ξ|2 T ) + 1
exp (iξx) dξ, x ∈ Rn. (4)

Данный интеграл не вычисляется в явном виде, и потому важен следу-
ющий результат.

Теорема. Для функции gT (x), определенной формулой (4), справед-
ливо разложение в ряд по первым функциям Ханкеля

gT (x) =
(π|x|)−ν

2T

∞∑

k=0

Im
((zk

2

)ν
H(1)
ν (zk|x|)

)
, (5)

со значением ν = (n− 2)/2 и числами

zk ≡
√

(2k + 1)π

2T
(1 + i), k ∈ N ∪ {0}. (6)

Ряд (5) сходится всюду при |x| 6= 0.
Отсюда, с использованием асимптотики функции Ханкеля

H(1)
ν (z) =

√
2

πz
exp

(
iz − πi

4
(2ν + 1)

)(
1 +O(|z|−1)

)
, |z| → ∞,

взятой на луче arg z = π/4, получено представление функции Грина

gT (x) = (2|x|)−(n−1)/2 (π T )−(n+1)/4 exp

(
−
√

π

2T
|x|

)
×

×
[
sin

(√
π

2T
|x| − π

8
(n+ 1)

)
+O

(
|x|−1

)]
, |x| → ∞. (7)
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Основной компонент в (7) соответствует значению z0 из формулы (6).
Разложение функции Грина, удобное вблизи нуля, имеет вид

gT (x) =
1

(4πT )n/2

∞∑

k=0

(−1)k
k!

(
1− Cn

2k

)
ζ
(
k +

n

2

)( |x|2
4T

)k

, (8)

где Cn = 2−(n−2)/2, а ζ(s) — дзета-функция Римана, и 0 · ζ(1 + 0) = 1.
Полагая n = 1 и T = 1, получаем из (7) и (8) соответствующие

выражения для одномерной функции Грина

g1(x) = −
1√
π

exp

(
−
√
π

2
|x|

)[
cos

(√
π

2
|x|+ π

4

)
+O

(
|x|−1

) ]
,

g1(x) =
1√
4π

∞∑

k=0

(−1)k
k!

(
1−

√
2

2k

)
ζ

(
k +

1

2

)(x
2

)2k

.

Последние две формулы полезны при проведении численных расчетов.
Кроме того, используя найденные оценки функции Грина, планирует-

ся обосновать разрешимость нелокальной задачи (1) в экспоненциальных
классах (2) при прежнем ограничении σ < σ0(T ) ≡

√
π/2T . Централь-

ный момент здесь — анализ разрешающей формулы (3).
Автор выражает признательность своему научному руководителю

Тихонову Ивану Владимировичу за полезные замечания и конструктив-
ные предложения при подготовке работы.
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