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В докладе рассматривается пространство Лоренца периодических функций мно-
гих переменных. Доказаны неравенства разных метрик для тригонометрических
полиномов с номерами гармоник из ступенчатых гиперболичских крестов в про-
странстве Лоренца.
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The talk consider the Lorentz space of periodic functions of many variables.
Inequalities of different metrics for trigonometric polynomials with harmonic numbers
from step hyperbolic crosses in Lorentz space are proved.
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Введение

Пусть Rm — m-мерное евклидово пространство точек x̄ = (x1, . . . , xm) с
вещественными координатами; Im = {x̄ ∈ Rm; 0 ≤ xj ≤ 1; j = 1, . . . ,m}
— m-мерный куб, Tm = [0, 2π]m.

Через Lp,τ(Tm) обозначим пространство Лоренца всех измеримых по
Лебегу функций f(x̄), которые имеют 2π- период по каждой переменной
и для которых величина

‖f‖p,τ =
{
τ

p

ˆ 1

0

(
f ∗(t)

)τ
t
τ
p−1dt

} 1
τ

конечна, где f ∗(y) – невозрастающая перестановка функции |f(2πx̄)|,
x̄ ∈ Im , 0 < p <∞, 0 < τ <∞ (см. [1], с. 216).

1Работа выполнена при финансовой поддержке Программы повышения конкурентоспособности
Уральского федерального университета, постановления № 211 Правительства Российской Федера-
ции, контракт № 02.A03.21.0006.
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В случае 1 6 τ = p < ∞ пространство Лоренца Lp,τ(Tm) совпада-
ет с пространством Лебега Lp(Tm) с нормой ‖f‖p = ‖f‖p,p. В дальней-
шем ‖f‖∞ = max

x̄∈Tm
|f(x̄)| – норма в пространстве непрерывных функций

C(Tm).
Для данного вектора γ̄ = (γ1, ..., γm) ,γ1 = ... = γν < γν+1 6 ... 6 γm

рассмотрим множество Q(γ̄)
n = ∪〈s̄,γ̄〉<n

ρ(s̄) — ступенчатый гиперболиче-
ский крест.

Рассмотрим тригонометрический полином по ступенчатому гипербо-
лическому кресту (см. [2])

Tn,γ̄(x̄) =
∑

k̄∈Q(γ̄)
n

bk̄e
i〈k̄,x̄〉,

где 〈ȳ, x̄〉 =
m∑
j=1

yjxj.

Для кратного тригонометрического полинома

Tn(x) =

n1∑

k1=−n1

. . .

nm∑

km=−nm

ake
i〈k,x〉,

C. М. Никольский [3] доказал следующее неравенство

‖Tn̄‖q 6 2m
m∏

j=1

n
1/p−1/q
j ‖Tn̄‖p, 1 6 p < q 6∞.

В данное время имеются различные обобщения этого неравенства
Джексона–Никольского и тесно связанного с ним неравенства Бернштей-
на для полиномов об оценке нормы производной полинома через норму
заданного пространства (см. например [4]– [8] и библиографии в них).
Одним из обобщений является распространение неравенства Джексона —
Никольского на пространства Лоренца [6]– [8]. Для тригонометрического
полинома одной переменной Tn в пространстве Лоренца Л. А. Шерстне-
ва [6] доказала точное по порядку неравенство

‖Tn‖p,τ2 6 C(log(n+ 1))1/τ2−1/τ1‖Tn‖p,τ1,

для 0 < τ2 < τ1 <∞, 1 < p <∞. В [8] доказан следующий многомерный
вариант этого неравенства

‖Tn̄‖p,τ2 6 C
(
log

m∏

j=1

(nj + 1)
)1/τ2−1/τ1

‖Tn̄‖p,τ1
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при 1 < τ2 < τ1 < ∞, 1 < p < ∞. Точность этого неравенства доказано
в [9].

В 2018 году во время доклада автора на школе-конференции
С. Б. Стечкина (г. Кыштым, Россия) профессор Арестов В.В. задал во-
прос: какой вид будет иметь это неравенство для полиномов с номерами
гармоник в множествах отличных от m– мерных параллелепипедов?

В докладе дается ответ на этот вопрос для тригонометрических по-
линомов по ступенчатым гиперболическим крестам.

Неравенство разных метрик в пространстве Лебега для тригономет-
рических полиномов с номерами гармоник из гиперболичских крестов
доказаны в [2]. В частности, для тригонометрических полиномов по сту-
пенчатым гиперболическим крестам из теоремы 2.3 [2] следует, что

sup
Tn,γ 6=0

‖Tn,γ‖q
‖Tn,γ‖p

≍ 2n(1/p−1/q) (1)

при 1 6 p < q <∞. В случае 0 < p < 1 доказано в [7].
Здесь и в дальнейшем запись An ≍ Bn означает, что существуют

положительные числа C1, C2 независящие от n ∈ N такие, что C1An 6
Bn ≤ C2An.

Известно , что для пространств Лоренца справедливы включения
Lq,τ2(Tm) ⊂ Lp,τ1(Tm) в случае 1 < p < q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞ и
Lp,τ2(Tm) ⊂ Lp,τ1(Tm) если 1 < τ2 < τ1 <∞ (см. [1], с. 217).

Доказаны неравенства разных метрик в пространстве Лоренца для
полиномов Tn,γ при различных соотношениях между параметрами
p, q, τ1, τ2.

Основные результаты

Теорема 1. Пусть 1 < p <∞, 1 < τ <∞. Тогда выполняется соотно-
шение

sup
Tn,γ̄ 6=0

‖Tn,γ̄‖∞
‖Tn,γ̄‖p,τ

≍ 2
n
pn(m−1)(1−

1
τ ).

Теорема 2. Пусть 1 < p < q < ∞, 1 < τ2 < τ1. Если 2 < τ1 < ∞,
то выполняется соотношение

sup
Tn,γ̄ 6=0

‖Tn,γ̄‖q,τ2
‖Tn,γ̄‖p,τ1

≍ 2n(
1
p− 1

q )n(m−1)(
1
τ2
− 1

τ1
).

Если τ1 6 2, то выполняются неравенства

C12
n( 1p− 1

q )n(m−1)(
1
τ2
− 1

τ1
)
6 sup

Tn,γ̄ 6=0

‖Tn,γ̄‖q,τ2
‖Tn,γ̄‖p,τ1

6 C22
n( 1p− 1

q )n(m−1)(
1
τ2
− 1

2 ).

21



Теорема 3. Если 1 < p < q 6 2, 1 < τ1 6 τ2 6 2 или 1 < p 6 2 <
q <∞, 1 < τ1 6 2 < τ2 <∞ или 2 < p < q <∞, 2 < τ1 6 τ2 <∞, то

sup
Tn,γ̄ 6=0

‖Tn,γ̄‖q,τ2
‖Tn,γ̄‖p,τ1

≍ 2n(
1
p− 1

q ).

Теорема 4. Пусть 1 < p <∞, 1 < τ2 < τ1. Если 2 < τ1 <∞, то

sup
Tn,γ̄ 6=0

‖Tn,γ̄‖p,τ2
‖Tn,γ̄‖p,τ1

≍ n(m−1)(
1
τ2
− 1

τ1
).

Если τ1 6 2, то выполняются неравенства

C2n
(m−1)( 1

τ2
− 1

τ1
)
6 sup

Tn,γ̄ 6=0

‖Tn,γ̄‖p,τ2
‖Tn,γ̄‖p,τ1

6 C1n
(m−1)( 1

τ2
− 1

2 ).

Отметим, что при τ1 = p и τ2 = q из теоремы 3 следует (1).
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