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Обозначим Pn множество всех многочленов степени, не превосходя-
щей n ∈ N.

В 1887 Д.И. Менделеев [1, § 86] поставил следующую проблему: для
многочлена f, deg f = 2, удовлетворяющего условию |f(x)| ≤ M для
x ∈ [a; b], оценить |f ′(x)| для x ∈ [a; b]. В книге В.И. Смирнова и Н.А. Ле-
бедева [2, c. 340] эта проблема сформулирована в более общем виде и
названа проблемой Менделеева: пусть B ⊂ C — компакт, f(z) —
многочлен, deg f = n ≥ 1, удовлетворяющий условию |f(z)| ≤ M для
z ∈ B. Дать наилучшую оценку |f ′(z)| для z ∈ B.

Для вещественных многочленов и компакта B = [a; b] проблему Мен-
делеева решил А.А. Марков.

Теорема A [3]. Пусть f ∈ Pn и |f(x)| ≤M для x ∈ [a; b]. Тогда

|f ′(x)| ≤ 2n2M

b− a
.

Равенство достигается только для функций

f(x) = ±MTn

(
2x− a− b

b− a

)
,

где Tn = cos(n arccos x) — многочлены Чебышева.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №17-11-01229).
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В.А. Марков в 1892 получил аналогичный результат для производной
k-го порядка вещественных многочленов, 1 ≤ k ≤ n.

Обозначим D единичный круг {z ∈ C : |z| < 1}. В.И. Смирнов ре-
шил проблему Менделеева для комплексных многочленов и компакта
B = ∂D.

Теорема B [4]. Пусть f ∈ Pn и |f(z)| ≤M на ∂D. Тогда на ∂D

|f ′(z)| ≤Mn.

Равенство достигается только для функции f(z) = eiγzn, γ ∈ R.
Теорему B можно переформулировать следующим образом:
Теорема B′. Пусть f ∈ Pn и |f(z)| ≤ |Mzn| на ∂D. Тогда

|f ′(z)| ≤ |(Mzn)′| на ∂D.

Равенство достигается только для функции f(z) = eiγzn, γ ∈ R.
С.Н. Бернштейн обобщил Теорему B′, заменив многочленMzn на про-

извольный многочлен F, degF = n. А именно, он получил следующий
результат:

Теорема C [5]. Пусть f и F — многочлены, удовлетворяющие усло-
виям

(∗)





1) deg f ≤ degF = n,

2) нули многочлена F лежат в D,
3) |f(z)| ≤ |F (z)| на ∂D.

Тогда
|f ′(z)| ≤ |F ′(z)| для z ∈ C \ D.

Для z ∈ C \ D равенство реализуется тогда и только тогда, когда
f = eiγF, γ ∈ R.

Теорема C показывает, что при выполнении условий (∗) оператор
дифференцирования сохраняет неравенства между многочленами: если
на ∂D имеет место неравенство |f(z)| ≤ |F (z)| для самих многочленов f
и F, то на ∂D аналогичное неравенство верно и для их производных.

Еще одним оператором такого типа является оператор В. И. Смирно-
ва Sα[f ] = zf ′(z) − nαf(z), где α принадлежит множеству Ω|z|−образу

круга {t ∈ C : |t| < |z|} под действием функции ψ(t) =
t

1 + t
.

Теорема D [2, гл.V, § 1, с. 356]. Пусть f и F — многочлены,
удовлетворяющие условиям (∗). Тогда для z ∈ C \ D

|Sα[f ](z)| ≤ |Sα[F ](z)| (1)
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для всех α ∈ Ω|z|.
Для α ∈ Ω|z| в (1) реализуется равенство в точке z ∈ C \D тогда и

только тогда, когда f = eiγF, γ ∈ R.
Дальнейшим исследованиям операторов, сохраняющих неравенства

между многочленами, посвящено большое количество работ, см., напри-
мер, работы [6] – [10] и их библиографию.

Для многочлена g(z) и r > 0 обозначим M(r, g) = max
|z|=r

|g(z)|.
С помощью неравенства В.И. Смирнова (1) для f ∈ Pn мы получили

точные оценки для |f (k)(z)|, 1 ≤ k ≤ n, в терминах |f(z)| и M(r, f).
Теорема 1 [10]. Пусть f ∈ Pn, r > 0 и 1 ≤ k ≤ n. Тогда для |z| ≥ r

|f (k)(z)| ≤ n!

(n− k)!(r + |z|)k ·
[
|f(z)|+M(r, f)

|z|n−k
rn−k

(( |z|
r

+ 1

)k

− |z|
k

rk

)]
.

Равенство достигается для f(z) = zn.
Следствие 1 [10]. Для f ∈ Pn, r > 0 и 1 ≤ k ≤ n

|f (k)(z)| ≤ n!

(n− k)!2krk
[
|f(z)|+M(r, f)(2k − 1)

]
, |z| = r.

Равенство достигается для f(z) = zn.
Замечание. В частном случае r = 1 Следствие 1 улучшает следу-

ющее неравенство Бернштейна [11, с. 169]: для f ∈ Pn и 1 ≤ k ≤ n

|f (k)(z)| ≤ n!

(n− k)!
M(1, f), |z| = 1.
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