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В работе получены неравенства разных метрик типа Джексона–Никольского для
наипростейших дробей (логарифмических производных многочленов) и их про-
изводных на произвольных областях комплексной плоскости. Также получены
новые неравенства разных метрик для таких функций на сегментах действи-
тельной оси.
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We obtain the Jackson–Nikolskii type inequalities between different metrics for
simplest fractions (i.e., for the logarithmic derivatives of polynomials) and their
derivatives on an arbitrary domains of the complex plane. We also obtain some new
inequalities between different metrics for such functions on a segments of the real axis.
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Введение

Наипростейшей дробью (НД) порядка n, n = 1, 2, . . . , называется раци-
ональная функция вида

ρn(z) =
n∑

k=1

1

z − zk
, z, zk ∈ C,

т.е. логарифмическая производная многочлена с нулями к точках zk. За-
дача построения неравенств разных метрик, хорошо известная для слу-
чая полиномов по классическим работам Д. Джексона, С. М. Никольско-
го и других авторов, в последнее время активно исследуется для случая
рациональных функций и, в том числе, для НД и их производных (см.
статьи [1–5] и библиографию в них). Большинство полученных резуль-
татов такого рода для НД относится к случаю окружностей и прямых и
их сегментов. При этом, в отличие от случая многочленов, оценки для

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-31-00312 мол а).
1The work is done with the financial support of RFBR (project № 18-31-00312 mol a).
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НД как правило нелинейны относительно сравниваемых норм, могут не
зависеть от длины сегмента либо от порядка НД и иметь другие особен-
ности [1,2]. Некоторые авторы получали оценки Lp-норм НД посредством
специальных сумм, явно зависящих от полюсов НД (см., например, [3,4]).

В данной работе мы впервые исследуем неравенства разных метрик
для НД и их производных на произвольных областях E комплексной
плоскости, а также получим новые неравенства в случае сегментов дей-
ствительной оси. Основной метод состоит в применении известных оце-
нок сверху [6–8] меры пересечения множества E с множеством тех точек,
в которых модуль |ρn(z)| больше заданного числа δ > 0.

1. Основные результаты

Далее для произвольной НД ρn полагаем

‖ρn‖ := ‖ρn‖L∞[−1,1], ‖ρn‖p := ‖ρn‖Lp(R) (1 < p ≤ ∞).

2. Неравенства разных метрик на отрезке

С помощью результатов работы [7] получается следующая

Теорема 1. Пусть все полюсы z1, . . . , zn НД ρn принадлежат верх-
нему единичному полукругу D+ = {z : |z| ≤ 1, Im z ≥ 0}. Тогда при
0 < q < p ≤ ∞ и n ≥ 35e‖ρn‖

‖ρn‖Lp[−1,1] ≤ ‖ρn‖Lq[−1,1]

(
q + 1

2

) 1
q− 1

p

. (1)

Отметим, что до настоящего времени для отрезка была известна лишь
следующая точная по порядку оценка [1, теорема 4]: если НД ρn веще-
ственнозначна, то при r > 0 и достаточно больших n

‖ρn‖ ≤ 2 · 321/r · n2/r‖ρn‖Lr[−1,1].

В отличие от этой, оценка (1) (очевидно, также точная по порядку) со-
держит множитель, не зависящий от n.

3. Неравенства разных метрик в областях

С помощью результатов работы [6], восходящих к методу покрытий А.
Картана, получается следующая
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Теорема 2. Для любой ограниченной либо неограниченной области
E ⊂ C и любой НД ρn(z) при p > 2

‖ρn‖pLp(E) ≤ 16πn2
p

p− 2
‖ρn‖p−2L∞(E). (2)

Оценка точна по порядку величины n, что показывает
Пример 1. Пусть ρ(z) = n/z, E = C\{|z| ≤ ε} (ε > 0). Тогда

‖ρ‖pLp(E) =
2πnp

(p− 2)εp−2
=

2πn2

p− 2

(n
ε

)p−2
=

2πn2

p− 2
‖ρ‖p−2L∞(E).

Аналогично, при помощи оценок [6], но уже для произвольного p > 1,
получается обобщение теоремы 2 на производные ρ(s)n (z) любого порядка.

Теорема 3. Для любой ограниченной либо неограниченной области
E ⊂ C, любой НД ρn(z), p > r := 2/(s+ 1) и s = 1, 2, . . .

‖ρ(s)n ‖pLp(E) ≤
4πp

p− r
(s!As,n)

r · ‖ρ(s)n ‖p−rL∞(E), (3)

где r ≤ 1, A1,n = n ln(en), As,n =
(
(s+ 1)n(s+1)/2 − 2n

)
/(s− 1) (s ≥ 2).

Отметим, что при s = 1 множитель в (3) равен 4πn ln(en)p/(p− 1), а
при s ≥ 2 он оценивается сверху величиной A(p, s)n.

4. Неравенства разных метрик на сегментах оси R
Константу в (3) удаётся уточнить в случае оценок на сегментах прямой.

Теорема 4. Для любого ограниченного либо неограниченного сегмен-
та E ⊆ R, любой НД ρn(z), p > r := 1/(s+ 1) и s = 1, 2, . . .

‖ρ(s)n ‖pLp(E) ≤
4p

p− r
(s!Bs,n)

r · ‖ρ(s)n ‖p−rL∞(E), (4)

где r < 1, Bs,n =
(
(s+ 1)ns+1 − n

)
/s < (rs)−1n1/r.

Далее, с помощью весьма простого технического приёма мы заметно
уточняем константу в теореме 4.5 из [5] (неравенство разных метрик для
НД на всей прямой R). А именно, верна

Теорема 5. Для любой НД ρn(z) и любых 1 < q < p ≤ ∞

‖ρn‖p ≤ 21−q
′/p′

(
mq

π

)q′( 1q− 1
p )

(1 + hq)
q′(p−q)/p‖ρn‖q

′/p′

q ,
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где mq — натуральное число из промежутка [q/2, q/2 + 1),

1

p
+

1

p′
= 1 =

1

q
+

1

q′
, hq =

{
tan(π/2q), 1 < q ≤ 2,

cot(π/2q), 2 ≤ q <∞.

При любом конечном p эта оценка точнее результата [5], где величина
1 + hq ≥ 2 возводится в степень q′(p− 1)/p, большую, чем q′(p− q)/p.

В заключение скажем, что известные оценки меры множества тех
x ∈ R, где |ρn(x)| > δ (δ > 0), обобщаются на случай сумм вида

fn(z) =
n∑

k=1

pk
z − zk

, zk, pk ∈ C (5)

(некоторые обобщения см., например, в [8, Sec. 7.2]). Отсюда получается

Теорема 6. Для любых комплексных zk и pk = αk + iβk, любого
ограниченного либо неограниченного сегмента E ⊆ R и любого p > 1

‖fn‖pLp(E) ≤ 16ν(fn)
p

p− 1
‖fn‖p−1L∞(E), ν(fn) :=

∑
|αk|+

∑
|βk|.

Оценку нельзя значительно улучшить, что показывает
Пример 2. Для fn(z) = ρ(z) = n/z и E = E0 = [ε,+∞) (ε > 0)

‖ρ‖pLp(E0)
=
npε1−p

p− 1
=
n(n/ε)p−1

p− 1
=
ν(ρ)‖ρ‖p−1L∞(E0)

p− 1
.

Теоремы 2 и 3 (соответственно, теоремы 4 и 6) остаются в силе для
произвольного множества E ⊂ C (E ⊂ R), локально измеримого по
плоской (линейной) мере Лебега.
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