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1. Простой дробью назовем рациональную функцию комплексного
переменного σ(z), имеющую конечное число простых полюсов и равную
нулю на бесконечности:

σ(z) =
n∑

k=1

ρk
z − zk

, ρk ∈ C, n ∈ N. (1)

В частности, при натуральных ρk получаются так называемые наипро-
стейшие дроби (НД). Интерес к оценкам Lp-норм дробей (1) возник в
связи с задачами о сходимости рядов НД. Известны оценки Lp-норм НД
через их Lr-нормы (т.е. неравенства разных метрик). Такие оценки на
ограниченных и неограниченных вещественных промежутках и при раз-
личных p и r получены, например, в работах [1], [2]. Так, в [2] показано,
что при 1 < r < p ≤ ∞ для НД имеем

‖σ‖qLp(R) ≤ A(p, r) ‖σ‖sLr(R) , где p−1 + q−1 = 1, r−1 + s−1 = 1,

где A > 0 и зависит только от указанных аргументов. Кроме того, в
задачах о сходимости бесконечных НД применяются оценки Lp-норм,
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зависящие от полюсов zk явно (см., например, [3], [4]). В настоящей за-
метке приведен один простой способ получения такого рода оценок для
простых дробей.

2. Случай прямой. Докажем следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть простая дробь (1) отображает C− в C+ (в этом

случае все полюсы zk лежат в открытой полуплоскости C+). Тогда при
1 < p < 3 имеем: 2π κ1 ≤ ‖σ‖pp ≤ 2π c κ1, где

κ1 := Im

(
e−i

π(p−2)
2

n∑

k=1

ρkσ
p−1(zk)

)
, c := cosec

π(3− p)

2
,

и суммируются значения однозначной в нижней комплексной полу-
плоскости C− аналитической ветви

σp−1(z) = |σ(z)|p−1eiϕ(p−1), ϕ = arg σ(z) ∈ (0, π), z ∈ C−.

Для НД аналогичный результат получен в [5].
Доказательство. При z ∈ C− и ε ∈ (0, 1) выделяется однозначная

регулярная ветвь

σε(z) = |σ(z)|εeiϕε, где 0 < ϕ = arg σ(z) < π.

Функция w(z) = eiπ(1−ε)/2̺ε(z) отображает нижнюю полуплоскость в
угол π(1− ε)/2 < argw < π(1 + ε)/2. Поэтому при z ∈ C− имеем

Imw(z) ≤ |w(z)| = |σ(z)|ε ≤ c Imw(z), c := cosec
π(1− ε)

2
. (2)

Пусть p = 2m+ ε, m ∈ N, ε ∈ (0, 1). Учитывая (2), по теореме о вычетах
находим оценку:

‖σ‖pp =
ˆ

R

|σ(x)|2m |σ(z)|ε dx ≤ c Im


eiπ 1−ε

2

ˆ

R

|σ(x)|2mσε(x) dx


 =

= c Im


eiπ 1−ε

2

ˆ

R

σm+ε(x)σm(x) dx


 =

= 2π c Im

(
e−i

πε
2

n∑

k=1

Resz=zk σ
m+ε(z)σm(z)

)
.

Из первого равенства в (2) получается неравенство, противоположное
этому неравенству при c = 1. В случае p = 2m−ε, m ∈ N, ε ∈ (0, 1) полу-
чаются аналогичные оценки однозначной ветви w(z) = e−iπ(1−ε)/2σ−ε(z)
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с заменой в (2) Im на (−Im), а из них — оценки ‖σ‖pp. Утверждение тео-
ремы 1 получается в частном случае 1 < p < 3, m = 1 (т.е. при p = 2±ε).

2. Случай окружности. Предположим, что все полюсы простой
дроби (1) лежат в единичном круге и ρk > 0. Легко проверяется, что
Re (ξσ(ξ)) > 0 при всех ξ с |ξ| > 1. Значит, при ε ∈ (−1, 1) и |ξ| ≥ 1 мож-
но выделить регулярную однозначную ветвь(ξσ(ξ))ε, значения которой
лежат в угле (−επ/2, επ/2). Следовательно, для этой ветви имеем

Re (ξσ(ξ))ε ≤ |ξσ(ξ)|ε ≤ cRe (ξσ(ξ))ε , (3)

где c = cos−1(επ/2). Отсюда при p = 2 + ε имеем

‖σ‖pp =
ˆ

|ξ|=1

|σ(ξ)|2|σ(ξ)|ε|dξ| ≤ cRe

ˆ

|ξ|=1

|σ(ξ)|2 (ξσ(ξ))ε |dξ| =

= cRe

ˆ

|ξ|=1

σ(ξ) (ξσ(ξ))ε σ(ξ)|dξ| =

= cRe

ˆ

|ξ|=1

(ξσ(ξ))1+ε

ξ

(
n∑

k=1

ρkξ

1− ξzk

)
dξ

iξ
=

= c Im

ˆ

|ξ|=1

(ξσ(ξ))1+ε

ξ

(
n∑

k=1

ρk
1− ξzk

)
dξ.

Из первого неравенства в (4) аналогично получается оценка ‖σ‖pp снизу.
Вычислением последнего интеграла по теореме о вычетах получается

Теорема 2. Пусть полюсы дроби (1) лежат в единичном круге и
ρk > 0. Тогда при 1 < p < 3 имеем: 2πκ2 ≤ ‖σ‖pp ≤ 2πc κ2, где

κ2 := Re

(
n∑

k=1

ρk

(
1

zk
σ

(
1

zk

))p−1)
, c := sec

(
(p− 2)π

2

)
.
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