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Бомбиери предложил описать строение множества значений начальных коэффи-
циентов нормированных конформных отображений круга в окрестности угловой
точки, соответствующей функции Кебе. Задача Бомбиери переносится на класс
ограниченных нормированных конформных отображений круга, где роль функ-
ции Кебе передается функции Пика. Вычислено число Бомбиери для пары двух
нетривиальных начальных коэффициентов.
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Bombieri proposed to describe the structure of the sets of values of the initial
coefficients of normalized conformalmappings of the disk in a neighborhood of the
corner point corresponding to the Koebe function. The Bombieri problem is studied
for the class of bounded normalized conformal mappings of the disk, where the role
of the Koebe function is played by the Pick function. The Bombieri number for a pair
of two nontrivial initial coefficients are calculated.
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Введение

Одним из главных объектов исследования в геометрической теории
функций комплексного переменного служит класс S, состоящий из всех
голоморфных и однолистных в единичном круге D = {z : |z| < 1} функ-
ций f , нормированных разложением

f(z) = z +
∞∑

n=2

anz
n.

Подкласс S(M) ⊂ S, M > 1, ограниченных функций f ∈ S, удовле-
творяющих неравенству |f(z)| < M в D, обладает даже более сложной
структурой по сравнению с классом S(∞) = S. Традиционно функция
Кебе

K(z) =
z

(1− z)2
=

∞∑

n=1

nzn ∈ S
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оказывается экстремальной во многих задачах на классе S. Аналогом
функции Кебе для класса S(M) считается функция Пика

PM(z) =MK−1
(
K(z)

M

)
= z +

∞∑

n=2

pn(M)zn, z ∈ D.

Бомбиери в [1] привел доказательство локальной гипотезы Бибербаха
о точной оценке |an| ≤ n, n ≥ 2, в классе S и поставил там же задачу о
нахождении чисел

σmn := lim inf
am→m

n− Re an
m− Re am

= lim inf
S∋f→K

n− Re an
m− Re am

, m, n ≥ 2, (1)

где f стремится к K локально равномерно внутри D. Он предположил,
что σmn = Bmn с

Bmn := min
θ∈[0,2π]

n sin θ − sin(nθ)

m sin θ − sin(mθ)
,

и доказал, что σmn ≤ Bmn при m = 3 и нечетных n. Бшути и Хенгарт-
нер в [2] показали, что гипотеза Бомбиери справедлива для класса SR
функций f ∈ S с вещественными коэффициентами an, n ≥ 2.

В целом классе S Грайнер и Рот в [3] опровергли гипотезу Бомбиери
в случае n = 2 и m = 3. Они нашли точное значение числа σ32

σ32 =
e− 1

4e
<

1

4
= B32.

Недавние работы [4, 5] свидетельствуют о новом интересе к различным
аспектам гипотезы Бомбиери.

Формулы, теоремы

Задача о вычислении чисел Бомбиери σmn, заданных формулой (1), сво-
дится к определению линейных функционалов на классе S, локальный
экстремум которых дается функцией Кебе K, см., например, [3]. А имен-
но,

σmn = − inf{µ ∈ R},
где нижняя грань берется по всем µ, для которых локальный максимум
линейного функционала

Re(an + µam)

в классе S доставляется функцией K. Числа Бомбиери характеризу-
ют предельные положения опорных гиперплоскостей, проходящих через
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критическую угловую точку граничной поверхности тела начальных ко-
эффициентов, доставляемую функцией Кебе. При переходе от класса S
к классу S(M) роль угловой точки берет на себя точка, соответствую-
щая функции Пика PM . Строение границы множества тела начальных
коэффициентов, в окрестности этой точки, тоже будет характеризовать-
ся числами σmn(M), которые вместо формулы (1) могут корректно за-
даваться с помощью линейных функционалов с функцией Пика PM в
качестве локально экстремальной функции.

Справедлива следующая теорема, подробное доказательство которой
приведено в работе [6]

Теорема 1. Справедливы равенства

σ32(M) =





M(e− 1)

4(Me− 2e+ 1)
, e ≤M ≤ ∞,

M

4(M − 1)
, 1 < M ≤ e.
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