
УДК 517.9

ОБ ОДНОМ МОДЕЛЬНОМ ПРИМЕРЕ МЕТОДА
ПОДОБНЫХ ОПЕРАТОРОВ1

Г. В. Гаркавенко, Н. Б. Ускова (Воронеж, Россия)
g.garkavenko@mail.ru, nat-uskova@mail.ru

В работе рассматривается модификация метода подобных операторов, приме-
няемая при исследовании спектральных свойств возмущенных дифференциаль-
ных операторов первого порядка. При этом существенно используется весовая
последовательность, отвечающая за скорость убывания матричных элементов
оператора-возмущения. Построен модельный пример.
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We consider the modification of the similar operator method which usually used for
the investigation perturbed differential operator first order. In this modification we
used the weight sequence which characterizes the decay of the matrix elements of
perturbation along its rows and columns. The model example is given.
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Введение

В серии работ Ф.П. Хромова и М.Ш. Бурлуцкой (см. например [1–4])
изучались дифференциальные операторы перого порядка с инволюцией,
в основном, сведением к операторам Дирака. При этом рассматривались
различные граничные условия и различные места нахождения инволю-
ции: при производной или при потенциале. Другим, альтернативным,
методом исследования спектральных свойств указанных выше операто-
ров является метод подобных операторов. Таким методом проводились
исследования в работах А. Г. Баскакова совместно с учениками [5–9].
При этом потребовалась несколько другая модификация метода подоб-
ных операторов, впервые предложенная в работе [5]. Это обусловлено
тем, что у дифференциального оператора первого порядка, выступаю-
щего в роли невозмущенного оператора, собственные значения не раз-
бегаются и нельзя ожидать автоматического выполнения условий пре-
менимости метода подобных операторов. Поэтому приходится вводить
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некоторую весовую последовательность, отвечающую за скорость убыва-
ния матричных элементов матрицы оператора-возмущения по строкам и
по столбцам и получать условия применимости метода в терминах этой
последовательности. Все результаты работ [5-9] получены с использова-
нием этой последовательности, но соответствующей общей модификации
метода подобных операторов в этих работах не было. Такая модифика-
ция была, наконец, разработана в недавно вышедшей работе [10]. И те-
перь встал вопрос о простом и понятном примере, иллюстрирующем эту
общую модификацию, причем таком, для которого весовая последова-
тельность легко считается. Заметим, что в [5–9] конкретного вида этой
последовательности выписано не было. Мы предлагаем именно такой мо-
дельный пример, который позволяет легко и понятно проиллюстриро-
вать указанную модификацию метода подобных операторов. При этом
оказалось, что предложенный ниже пример интересен еще и тем, что он
позволяет построить и проиллюстрировать четыре допустимых тройки
(см. [10, definition 3.1], [5, определение 2]) метода подобных операторов,
что является редкостью.

Основные результаты

Введем в рассмотрение трехдиагональную бесконечную матрицу A вида
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Здесь a ∈ C, a 6= 0 – постоянная и β1, β2 некоторые константы.
Матрица A определяет в пространстве l2 = l2(Z) линейный оператор

A : D(A) ⊂ l2 → l2, действующий по формуле

(Ax)(n) = anx(n) +
β1
n
x(n− 1) +

β2
n+ 1

x(n+ 1), n 6= 0, n 6= −1,

(Ax)(0) = β2x(1), (Ax)(−1) = −ax(−1)− β1x(−2),
с областью определения D(A) = {x ∈ l2 :

∑
n∈Z
|nx(n)|2 <∞}.
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Представим оператор A в виде A = A0−B, где A0 : D(A0) = D(A) ⊂
l2 → l2, (A0x)(n) = anx(n) и B = A0 − A.

Введем, используемые далее, операторные пространства. Символом
End ℓ2 обозначена банахова алгебра всех линейных ограниченных опе-
раторов в ℓ2 с нормой ‖X‖∞ = sup

‖x‖≤1
‖Xx‖, X ∈ End ℓ2, x ∈ ℓ2. Через

S2(ℓ2) обозначен двусторонний идеал операторов Гильберта-Шмидта.
S2(ℓ2) ⊂ End ℓ2 с нормой ‖X‖2. Все операторы из End ℓ2 также будут
считаться заданными своими матрицами относительно стандартного ба-
зиса пространства ℓ2. Для оператораX ∈ End ℓ2, X = (xij), введем в рас-
смотрение последовательность dX : Z → R, положив dX(n) = sup

i−j=n
|xij|.

Оператор X из End ℓ2 отнесем к пространству End1 ℓ2 операторов, име-
ющих матрицы с суммируемыми диагоналями, если конечна величи-
на dX =

∑
i∈Z

dX(i). В пространстве End1 ℓ2 зададим норму, положив

‖X‖1 = dX , X ∈ End1 ℓ2 ⊂ End ℓ2.
Пусть Pi = P ({ai}, A0), i ∈ Z и P(k) =

∑
|i|≤k

Pi, k ∈ Z+. Отметим, что

B ∈ Endℓ2, B ∈ End1ℓ2 и B ∈ S2(ℓ2). Имеет место следующая

Теорема 1. Пусть выполнено одно из условий:
1)
√
3π

√
β2
1 + β2

2 < a; 2) 3(|β1|+ |β2|) < a; 3) 3‖B‖∞ < a.
Тогда оператор A подобен оператору A0 −

∑
i∈Z

PiX∗Pi, имеющемму

диагональную матрицу. Оператор X∗ есть решение нелинейного опера-
торного уравнения метода подобных операторов и это решение можно
найти методом итераций, полагая X∗(0) = 0, X∗(1) = B и т. д.

Отметим, что уравнение при выполнении условия 1) рассматривается
в S2(ℓ2) и X∗ ∈ S2(ℓ2), при выполнении условий 2) и 3) — в End1ℓ2,
X ∈ End1ℓ2 и Endℓ2, X ∈ Endℓ2 соответственно.

При исследовании дифференциальных операторов первого порядка
с инволюцией и оператора Дирака используется другое операторное
пространство. Чтобы его описать для каждого ненулевого оператора
X ∈ S2(ℓ2) введем двустороннюю последовательность

αn(X) = ‖X‖−12 max{(
∑

|k|≥n
‖XPk‖22)1/4, (

∑

|k|≥n
‖PkX‖22)1/4}, n ∈ Z.

Такая последовательность характеризует скорость убывания элементов
матрицы оператора X по строкам и столбцам.

Рассмотрим оператор f(A) =
∑
n∈Z

αn(B)Pn ∈ Endℓ2. Введем прос-

транство MB ⊂ S2(ℓ2) операторов, допускающих представление X =
Xlf(A), X = f(A)Xr, с нормой ‖X‖∗ = max{‖Xr‖2, ‖Xl‖2}. Очевидно,
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что B ∈ MB и α0(B) = 1. Таким образом, операторы из MB ⊂ S2(ℓ2)
наследуют скорость убывания матричных элементов возмущения B.

Теорема 2. Существует такое k ≥ 0, что оператор A подобен
блочно-диагональному оператору A0−P(k)X∗P(k)−

∑
|i|>k

PiX∗Pi, где X∗ ∈

MB ⊂ S2(ℓ2) и преобразование подобия осуществляет оператор U ∈
Endℓ2, такой что U − I ∈MB ⊂ S2(ℓ2).

Например, если β1 = β2 = 1, тогда для элементов последовательности
αn(B), n ≥ 3, характеризующей скорость убывания, имеется оценка

4n4 − 6n3 + 4n2 + 1

πn2(n− 1)2(n+ 1)

√
3

2
≤ αn(B) ≤ 4n3 − 4n2 + 1

πn2(n− 1)2

√
3

2
.
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