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УДК 519.853

О НЕКОТОРЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ
ФУНКЦИИ РАССТОЯНИЯ В НЕСИММЕТРИЧНОМ

ПРОСТРАНСТВЕ
В. В. Абрамова, С. И. Дудов , А. В. Жаркова

(Саратов, Россия)
veronika0322@rambler.ru, dudovsi@info.sgu.ru, ZharkovaAV@gmail.com

Рассматривается функция расстояния, заданная функцией Минковского (калиб-
ром выпуклого телесного компакта) от точки до замкнутого множества конеч-
номерного пространства. Известно, что в случае выпуклости множества данная
функция является выпуклой. Получена формула субдифференциала этой функ-
ции расстояния. В отличие от полученной ранее Б.Н.Пшеничным, она выражена
через другие характеристики объектов, задающих расстояние. Приводятся при-
меры применения полученной формулы.

Ключевые слова: функция расстояния, функция Минковского, субдифференци-
ал, конус возможных направлений.

ON SOME DIFFERENTIAL PROPERTIES OF DISTANCE
FUNCTION IN ASYMMETRIC SPACE

V. V. Abramova, S. I. Dudov, A. V. Zharkova
(Saratov, Russia)

veronika0322@rambler.ru, dudovsi@info.sgu.ru, ZharkovaAV@gmail.com
We consider the distance function given by the Minkowsky function(the gage of a
certain convex solid set) from point to a closed set of a finite-dimensional space.
It is known that if the set is convex, this function is convex. The formula for the
subdifferential of this distance function is obtained. In contrast to that obtained earlier
by B.N. Pshenichny, it is expressed through other characteristics of objects which
specifies the distance function. Examples of the use of the obtained formula are given.

Keywords: distance function, Minkowsky function, subdifferential, cone of feasible
directions.

Введение

Пространства с несимметричной нормой и некоторые задачи наилучше-
го приближения исследовались, например, в [1–7]. Роль нормы в таких
пространствах играет функция Минковского (далее будем иметь в виду
конечномерный случай):

k(x) = inf{α ≥ 0 : x ∈ αM}, (1)
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где M — телесное компактное выпуклое множество из Rp и 0p ∈ intM.
При постановке и исследовании задач по приближению и оценкам

сложных множеств множествами простой структуры важную роль иг-
рает функция

ρ(x,Ω) = min
y∈Ω

k(x− y), (2)

где Ω – некоторое замкнутое множество из Rp. Таким образом, функ-
ция ρ(·,Ω) задается функцией Минковского (1) (калибром множества M
([8])) и выражает расстояние от точки x до множества Ω в этой несим-
метричной норме.

Ниже приводятся некоторые результаты исследования дифференци-
альных свойств функции расстояния (2) (далее ФР). Далее будут ис-
пользованы следующие обозначения:

A, intA, coA,K(A), A0 – замыкание, внутренность, выпуклая оболоч-
ка, коническая оболочка и поляра множества соответственно; γ(x,A) =
= {g ∈ Rp : ∃αg > 0, x + αg ∈ A, ∀α ∈ (0, αg)}, K(x,A) = γ(x,A) –
конус допустимых и конус возможных направлений множества в точке
x соответственно; ∂f(x)(∂̄f(x)) – субдифференциал (супердифференци-
ал) выпуклой (вогнутой) функции f(x) в точке x; ∂f(x)

∂g = lim
α↓0

α−1[f(x+

+ αg) − f(x)] – производная по направлению g ∈ Rp функции f(·) в
точке x; δ(x,Ω) – индикаторная функция множества Ω; s(v,M) = max

w∈M
< v,w > – опорная функция множества M ; < x, y > – скалярное произ-
ведение элементов x, y ∈ Rp; K+ = {w ∈ Rp :< v,w >≥ 0, ∀v ∈ K} –
конус, сопряженный к конусу K; 0p = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rp; Qρ(x,Ω) = {z ∈
Ω : k(x− z) = ρ(x,Ω)} – проекция точки x на множество Ω.

1. Субдифференциал ФР до выпуклого множества

Известно, если множество Ω является выпуклым, то ФР (2) является
выпуклой на Rp. В [9, гл. 2, §3] получена формула ее субдифференциала
в виде:

∂ρ(x,Ω) =

{
∂δ(x,Ω)

⋂
M 0, если x ∈ Ω,

∂δ(x,Ω + ρ(x,Ω)M)
⋂{v ∈ Rp : s(v,M) = 1}, если x /∈ Ω.

(3)
Ниже мы предлагаем формулу субдифференциала в другой форме,

которая использует другие характеристики объектов, задающих ФР.

Теорема 1. Если Ω – выпуклое замкнутое множество из Rp, то
функция расстояния (2), заданная функцией Минковского (1), является
выпуклой на Rp функцией. Ее субдифференциал в любой точке x ∈ Rp
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можно выразить формулой

∂ρ(x,Ω) = ∂k(x− z)
⋂
−K+(z,Ω), (4)

где z – любая точка из Qρ(x,Ω).
Отметим, что формула (4) является обобщением формулы, получен-

ной в [10] для обычной функции расстояния.
Разумеется для приложений интересны и формула Б.Н.Пшеничного

(3) и формула (4). В конкретных случаях одна из них может оказаться
более удобной для использования. Отметим так же необходимую для (4)
формулу субдифференциала функции Минковского ([9, гл. 4, § 4]):

∂k(x) =

{
{v ∈ Rp : s(v,M) ≤ 1}, если x = 0p,

{v ∈ Rp : s(v,M) = 1, < v, x >= k(x)}, если x 6= 0p.

2. Приложения формулы (4)

В зависимости от способа задания множеств M и Ω формула (4) может
быть конкретизирована.

Теорема 2. Пусть выпуклое множество Ω и выпуклый компакт М
заданы в виде

Ω = {y ∈ Rp : f(y) ≤ 0}, M = {y ∈ Rp : h(y) ≤ 0}.
Здесь f(·) и h(·) – выпуклые конечные на Rp функции, причем h(0p) < 0
и существует точка ŷ, в которой f(ŷ) < 0. Тогда справедлива формула

∂ρ(x,Ω) =





0p, если f(x) < 0,

{v ∈ Rp : s(v,M) ≤ 1}⋂K(∂f(x)), если f(x) = 0,

{v ∈ Rp : s(v,M) = 1}⋂K(∂h( x−z
K(x−z)

))
⋂
K(∂f(z)), если f(x) > 0.

Здесь z –любая точка из Qρ(x,Ω).
Формула (4) может быть использована для дифференциальной харак-

теристики ФР и в некоторых случаях, когда множество Ω не является
выпуклым.

Теорема 3. Пусть множество Ω имеет вид

Ω =
⋃

i∈I
Ωi, Ω 6= Rp, (5)

где I – конечное множество индексов, а Ωi – выпуклые замкнутые мно-
жества для всех i ∈ I. Тогда ФР всюду дифференцируема по любому
направлению, причем
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∂ρ(x,Ω)

∂g
= min

i∈I(x)
max

v∈∂ρ(x,Ωi)
< v, g > ∀g ∈ Rp,

где I(x) = {i ∈ I : ρ(x,Ω) = ρ(x,Ωi)}, ∂ρ(x,Ωi) = ∂k(x −
zi)

⋂−K+(zi,Ωi), а zi – любая точка из Qρ(x,Ωi).
Интересным для приложений является случай, когда множества Ωi в

(5) являются полупространствами.
Теорема 4. Пусть множество Ω имеет вид (5), а Ωi = {y ∈ Rp :

< Ai, y >≤ bi}, Ai ∈ Rp, Ai 6= 0p, bi ∈ R и int D 6= ∅, где D = Rp\Ω.
Тогда

1) ФР вогнута на D;
2) ее супердифференциал в точках x ∈ intD можно выразить в виде

∂ρ(x,Ω) = co
{ Ai

s(Ai,M)
: i ∈ I(x)

}
,

где I(x) = {i ∈ I : ρ(x,Ω) = ρ(x,Ωi)}.
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УДК 517.51

НЕРАВЕНСТВО РАЗНЫХ МЕТРИК
ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ

ПО ГИПЕРБОЛИЧЕСКИМ КРЕСТАМ
В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОРЕНЦА1

Г. Акишев (Нур-Султан, Казахстан; Екатеринбург, Россия)
akishev−g@mail.ru

В докладе рассматривается пространство Лоренца периодических функций мно-
гих переменных. Доказаны неравенства разных метрик для тригонометрических
полиномов с номерами гармоник из ступенчатых гиперболичских крестов в про-
странстве Лоренца.

Ключевые слова: пространство Лоренца, тригонометрический полином, гипербо-
лический крест.

THE INEQUALITY FOR TRIGONOMETRIC POLYNOMIALS
BY HYPERBOLIC CROSSES IN LORENTZ SPACE1

G. Akishev (Nur-Sultan, Kazakhstan)
akishev−g@mail.ru

The talk consider the Lorentz space of periodic functions of many variables.
Inequalities of different metrics for trigonometric polynomials with harmonic numbers
from step hyperbolic crosses in Lorentz space are proved.

Keywords: Lorentz space, trigonometric polynomial, hyperbolic cross.

Введение

Пусть Rm — m-мерное евклидово пространство точек x̄ = (x1, . . . , xm) с
вещественными координатами; Im = {x̄ ∈ Rm; 0 ≤ xj ≤ 1; j = 1, . . . ,m}
— m-мерный куб, Tm = [0, 2π]m.

Через Lp,τ(Tm) обозначим пространство Лоренца всех измеримых по
Лебегу функций f(x̄), которые имеют 2π- период по каждой переменной
и для которых величина

‖f‖p,τ =
{
τ

p

ˆ 1

0

(
f ∗(t)

)τ
t
τ
p−1dt

} 1
τ

конечна, где f ∗(y) – невозрастающая перестановка функции |f(2πx̄)|,
x̄ ∈ Im , 0 < p <∞, 0 < τ <∞ (см. [1], с. 216).

1Работа выполнена при финансовой поддержке Программы повышения конкурентоспособности
Уральского федерального университета, постановления № 211 Правительства Российской Федера-
ции, контракт № 02.A03.21.0006.

1This work was supported by the Russian Academic Excellence Project (agreement no. 02.A03.21.0006
of August 27, 2013, between the Ministry of Education and Science of the Russian Federation and Ural
Federal University
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В случае 1 6 τ = p < ∞ пространство Лоренца Lp,τ(Tm) совпада-
ет с пространством Лебега Lp(Tm) с нормой ‖f‖p = ‖f‖p,p. В дальней-
шем ‖f‖∞ = max

x̄∈Tm
|f(x̄)| – норма в пространстве непрерывных функций

C(Tm).
Для данного вектора γ̄ = (γ1, ..., γm) ,γ1 = ... = γν < γν+1 6 ... 6 γm

рассмотрим множество Q(γ̄)
n = ∪〈s̄,γ̄〉<n

ρ(s̄) — ступенчатый гиперболиче-
ский крест.

Рассмотрим тригонометрический полином по ступенчатому гипербо-
лическому кресту (см. [2])

Tn,γ̄(x̄) =
∑

k̄∈Q(γ̄)
n

bk̄e
i〈k̄,x̄〉,

где 〈ȳ, x̄〉 =
m∑
j=1

yjxj.

Для кратного тригонометрического полинома

Tn(x) =

n1∑

k1=−n1

. . .

nm∑

km=−nm

ake
i〈k,x〉,

C. М. Никольский [3] доказал следующее неравенство

‖Tn̄‖q 6 2m
m∏

j=1

n
1/p−1/q
j ‖Tn̄‖p, 1 6 p < q 6∞.

В данное время имеются различные обобщения этого неравенства
Джексона–Никольского и тесно связанного с ним неравенства Бернштей-
на для полиномов об оценке нормы производной полинома через норму
заданного пространства (см. например [4]– [8] и библиографии в них).
Одним из обобщений является распространение неравенства Джексона —
Никольского на пространства Лоренца [6]– [8]. Для тригонометрического
полинома одной переменной Tn в пространстве Лоренца Л. А. Шерстне-
ва [6] доказала точное по порядку неравенство

‖Tn‖p,τ2 6 C(log(n+ 1))1/τ2−1/τ1‖Tn‖p,τ1,

для 0 < τ2 < τ1 <∞, 1 < p <∞. В [8] доказан следующий многомерный
вариант этого неравенства

‖Tn̄‖p,τ2 6 C
(
log

m∏

j=1

(nj + 1)
)1/τ2−1/τ1

‖Tn̄‖p,τ1
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при 1 < τ2 < τ1 < ∞, 1 < p < ∞. Точность этого неравенства доказано
в [9].

В 2018 году во время доклада автора на школе-конференции
С. Б. Стечкина (г. Кыштым, Россия) профессор Арестов В.В. задал во-
прос: какой вид будет иметь это неравенство для полиномов с номерами
гармоник в множествах отличных от m– мерных параллелепипедов?

В докладе дается ответ на этот вопрос для тригонометрических по-
линомов по ступенчатым гиперболическим крестам.

Неравенство разных метрик в пространстве Лебега для тригономет-
рических полиномов с номерами гармоник из гиперболичских крестов
доказаны в [2]. В частности, для тригонометрических полиномов по сту-
пенчатым гиперболическим крестам из теоремы 2.3 [2] следует, что

sup
Tn,γ 6=0

‖Tn,γ‖q
‖Tn,γ‖p

≍ 2n(1/p−1/q) (1)

при 1 6 p < q <∞. В случае 0 < p < 1 доказано в [7].
Здесь и в дальнейшем запись An ≍ Bn означает, что существуют

положительные числа C1, C2 независящие от n ∈ N такие, что C1An 6
Bn ≤ C2An.

Известно , что для пространств Лоренца справедливы включения
Lq,τ2(Tm) ⊂ Lp,τ1(Tm) в случае 1 < p < q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞ и
Lp,τ2(Tm) ⊂ Lp,τ1(Tm) если 1 < τ2 < τ1 <∞ (см. [1], с. 217).

Доказаны неравенства разных метрик в пространстве Лоренца для
полиномов Tn,γ при различных соотношениях между параметрами
p, q, τ1, τ2.

Основные результаты

Теорема 1. Пусть 1 < p <∞, 1 < τ <∞. Тогда выполняется соотно-
шение

sup
Tn,γ̄ 6=0

‖Tn,γ̄‖∞
‖Tn,γ̄‖p,τ

≍ 2
n
pn(m−1)(1−

1
τ ).

Теорема 2. Пусть 1 < p < q < ∞, 1 < τ2 < τ1. Если 2 < τ1 < ∞,
то выполняется соотношение

sup
Tn,γ̄ 6=0

‖Tn,γ̄‖q,τ2
‖Tn,γ̄‖p,τ1

≍ 2n(
1
p− 1

q )n(m−1)(
1
τ2
− 1

τ1
).

Если τ1 6 2, то выполняются неравенства

C12
n( 1p− 1

q )n(m−1)(
1
τ2
− 1

τ1
)
6 sup

Tn,γ̄ 6=0

‖Tn,γ̄‖q,τ2
‖Tn,γ̄‖p,τ1

6 C22
n( 1p− 1

q )n(m−1)(
1
τ2
− 1

2 ).
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Теорема 3. Если 1 < p < q 6 2, 1 < τ1 6 τ2 6 2 или 1 < p 6 2 <
q <∞, 1 < τ1 6 2 < τ2 <∞ или 2 < p < q <∞, 2 < τ1 6 τ2 <∞, то

sup
Tn,γ̄ 6=0

‖Tn,γ̄‖q,τ2
‖Tn,γ̄‖p,τ1

≍ 2n(
1
p− 1

q ).

Теорема 4. Пусть 1 < p <∞, 1 < τ2 < τ1. Если 2 < τ1 <∞, то

sup
Tn,γ̄ 6=0

‖Tn,γ̄‖p,τ2
‖Tn,γ̄‖p,τ1

≍ n(m−1)(
1
τ2
− 1

τ1
).

Если τ1 6 2, то выполняются неравенства

C2n
(m−1)( 1

τ2
− 1

τ1
)
6 sup

Tn,γ̄ 6=0

‖Tn,γ̄‖p,τ2
‖Tn,γ̄‖p,τ1

6 C1n
(m−1)( 1

τ2
− 1

2 ).

Отметим, что при τ1 = p и τ2 = q из теоремы 3 следует (1).
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ЗАДАЧА СТЕЧКИНА НА КЛАССЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ
ОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ1

Р. Р. Акопян (Екатеринбург, Россия)
RRAkopyan@mephi.ru

Пусть G односвязная область в C с границей Γ – жордановой спрямляемой кри-
вой; γ1 – измеримое подмножество Γ. Изучается задача наилучшего приближе-
ния производной в точке z0 ∈ G линейными ограниченными функционалами в
L∞(γ1) на классе Q аналитических в G функций с граничными значениями на
γ0 = Γ \ γ1, ограниченными единицей. Получено полное точное решение.

Ключевые слова: наилучшее приближение неограниченных функционалов огра-
ниченными, аналитические функции.

STECHKIN’S PROBLEM IN THE CLASS OF ANALYTIC
AND BOUNDED FUNCTIONS1

R. R. Akopyan (Yekaterinburg, Russia)
RRAkopyan@mephi.ru

Let G be a simply connected domain in C with boundary Γ that is a closed rectifiable
Jordan curve; γ1 be an arbitrary measurable subset of Γ. We study the problem of the
best approximation of the derivative at a point z0 ∈ G by bounded linear functionals
in L∞(γ1) on the class Q of analytic functions with limit boundary values bounded
by 1 on γ0 = Γ \ γ1. Complete exact solution of the problem is obtained.

Keywords: best approximation of an unbounded functional by bounded functionals,
analytic functions.

В дальнейшем G – односвязная область комплексной плоскости, огра-
ниченная жордановой спрямляемой кривой Γ. Пусть γ1 – измеримое
подмножество Γ положительной меры, и γ0 – дополнение γ1 до Γ, т.е.
γ0 := Γ \ γ1. Через H(G) = H∞(G) обозначают класс Харди аналитиче-
ских и ограниченных в G функций. В H(G) выделим класс Q функций
f, удовлетворяющих неравенству ‖f‖L∞(γ0) ≤ 1. Рассмотрим функци-
онал Υ1

z0
, который ставит в соответствие граничным значениям на γ1

функции f значение её производной f ′(z0) в точке z0 области G. Пусть
L(N) есть множество линейных ограниченных функционалов на L∞(γ1),
норма которых не превосходит числа N ≥ 0. Величина

U(T ) := sup {|f ′(z0)− Tf | : f ∈ Q}

является уклонением функционала T ∈ L(N) от функционала Υ1
z0

на
классе функций Q. Соответственно, величина

E(N) := inf {U(T ) : T ∈ L(N)} (1)

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00336).
1The article is done with the financial support of RFFI (project № 18-01-00336).
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есть наилучшее приближение функционала Υ1
z0

множеством линейных
ограниченных функционалов L(N) на классе Q. Задача состоит в том,
чтобы вычислить величину E(N) и найти экстремальный функционал,
на котором в (1) достигается нижняя грань.

Задача (1) является частным случаем задачи Стечкина [4] прибли-
жения неограниченного оператора ограниченными на классе элементов
банахова пространства; этой задаче к настоящему времени посвящено
большое число исследований (см. работы [2], [3] и приведённую в них
библ.). Исследования задачи (1) начато в работе [1].

Будем обозначать w гармоническую в области G функцию перемен-
ной z, значение которой в точке равно гармонической мере γ1 относи-
тельно области G в этой точке и определяемую равенством

w(z) = w(z, γ1, G) =

ˆ

γ1

P (z, ζ) |dζ|,

в котором P (z, ζ) – плотность гармонической меры области G.
Для δ ≥ 0 зададим аналитическую в области G функцию fδ ра-

венством fδ(z) := exp (uδ(z) + ivδ(z)) , z ∈ G, где функция uδ(z) :=
ln δ w(z), z ∈ G, а vδ(z) := ln δ v(z), v – функция, гармонически сопря-
жённая в области G к функции w.

Обозначим через κ = κ(z0), ν = ν(z0) и t = t(z0), соответственно,
длину, направление и аргумент градиента гармонической меры γ1 отно-
сительно области G в точке z0, т.е. определяемые равенствами

κ = κ(z0) :=
∣∣∇w(z0)

∣∣ , ν = ν(z0) :=
∇w(z0)∣∣∇w(z0)

∣∣ , ν = (cos t, sin t).

Пусть g – функция, задающая однолистное отображение области G на
единичный круг, удовлетворяющая условиям g(z0) = 0, g′(z0) > 0.
Обозначим через η(z0) положительную величину η(z0) := 2g′(z0)/κ(z0).

На пространстве L∞(γ1) для δ ≥ 0 и z0 ∈ G, удовлетворяющих нера-
венству | ln δ| ≥ η(z0) определим функционал T 1

δ формулой

(T 1
δ f)(z) := e−it

ˆ

γ1

Jz0(ζ)
fδ(z0)

fδ(ζ)
f(ζ) |dζ|, (2)

в которой

Jz0(ζ) =
∂P

∂ν
(z, ζ) + ln δ κP (z, ζ).

Для δ ≥ 0 и z0 ∈ G, удовлетворяющих условию | ln δ| < η(z0), опре-
делим на области G функцию Fδ равенством

Fδ(z) :=
g(z)− g0
1− g(z) g0

fδ(z), g0 := −eit
κ(z0) ln δ

2g′(z0)
= −eit ln δ

η(z0)
.
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В этом случае определим функционал T δ1 равенством

T δ1 f := e−it
ˆ

γ1

Iz0(ζ)
fδ(z0)

Fδ(ζ)
f(ζ) |dζ|, (3)

где

Iz0(ζ) =
ln δ

η(z0)

∂P

∂ν
(z0, ζ) + κ(z0)

1

2

(
η(z0) +

ln2 δ

η(z0)

)
P (z0, ζ).

Теорема 1. Для величины (1) справедливы утверждения.
(I) Если N > 0 имеет вид

N = κ(z0) δ
−β |α ln δ + 1|, | ln δ| ≥ η(z0),

то для величины (1) справедливо равенство:

E(N) = κ(z0) δ
α |β ln δ − 1|.

Функционал T 1
δ , определенный формулой (2), является функционалом

наилучшего приближения.
(II) Если N > 0 имеет вид

N = κ(z0) δ
−β

[
α

2

(
η(z0) +

ln2 δ

η(z0)

)
+

ln δ

η(z0)

]
, | ln δ| < η(z0),

то для величины (1) справедливо равенство:

E(N) = κ(z0) δ
α

[
β

2

(
η(z0) +

ln2 δ

η(z0)

)
− ln δ

η(z0)

]
.

Функционалом наилучшего приближения является функционал T 1
δ ,

определенный равенством (3).
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In this paper, we consider conformable time fractional Regularized Long Wave (RLW)
equation with the form

Dα
t u+ pux + quux + rDα

t uxx = 0, t > 0, (1)

where p, q and r real parameters,Dα
t is the conformable fractional differential operator

and u = u(x, t). In this study, we obtain the exact solutions of (1) using Improved
Bernoulli Sub-Equation Function Method (IBSEFM) and give the 3D graphs acquired
from the values of the solutions.

Keywords: conformable time fractional regularized long wave equation, IBSEF
method.

Introduction

In recent years,the fractional differential equations have become a useful tool
for describing nonlinear phenomena of science and engineering models.Many
of techniques applied to nonlinear partial differential equations have been
adapted for fractional nonlinear partial differential equations to find exact
solutions. For example the functional variable method [1], the first integral
method [2], the exp-function method [3] and many others.In [4] a new
simple well behaved definition of the fractional derivative called conformable
fractional derivative is introduced. The conformable fractional derivative is
theoretically easier than fractional derivative to handle. Also the conformable
fractional derivative obeys some conventional properties that can’t be
satisfied by the existing fractional derivatives, for instance; the chain rule [5].
The conformable fractional derivative has the weakness that the fractional
derivative of any differentiable function at the point zero is equal to zero. So
that in [6-8] it is proposed a suitable fractional derivative that allows us to
escape the lack of the conformable fractional derivative.

1. Conformable Fractional Derivative

In this section, we give some basic definition, properties and theorems about
the conformable fractional derivative.

The conformable derivative of order α with respect to the independent
variable t is defined as [9]
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Da
t (y(t)) = lim

τ→0

y(t+ τt1−α)− y(t)

τ
, t > 0, α ∈ (0, 1]

for a function y = y(t) : [0,∞)→ R.

Теорема 1. Assume that the order of the derivative α ∈ (0, 1] and suppose
that u = u(t) and y = y(t) are α− differentiable for all positive t. Then,

1. Da
t (c1u+ c2y) = c1D

a
t (u) + c2D

a
t (y).

2. Da
t (t

k) = ktk−x, ∀ k ∈ R.
3. Da

t (λ) = 0, for all constant function u(t) = λ.
4. Da

t (uy) = uDa
t (y) + yDa

t (u).

5.Da
t

(
u
y

)
= yDa

t (u)−uDa
t (y)

y2

6.Da
t (u) (t) = t1−α dudt for ∀ c1, c2 ∈ R.

Conformable fractional differential operator satisfies some critical
fundamental properties like the chain rule, Taylor series expansion and
Laplace transform.

Теорема 2. Let u = u(t) be an α− conformable differentiable function and
assume that y is differentiable and defined in the range of u. Then,

Da
t (u ◦ y)(t) = t1−αy′(t)u′(y(t)).

The proofs of these theorems are given in [4] and in [7] respectively.

2. Basic Properties of The Improved Bernoulli
Sub-Equation Function Method(IBSEFM)

In this section we will give the fundamental properties of the Improved
Bernoulli sub-equation function method (IBSEFM) formed by modifying the
Bernoulli sub-equation function method [10]. We consider the following four
steps:

Step 1: Let us consider the following conformable time-fractional PDE
of the form

P (u,Dα
t u, ux, D

2α
tt u, uxx, ...) = 0, (2)

and take the wave transformation;

u(x, t) = U (η) , η =

(
x− vtα

α

)
, (3)

where v is a constant to be determined later. Using chain rule and
substituting (3) in (2) we obtain the following nonlinear ordinary differential
equation;

N(U,U ′, U ′′, ...) = 0. (4)
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Step 2: Considering trial equation of solution in (4) it can be written as
following;

U(η) =

n∑
i=0

aiF
i(η)

m∑
j=0

bjF j(η)
=
a0 + a1F (η) + a2F

2(η) + ...anF
n(η)

b0 + b1F (η) + b2F 2(η) + ...bmFm(η)
(5)

According to the Bernoulli theory, we can consider the general form of
Bernoulli differential equation for as following;

F ′(η) = σF (η) + dFM(η), σ 6= 0, d 6= 0, M ∈ R− {0, 1, 2} , (6)

where F (η) is Bernoulli differential polynomial. Substituting (5) and (6) in
(4) it yields us an equation of polynomial Ω(F ) of F as following;

Ω(F (η)) = ρsF (η)
s + ...+ ρ1F (η) + ρ0 = 0.

According to the balance principle, we can determine the relationship
between n,m and M.

Step 3: The coefficients of Ω(F (η)) all be zero will give us an algebric
system of equations;

ρi = 0, i = 0, ..., s.

Solving this system, we will specify the values of a0, a1, ..., an and b0, b1, ..., bm.
Step 4: When we solve differential equation (6), we obtain the following

two situations according to σ and d,

F (η) =

[−d
σ

+
E

eσ(M−1)η

] 1
1−M

, σ 6= d, (7)

F (η) =

[
(E − 1) + (E + 1) tanh(σ(1−M))η2

1− tanh
(
σ(1−M)η2

)
]
, σ = d, E ∈ R.

Using a complete discrimination system for polynomial of F (η), we obtain the
analytical solutions of (4) with the help of software programme and classify
the exact solutions of (4). For a better interpretations of obtained results,
we can plot two and three dimensional figures of analytical solutions by
considering suitable values of parameters.
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УДК 517.9

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРАВОЙ ЧАСТИ В УРАВНЕНИИ
ПУАССОНА ПРИ ПОМОЩИ СПЕЦИАЛЬНЫХ

КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ
М. Алмохамед (Москва, Россия)

mssrmtz@gmail.com

Изучается обратная задача для эллиптического уравнения Пуассона в цилин-
дрической области. Правая часть уравнения считается неизвестной. Доказана
теорема единственности восстановления правой части при помощи специальной
переопределенной системы краевых условий. Этот результат получен применени-
ем одной общей теоремы единственности для абстрактных дифференциальных
уравнений второго порядка.

Ключевые слова: уравнения эллиптического типа, уравнение Пуассона, обратная
задача, единственность решения.

RECONSTRUCTION OF THE INHOMOGENEOUS TERM
FOR POISSON’S EQUATION WITH SPECIAL

BOUNDARY CONDITIONS
M. Almohamed ( Moscow, Russia)

mssrmtz@gmail.com

Inverse problem for Poisson’s equation in a cylindrical domain is studied. The
inhomogeneous term of the equation is unknown. A special overdetermination
in a system of boundary conditions is given. The uniqueness theorem of reconstruction
of the inhomogeneous term is proved. This result was obtained as applying of
the general uniqueness theorem for abstract differential equations of the second order.

Keywords: elliptic partial differential equations, Poisson’s equation, inverse problem,
uniqueness of solution.

В цилиндрической области трехмерного пространства рассматриваем
уравнение Пуассона

uxx + uyy + uzz = −g(x, y), (x, y) ∈ Ω, 0 < z < h, (1)

с неизвестной функцией g(x, y). Здесь Ω — ограниченная выпуклая
область в R2

(x, y) с гладкой (или кусочно гладкой) границей ∂Ω. Число
h > 0 считаем фиксированным.

Для одновременного нахождения пары
{
u(x, y, z), g(x, y)

}
возьмем

набор краевых условий

u(x, y, z) |∂Ω = µ(x, y, z), (x, y) ∈ ∂Ω, 0 < z < h, (2)

u(x, y, 0) = u0(x, y), uz(x, y, 0) = u1(x, y), (3)

uz(x, y, h) = u2(x, y). (4)

Функции u0(x, y), u1(x, y), u2(x, y) заданы при (x, y) ∈ Ω.
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Если трактовать уравнение (1) как уравнение стационарной теп-
лопроводности, то u(x, y, z) — неизвестная температура внутри обла-
сти Ω × (0, h), g(x, y) — плотность стационарных источников тепла,
не зависящая от координаты z, функции µ(x, y, z) и u0(x, y) выражают
граничные значения температуры, а функции u1(x, y) и u2(x, y) — это
соответствующие температурные градиенты.

Задача (1)–(4) относится к классу обратных задач (см. [1, 2]). По-
хожие обратные задачи для эллиптических уравнений рассматривались,
например, в работах [3–5]. Новым моментом является использование в (4)
краевого условия второго рода, а не первого, как часто было раньше.

Основной результат состоит в следующей теореме единственности.

Теорема. Пусть при некотором выборе функций µ, u0, u1, u2
обратная задача (1)–(4) имеет два решения

{
u(1)(x, y, z), g(1)(x, y)

}
,

{
u(2)(x, y, z), g(2)(x, y)

}
,

таких, что их разность

u(x, y, z) ≡ u(1)(x, y, z)− u(2)(x, y, z), g(x, y) ≡ g(1)(x, y)− g(2)(x, y),

удовлетворяет условиям

u ∈ C2( ( 0, h ), L2(Ω) ) ∩ C1( [ 0, h ], L2(Ω) ),

u( · , · , z) ∈ H2(Ω) ∩H1
0(Ω) при всех z ∈ (0, h),

g ∈ L2(Ω),

и является решением обратной задачи для уравнения (1) с однородным
краевыми условиями (2)–(4). Тогда u(1)(x, y, z) = u(2)(x, y, z) п. в. в ци-
линдре Ω× (0, h) и g(1)(x, y) = g(2)(x, y) п. в. в области Ω.

Данное утверждение получается применением общего результата [6],
относящегося к абстрактным дифференциальным уравнениям второго
порядка. Соображения «самосопряженности» при этом не используют-
ся, что позволяет легко перенести теорему единственности в простран-
ства типа Lp произвольным p ∈ (1, ∞). Отметим, что задача (1)–(4)
представляет определенный интерес для геофизики в связи с вопросом
о нахождении радиоактивных источников тепла в земной коре [7].
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ДВУСТОРОННИЕ ОЦЕНКИ L∞-НОРМЫ СУММЫ РЯДА
ПО СИНУСАМ С МОНОТОННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
{bk} ЧЕРЕЗ l∞-НОРМУ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ {kbk}1

Е. Д. Алферова, А. Ю. Попов (Москва, Россия)
elena.alferova@gmail.com

Доказана теорема о двусторонней оценке L∞-нормы суммы ряда по синусам c
монотонными коэффициентами через l∞-норму {kbk}: C0‖b‖ ≤ ‖g(b, ·)‖ ≤ C1‖b‖.
Константа C1 найдена точно. Константа C0 точно не указана, но ее значение
найдено с точностью 0.2.

Ключевые слова: двусторонняя оценка, ряды по синусам, монотонные коэффи-
циенты.

TWO-SIDED ESTIMATES FOR L∞-NORM OF SINE SERIES
WITH MONOTONE COEFFICIENTS {bk} IN TERMS

OF l∞-NORM OF {kbk} SEQUENCE1

E. D. Alferova, A. Yu. Popov (Moscow, Russia)
elena.alferova@gmail.com

Two-sided estimates for L∞-norm of sine series with monotone coeffcients {bk} in
terms of l∞-norm of {kbk} sequence are obtained. We proved that C0‖b‖ ≤ ‖g(b, ·)‖ ≤
C1‖b‖, where C1 we found exactly, and C0 we could’t find. But we showed that is
between 0.53 and 0.73.

Keywords: two-sided estimate, sine series, monotone coefficients.

Рассмотрим ряды по синусам

∞∑

k=1

bk sin(kx) = g(b, x), (1)

последовательности коэффициентов которых b = {bk}k∈N монотонны:

b1 > 0, bk+1 ≤ bk ∀k ∈ N, lim
k→∞

bk = 0. (2)

Множество всех последовательностей b = {bk}k∈N, удовлетворяющих
условию (2), обозначим M. Ряды (1) с коэффициентами из M сходят-
ся в каждой точке x ∈ R, а суммы их непрерывны на интервалах
(2πm, 2π(m + 1)),m ∈ Z. Ввиду нечетности и 2π-периодичности сину-
са сумму ряда (1) достаточно исследовать на интервале (0, π).

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-
01-00584.

1The reported study was funded by RFBR, project No. 20-01-00584.
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Если для рядов по синусам общего вида (сходящихся всюду или почти
всюду) найти критерий ограниченности их сумм в терминах последова-
тельностей коэффициентов вряд ли возможно, то для сумм рядов (1) с
коэффициентами из множества M такой критерий выглядит довольно
просто.

Теорема A. (см. [1, §7, теорема 7.27; 2, гл. V, теорема 1.3]) Сумма
ряда (1) с коэффициентами из M ограничена на R (или, что то же
самое, ограничена на (0, π)) тогда и только тогда, когда ограниченной
является последовательность {kbk}k∈N.

В связи с приведенным критерием возникает вопрос об оценке друг
через друга норм

‖g(b, ·)‖L∞(R) = sup
x∈R
|g(b, x)| = sup

0<x<π
|g(b, x)| = ‖g(b, ·)‖L∞(0,π) (3)

и

‖b‖ = sup
k∈N

(kbk) (4)

(поскольку b ∈ M, то в определении этой нормы модуль можно не ста-
вить). Насколько известно авторам, этот вопрос в математической лите-
ратуре не рассматривался. Нами доказана следующая теорема.

Теорема 1. Для нормы суммы ряда по синусам (1), последователь-
ность коэффициентов b которого лежит в M, справедлива следующая
двусторонняя оценка

C0‖b‖ ≤ ‖g(b, ·)‖ ≤
( π
ˆ

0

sin t

t
dt

)
‖b‖, (5)

где

C0 = max
x∈[π, 5π4 ]

(
1

x

x
ˆ

0

1− cos t

t
dt

)
, (6)

если хотя бы одна из величин (3) или (4) конечна.

Замечание 1. Константа
π́

0

sin t
t dt в неравенстве (5) является точной,

поскольку (см. [3, т.2, стр. 89, № 23]) выполняется равенство

sup
n∈N

max
x∈[0,π]

n∑

k=1

sin(kx)

k
=

π
ˆ

0

sin t

t
dt.
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Замечание 2. Точная константа C в оценке снизу C‖b‖ ≤ ‖g(b, ·)‖
нами не найдена, но зазор между ней и ее оценкой снизу C0 не очень
велик. С одной стороны, верно численное неравенство C0 > 0.53, с другой
стороны, имеем

C ≤ C1 = max
t∈[0,π2 ]

(
sin2 t

t

)
< 0.73.

Действительно, сопряженные ядра Дирихле

D̃n(x) =
n∑

k=1

sin kx =
sin

(
nx
2

)
sin

(
n+1
2 x

)

sin x
2

(7)

являются рядами по синусам с монотонными коэффициентами и норма
(4) последовательности коэффициентов функции D̃n равна n. Максиму-
мы же функций (7) на отрезке [0, π], как нетрудно убедиться, находятся
на отрезке [0, 2π

n+1 ] и имеют асимптотику C1n при n→∞.
Также нами был получен следующий результат.
Теорема 2. Пусть b = {bk}k∈N ∈ M. Положим β = lim

k→+∞
kbk. Тогда

справедливы неравенства

lim
x→0+

g(b, x) ≥ lim
x→0+

1

x

x
ˆ

0

g(b, t)dt ≥ C0β, (8)

где постоянная C0 определена равенством (6).
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РАСШИРЕННЫЙ АЛГОРИТМ МОДЕЛИРОВАНИЯ
УСТОЙЧИВОСТИ КОМБИНИРОВАННЫХ

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ1
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(Саратов, Россия)
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Комбинированные динамические системы (КДС) представляют собой математи-
ческие модели в форме связанных посредством граничных условий и условий свя-
зи систем обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в частных
производных при соответствующих начальных условиях. «Быстрый» алгоритм
проверки устойчивости КДС применим лишь в случае аналитичности характери-
стического и возмущающих квазимногочленов КДС в правой комплексной полу-
плоскости и вблизи мнимой оси. Предложен основанный на принципе аргумента
расширенный алгоритм моделирования устойчивости КДС, свободный от данно-
го ограничения.

Ключевые слова: комбинированные динамические системы, устойчивость.

ADVANCED ALGORITHM FOR MODELING STABILITY
OF HYBRID DYNAMICAL SYSTEMS1

D. K. Andreichenko, K. P. Andreichenko, D. V. Melnichuk
(Saratov, Russia)

andreichenkodk@gmail.com, kp_andreichenko@renet.ru,
melnichukdv@sgu.ru

Hybrid dynamic systems (HDS) are mathematical models in the form of systems of
ordinary differential equations and partial differential equations connected by means
of boundary conditions and constraint’s conditions under the corresponding initial
conditions. The "fast"algorithm for checking the stability of the HDS is applicable
only in the case of analyticity of the characteristic and perturbing quasi-polynomials
of the HDS in the right complex half-plane and near the imaginary axis. The extended
algorithm of modeling of stability of HDS, based on the principle of argument, and
free from this restriction is offered.

Keywords: hybrid dynamic systems, stability.

Введение

Комбинированные динамические системы (КДС) [1–3] представляют со-
бой математические модели в форме связанных посредством граничных
условий и условий связи систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений и уравнений в частных производных при соответствующих началь-
ных условиях. «Быстрый» алгоритм, т.е. частотный критерий, проверки
устойчивости КДС [1–3] требует аналитичности характеристического и

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-37-90017).
1The article is done with the financial support of RFBR (project No. 19-37-90017).
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возмущающих квазимногочленов КДС в правой комплексной полуплос-
кости и вблизи мнимой оси, т.е. устойчивости объектов управления с
распределенными по пространству параметрами. Разомкнутая система
управления может быть неустойчивой, а замкнутая — устойчивой [4]. Т.е.
объект с распределенными по пространству параметрами может быть
неустойчив, а КДС – устойчива. Целью работы является развитие ча-
стотного критерия устойчивости применительно к КДС подобного типа.

Алгоритмы моделирования устойчивости

Уравнения линеаризованной КДС с входной и выходной вектор-
функциями x(t), x : R→ RNx и y(t), y : R→ RNy аналогичны [2,3]:

ẏ = Bx+ Cy + Ah; u̇ = L(F )
1 (u) + L

(F )
2 x+ L

(F )
3 y + L

(F )
4 ẏ, r ∈ Ω

(L(G)
1 (u) + L

(G)
2 y)

∣∣∣
S
= 0; h =

´

S L
(H)(u)dS; y(0) = 0, u(r, 0) = 0

(1)

Здесь r ∈ RNr – независимые пространственные координаты; Ω ⊂ RNr

и S = ∂Ω – области, занимаемые объектами управления с распреде-
ленными по пространству параметрами, и их границы; u = u(r, t),
u : RNr × R → RNu; h : R → RNh; A, B, C – постоянные матрицы; L(F )

2 ,
L
(F )
3 , L(F )

4 , L(G)
2 – матрицы, которые могут зависеть от r; L(F )

1 , L(G)
1 , L(H) –

линейные операторы; точкой сверху обозначено дифференцирование по
времени t. После преобразования Лапласа f̃(λ) =

´∞
0 f(t)e−λtdt, λ ∈ C

(1) сводится к матрице передаточных функций Φ(λ), причем

ỹ(λ) = Φ(λ)x̃(λ), Φ(λ) = [Qkj(λ)/D(λ)], k = 1, Ny, j = 1, Nx (2)

D(λ̄) = D(λ), Qkj(λ̄) = Qkj(λ) (3)

Здесь D(λ) и Qkj(λ) – характеристический и возмущающие квазим-
ногочлены, алгоритм вычисления которых приведен в [2, 3]. В [3] дока-
заны теоремы об аналитичности функций D(λ) и Qkj(λ) при |λ| ≫ 1,
Reλ > − |λ| sinα, 0 < α < π/2, а их аналитичность при λ = O(1),
Reλ > −ε, 0 < ε≪ 1 проверяется численно на основе принципа аргумен-
та [3]. Обобщенная степень n ∈ R (обычно n = Ny) характеристического
квазимногочлена D(λ) определяется условием [1,2]

lim
λ→∞

λ−nD(λ) = Ca, 0 < |Ca| <∞, Reλ > −∞ (4)

При аналитичности функций D(λ) и Qkj(λ) при Reλ > −ε, 0 < ε ≪ 1
критерий устойчивости КДС имеет вид [1, 2] ∆

06ω6∞
argD(iω) = nπ/2.

Индексы k и j у функций Q(λ) и Φ(λ) далее опускаем.
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Неустойчивость по одной или нескольким формам колебаний объек-
та с распределенными по пространству параметрами влечет наличие при
Reλ > 0 полюсов функций D(λ) и Q(λ). Функции Φ(λ) = Q(λ)/D(λ) бу-
дут аналитическими при Reλ > −ε, 0 < ε≪ 1, если у D(λ) отсутствуют
корни при Reλ > 0, полюса D(λ) и Q(λ) совпадают, и порядок полюсов
Q(λ) не превосходит порядка полюсов D(λ). Обобщенная степень m ∈ R
возмущающего квазимногочлена определена аналогично (4)

lim
λ→∞

λ−mQ(λ,p) = Cb(p), 0 < |Cb(p)| <∞, Reλ > −∞ (5)

Квазирациональная дробь Φ(λ,p) = Q(λ,p)/D(λ,p) называется фи-
зически возможной, если выполнены условия (3)-(5) и условие n > m+1.

Рассмотрим контур

LR = {λ = iω, −∞ < ω 6 −R} ∪ {λ = Reiϑ, − π/2 6 ϑ 6 π/2}∪
∪{λ = iω, R 6 ω <∞}, R≫ 1

(6)

Характеристический и возмущающие квазимногочлены КДС D(λ) и
Q(λ) аналитичны в неограниченной области правее контура (6) и в его
окрестности (см. [3]). Следующие утверждения аналогичны [1,2]

Теорема 1. Всякая физически возможная и аналитическая при
Reλ > σ0, σ0 ∈ (−∞, 0) квазирациональная дробь (передаточная функ-
ция) Φ(λ) = Q(λ)/D(λ) асимптотически устойчива.

Теорема 2. Если квазирациональная дробь Φ(λ) имеет хотя бы одну
особенность при Reλ > 0, то она неустойчива.

Теорема 3. Пусть квазимногочлен D(λ) аналитичен в неограни-
ченной области комплексной плоскости (λ) правее контура (6) и в его
окрестности, и выполнены условия (3), (4). Если при монотонном дви-
жении вдоль контура (6) от точки λ = R до точки λ = i∞ вектор
D(λ)|LR

= u + iv повернется на комплексной плоскости (u, iv) в поло-
жительном направлении на угол nπ/2, т.е.

∆
06ϑ6π/2

argD(Reiϑ) + ∆
R6ω<∞

argD(iω) = nπ/2 (7)

то все корни квазимногочлена D(λ) лежат левее контура (6).
Из (1), (2) следуют уравнения для нахождения столбца матрицы пере-

даточных функций Φj = (Φ1j(λ,p),Φ2j(λ,p), ...,ΦNyj(λ,p))
T , j = 1, Nx

λΦj = B(p)e
(Nx)
j + C(p)Φj + A(p)h, h =

´

S L
(H)(v)dS (8)

λv = L(F )
1 (v) + L

(F )
2 e

(Nx)
j + (L

(F )
3 + λL

(F )
4 )Φj, r ∈ Ω

(L(G)
1 (v) + L

(G)
2 Φj)

∣∣∣
S
= 0; e

(N)
1 = (1, 0, ...0)T , ..., e

(N)
N = (0, 0, ...1)T

(9)
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В области, охватываемой контуром (R≫ 1)

ℓR = {λ = −ε− iω,−(R2 − ε2)1/2 6 ω 6 (R2 − ε2)1/2} ∪ {λ =

= Reiϑ,−ϑ0 6 ϑ 6 ϑ0}, ϑ0 = π/2 + arcsin(ε/R), 0 < ε≪ 1
(10)

передаточные функции находятся численно на основе проекционного ме-
тода Галеркина. Пусть Wk(r),Wk : Ω → RNu, k = 1, 2, . . . – полная си-
стема функций в области Ω; Γk(r|s),Γk : S → RNG, k = 1, 2, . . . – полная
система функций на S = ∂Ω. Для того, чтобы приближенно выполнить
(9), полагаем

v(r, λ) ≈∑NΩ+NS

k=1 vk(λ)Wk(r), λ
´

Ω v ·Wk(r)dΩ =
´

Ω (L
(F )
1 (v)+

+L
(F )
2 e

(Nx)
j + (L

(F )
3 + λL

(F )
4 )Φj) ·Wk(r)dΩ, k = 1, NΩ,

´

S (L
(G)
1 (v) + L

(G)
2 Φj) · Γk(r)dS = 0, k = 1, NS, j = 1, Nx

(11)

Уравнения (8) и (11) представляют собой систему линейных алгебраи-
ческих уравнений относительно компонент вектора Φj ∈ CNy и величин
vk(λ), k = 1, NΩ +NS. Ее определитель D(λ) является полиномом по
λ. Особенности передаточных функций внутри контура (10) исчерпы-
ваются корнями определителя D(λ), и проверка их отсутствия внутри
контура (10) согласно принципу аргумента сводится к проверке условия

∆
λ∈ℓR

argD(λ) = 2

(
∆

06ϑ6ϑ0
argD(Reiϑ)− ∆

06ω6R
argD(iω − ε)

)
= 0 (12)

Расширенный алгоритм моделирования устойчивости основан на том,
что физически возможная КДС, для которой выполнены условия (7) и
(12), согласно теоремам 1 и 3 асимптотически устойчива.
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УДК 517.982.22

О НЕКОТОРЫХ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ
ПРОСТРАНСТВ ОРЛИЧА– ЛОРЕНЦА

С. В. Асташкин, С. И. Страхов (Самара, Россия)
astash56@mail.ru, www.stepan121@mail.ru

Доклад посвящён дизъюнктно однородным пространствам Орлича–Лоренца. Бу-
дут даны условия, при которых в пространстве Орлича–Лоренца все относитель-
но слабо компактные подмножества имеют равностепенные абсолютно непрерыв-
ные нормы.

Ключевые слова: дизъюнктно однородное пространство, пространство Орлича–
Лоренца, слабо компактное множество.

ON SOME GEOMETRIC PROPERTIES
OF ORLICZ – LORENTZ SPACES

S. V. Astashkin, S. I. Strakhov (Samara, Russia)
astash56@mail.ru, www.stepan121@mail.ru

The presentation focuses on disjointly homogeneous Orlicz–Lorentz spaces. We will
give conditions under which all relatively weakly compact sets have equi-absolutely
continuous norms.

Keywords: disjointly homogeneous spaces, Orlicz–Lorentz Spaces, weakly compact set.

Симметричное пространство E называется дизъюнктно однородным
или DH пространством, если из любой пары дизъюнктных нормиро-
ванных последовательностей {xn}∞n=1, {yn}∞n=1 из E можно выделить эк-
вивалентные в E подпоследовательности. Если же всякая {xn}∞n=1 ⊂ E
содержит подпоследовательность, эквивалентную стандартному базису
пространства lp, то говорят, что E — p-DH пространство.

Пусть φ — функция Орлича, т.е., возрастающая выпуклая функция
на [0,∞), φ(0) = 0 и w(t) – положительный убывающий вес на [0,1].
Через x∗(t) обозначим невозрастающую непрерывную слева перестанов-
ку функции |x(t)|. Пространство Орлича-Лоренца Λφ,w состоит из всех
измеримых на [0, 1] функций x = x(t) таких, что

‖x‖φ,w := inf

{
u > 0 :

ˆ 1

0

φ

(
x∗(t)

u

)
w(t)dt ≤ 1

}
<∞.

В теории пространств Орлича-Лоренца Λφ,w значительную роль иг-
рают свойства следующих множеств непрерывных функций на [0, 12 ]:

E∞φ,A =
{
G(x) =

φ(xy)

φ(y)
: y > A > 0

}
, E∞φ =

⋂

A>0

E∞φ,A,
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где замыкание берётся в пространстве C[0, 12 ] (см. [1]). Теорема 4.1 из
работы [2] для пространств Орлича может быть распространена на про-
странства Орлича-Лоренца.

Теорема 1. Λφ,w — DH пространство тогда и только тогда, когда
E∞φ

∼= {ψ}, т.е. все функции из множества E∞φ эквивалентны на [0, 12 ]
функции ψ. Более того, Λφ,w — DH пространство, если и только если
оно для некоторого 1 ≤ p ≤ ∞ имеет p-DH свойство, и в этом случае
E∞φ

∼= {tp}.
Для 1-DH пространств имеет место обобщение классического резуль-

тата Данфорда-Петтиса о слабо компактных множествах [3, Th. 3.4]. По-
этому, применяя теорему 1, а также [3, Th. 3.4], получаем

Следствие 1. Следующие условия эквивалентны:
(i) Λφ,w — 1-DH пространство;
(ii) всякое относительно слабо компактное подмножество прост-

ранства Λφ,w имеет равностепенные абсолютно непрерывные нормы в
Λφ,w;

(iii) φ(t) = t и w(t) ≡ 1, т.е. Λφ,w = L1, или функция Орлича φ̃,

дополнительная к φ, удовлетворяет условию: lim
t→∞

φ̃(ct)

φ̃(t)
= ∞ для неко-

торого c > 1.
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ПРИБЛИЖЕНИЕ В РАВНОМЕРНОЙ НОРМЕ НА ОСИ
ОПЕРАТОРА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ

ЛИНЕЙНЫМИ ОГРАНИЧЕННЫМИ
В ПРОСТРАНСТВЕ Lr ОПЕРАТОРАМИ

И РОДСТВЕННЫЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ1

В. В. Арестов (Екатеринбург, Россия)
vitalii.arestov@urfu.ru

Будет обсуждаться задача о наилучшем приближении в пространстве C(−∞,∞)
оператора дифференцирования порядка k на классе функций с ограниченной
производной порядка n, 0 < k < n, линейными ограниченными в пространстве
Lr, 1 ≤ r < ∞, операторами. Будут обсуждаться родственные задачи в предду-
альном пространстве Fr для пространства мультипликаторов пространства Lr.

Ключевые слова: оператор дифференцирования, задача Стечкина, неравенство
Колмогорова.

APPROXIMATION IN THE UNIFORM NORM
ON THE AXIS OF A DIFFERENTIATION OPERATOR

BY OPERATORS BOUNDED IN THE SPACE Lr
AND RELATED EXTREMAL PROBLEMS1

V. V. Arestov (Ekaterinburg, Russia)
vitalii.arestov@urfu.ru

We will discuss the problem of the best approximation in the space C(−∞,∞) of the
differentiation operator of order k on the class of functions with a bounded derivative
of order n, 0 < k < n, by linear operators bounded in the space Lr, 1 ≤ r < ∞.
Related problems in the space Fr predual for the space of multipliers of the space Lr
will be discussed.

Keywords: differentiation operator, Stechkin problem, Kolmogorov inequality.

Обозначения. Постановка задачи

При 1 ≤ γ < ∞ через Lγ обозначается лебегово пространство (ком-
плекснозначных) измеримых на оси функций f , у которых функция |f |γ
суммируема на оси; это пространство наделено нормой ‖f‖γ = ‖f‖Lγ

=( ∞́

−∞
|f(t)|γdt

)1/γ

. Символами L∞ обозначается пространство измери-

мых, существенно ограниченных функций на оси; оно наделено нормой

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 18-01-00336) и Программы по-
вышения конкурентоспособности УрФУ (постановление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013,
контракт № 02.A03.21.0006 от 27.08.2013).

1This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research (project No. 18-01-00336)
and by the Russian Academic Excellence Project (agreement No. 02.A03.21.0006 of August 27, 2013,
between the Ministry of Education and Science of the Russian Federation and Ural Federal University).
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‖f‖L∞ = ess sup{|f(t)| : t ∈ (−∞,∞)}. Это пространство содержит про-
странство C непрерывных, ограниченных функций на оси, наделенное
равномерной нормой, которое, в свою очередь, содержит подпростран-
ство C0 функций, имеющих нулевой предел на бесконечности. Далее под
L∞ иногда будет пониматься пространство C или даже C0.

При 1 ≤ r ≤ ∞ и целом n ≥ 1 определим пространствоW n
r,∞ функций

f ∈ Lr, которые n− 1 раз непрерывно дифференцируемы на оси, произ-
водная f (n−1) локально абсолютно непрерывна, а f (n) ∈ L∞. В W n

r,∞ вы-
делим класс Qn

r,∞ = {f ∈ W n
r,∞ : ‖f (n)‖L∞ ≤ 1}. Всюду далее 0 < k < n.

Обозначим через B(Lr) множество всех линейных ограниченных опе-
раторов в пространстве Lr, а через B(N ;Lr) при N > 0 – множество
операторов T ∈ B(Lr) с нормой ‖T‖Lr→Lr

≤ N. Здесь при r =∞ под L∞
понимается пространство C. Для оператора T ∈ B(Lr) положим

U(T ) = Un,k(T ;Lr) = sup{‖f (k) − Tf‖C : f ∈ Qn
r,∞}; (1)

если разность f (k)−Tf не принадлежит пространству C, то считаем, что
‖f (k)−Tf‖C =∞. Величину (1) можно интерпретировать как уклонение
(в пространстве C) оператора T от оператора дифференцирования Dk =
dk/dtk на классе Qn

r,∞. При N > 0 величина

En,k(N) = En,k(N ;Lr) = inf{U(T ) : T ∈ B(N ;Lr)} (2)

есть наилучшее приближение (в пространстве C) оператора дифферен-
цирования Dk на классе Qn

r,∞ множеством линейных ограниченных опе-
раторов B(N ;Lr). Задача состоит в вычислении величины (2) и экстре-
мального оператора T ∗n,k = T ∗n,k(N ;Lr), на котором в (2) достигается ниж-
няя грань; будем называть ее задачей Стечкина или задачей En,k(N ;Lr).

Задача (2) является конкретным вариантом более общей задачи о
наилучшем приближении оператора дифференцирования Dk на классе
n раз дифференцируемых функций (см. [1,2] и приведенную там библ.).

Впервые задачу (2) изучал С.Б. Стечкин в классическом случае
r =∞, т. е. в пространстве C = C(−∞,∞). В частности, он заметил [3],
что задача En,k(N ;C) связана с точным неравенством

‖f (k)‖C ≤ Cn,k‖f‖(n−k)/nC ‖f (n)‖k/nL∞
, f ∈ W n

∞,∞, (3)

между нормами производных дифференцируемых функций, называе-
мым неравенством Колмогорова; а именно, наименьшая константа Cn,k
в (3) дает для En,k(N ;C) оценку снизу. В. Н. Габушин уточнил этот ре-
зультат, обосновав равенство (см. детали в [1, § 3])

En,k(N ;C) = k

(
Cn,k
n

)n
k
(

N

n− k

)−n−k
k

, N > 0. (4)
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Точное неравенство (3) для n = 2, k = 1 впервые (1914) получил
Ж. Адамар; а для n = 3, 4 при всех 1 ≤ k < n и n = 5, k = 2 –
Г. Е. Шилов (1937). А.Н. Колмогоров (1939) году нашел [4] точную кон-
станту в неравенстве (3) для всех 1 ≤ k < n. Экстремальной в неравен-
стве (3) является известная функция Фавара – Ахиезера –Крейна

fn(t) =
4

π

∞∑

ℓ=0

sin ((2ℓ+ 1)t− nπ/2)

(2ℓ+ 1)n+1
.

С. Б.Стечкин [3] получил решение задачи En,k(N ;C) при n = 2 и
n = 3 для 1 ≤ k < n. Он показал, что в этих случаях экстремальными
операторами T ∗n,k являются классические (конечноразностные) операто-
ры; в частности, при k = 1

(T ∗2,1f)(t) = (T ∗3,1f)(t) =
f(t+ h)− f(t− h)

2h
, N = h−1. (5)

При n = 4, 5 решение этого случая задачи (2) нашел В. В. Арестов (1967),
а при произвольном n ≥ 6 – А. П. Буслаев (1981). При n ≥ 4 экстремаль-
ные операторы бесконечноразностные с равномерными узлами.

Основной результат

Положим λn = ‖fn‖C =
4

π

∞∑

ℓ=0

(−1)ℓ(n+1)

(2ℓ+ 1)n+1
, λ∗n =

4

π

∞∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)n+1
.

Теорема. При всех n ≥ 2, 1 ≤ k < n, 1 < r < ∞ для значения
задачи (2) справедливы оценки

k

(
λn−k
n

)n
k
(
N λ∗n
n− k

)−n−k
k

≤ En,k(N ;Lr) ≤ k

(
λn−k
n

)n
k
(
N λn
n− k

)−n−k
k

. (6)

Для нечетного n ≥ 3 и произвольных k, 1 ≤ k < n, второе неравен-
ство в (6) обращается в равенство:

En,k(N ;Lr) = k

(
λn−k
n

)n
k
(
N λn
n− k

)−n−k
k

.

Более того, оператор T ∗n,k(N ;C), экстремальный в задаче En,k(N ;C),
будет экстремальным в задаче En,k(N ;Lr) при всех r, 1 ≤ r ≤ ∞.

В работе автора [2] дано решение задачи (2) при n = 2, k = 1, r = 2.
В этом случае точным является первое неравенство (6) и экстремальным
является сингулярный оператор свертки, отличный от оператора (5).
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В доказательстве теоремы основная трудность состоит в обосновании
оценки снизу в (6). Для этого используются следующие соображения.
Задача Стечкина (2) инвариантна относительно сдвигов. В силу этого
в (2) можно ограничиться аппроксимирующими операторами T, также
инвариантными относительно сдвигов. Оператор T ∈ B(Lr), инвариант-
ный относительно сдвигов, по крайней мере, на множестве S быстро
убывающих бесконечно дифференцируемых функций, имеет вид сверт-
ки Tf = θ ∗ f с некоторой обобщенной функцией θ. Такие обобщенные
функции θ называют мультипликаторами пространства Lr. Множество
Mr с нормой ‖θ(T )‖Mr

= ‖T‖Lr→Lr
является банаховым пространством.

Свойствам мультипликаторов посвящена обширная литература, см. [5] и
приведенную там библиографию.

A. Figà-Talamanca [6] доказал, что пространство Mr является сопря-
женным для конкретного функционального пространства Ar. Автор в
нескольких работах, посвященных задаче Стечкина, использовал функ-
циональное пространство Fr, которое описано в других терминах в срав-
нении с Ar, однако, как показано в [5], эти два пространства совпадают.

Как оказалось [1, § 6; 2], величина (2) выражается равенством, анало-
гичным (4), через наименьшую константу Kn,k(r) в неравенстве

‖f (k)‖C ≤ Kn,k(r)‖f‖(n−k)/nFr
‖f (n)‖k/nL∞

, f ∈ W n
∞,∞,

подобном неравенству (3). Именно эти соображения приводят к первому
неравенству в (6).
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В статье описан опыт применения прямых сеточных методов решения вариаци-
онных задач на примере краевых задач теории упругости о прогибах балок и
пластин. Минимизация сеточных аналогов функционалов осуществлялась при
помощи программы MINV, реализующей одну из модификаций метода покоор-
динатного спуска. Отмечены вопросы устойчивости и сходимости методов. В ка-
честве примеров рассмотрены задача о брахистохроне, расчет прогибов балки и
пластины. Библиогр. 5 назв. Ил.3.

Ключевые слова: теория упругости, вариационная постановка, сеточные методы,
численная оптимизация, задача о брахистохроне, расчет прогибов балок и пла-
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DIRECT GRID METHODS FOR SOLVING VARIATIONAL
PROBLEMS AND EXPERIENCE OF THEIR APPLICATION

IN PROBLEMS OF DEFLECTIONS OF BEAMS AND PLATES
R. V. Harutyunyan (Moscow, Russia)

robert57@mail.ru

The article describes the experience of using direct grid methods for solving variational
problems on the example of boundary value problems of elasticity theory on deflections
of beams and plates. Minimization of grid analogues of functionals was carried out
using the MINV program, which implements one of the modifications of the coordinate
descent method. The questions of stability and convergence of methods are noted.
As examples we consider the problem about brachistochrone, the calculation of
deflections of beams and plates.

Keywords: theory of elasticity, variational formulation, grid methods, the numerical
optimization, the problem of brachistochrone, calculation of deflections baloe and
plates.

Введение

Задачи теории упругости могут быть решены на основе как дифференци-
альной, так вариационной постановки о нахождении решений, доставля-
ющих соответствующему функционалу экстремум. Опыт компьютерного
моделирования в области прикладной теории упругости свидетельству-
ет, что конечноразностные аппроксимации часто более предпочтитель-
нее применять с вариационной формулировкой. На основе известных
процедур в современных программных комплексах строятся конечно-
разностные уравнения для решения задач расчета тонкостенных кон-
струкций. Применение непрямоугольных сеток позволяет рассчитывать
пластинчатые и оболочечные конструкции сложных очертаний, с выре-
зами, подкреплениями и т. п. [1-4]. В статье описан опыт применения
данного метода в сочетании с методом покоординатного спуска.
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1. Задача о брахистохроне

Полное время T скатывания точки равно:

T =

ˆ a

0

√(
1 + (dy/dx)2

)
/ (2gy(x))dx.

Материальная точка первоначально находится в начале координат, ко-
нечное положение точка B , то есть y(0) = 0, y(a) = b. Введем сетку на
[0; a]: x0 = 0, xn−1 = x0 + (n− 1)δx, xn = a, δx = a/n и применим форму-
лу трапеций. Для внутренних узлов сетки будем использовать централь-
ные разности для аппроксимации производной функции y. Для правого
конца отрезка будем использовать левую разность для аппроксимации
производной в точке x = xn. Задача оптимизации принимает вид

a/n




i=n∑

i=2

√√√√
(
4δx2 + (yi − yi−2)

2
)

(8gδx2yi−1)
+

√√√√
(
δx2 + (yn − yn−1)

2
)

(4gδx2yn)


→ 0

при y0 = 0, yn = b, yi ≥ 0, i = 1, . . . , n − 1. Неизвестными величина-
ми являются yi, i = 1, . . . , n − 1. График оптимального решения задачи
(рис. 1).

Рис. 1. Слева: пример вычислительной неустойчивости.
Справа: корректное решение

Обнаружилось, что во многих случаях имеет место вычислительная
неустойчивость. Причиной является наличие нерегулярной точки при
= 0, где решение обращается в нуль, а подынтегральная функция – в
бесконечность. На рис. 1 слева – пример неустойчивости при нахождении
решения (аппроксимация подынтегрального выражения осуществлялось
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со вторым порядком точности по шагу интегрирования δx). Справа кор-
ректное решение, которое было достигнуто за счет увеличения до 100
количества шагов интегрирования и применения регуляризации, осно-
ванной на разбиении отрезка интегрирования на 2 части: x < x0, с осо-
бой точкой = 0 (где решение вычислялось приближенно аналитически)
и регулярную часть (x > x0 > 0).

2. Задача о прогибе балки

На двух опорах и , расположенных в горизонтальной плоскости, свобод-
но лежит цилиндрическая упругая тяжелая балка. Пренебрегая весом
частей балки, лежащих вне опор, требуется определить форму изогну-
той оси этой балки. Все размеры, плотность и коэффициенты упруго-
сти балки считаются известными. Обозначим через 2l расстояние между
опорами,ρ− линейную плотность балки, ds− элемент дуги изогнутой оси
балки. Введем декартову систему координат xOy. Пусть ось Ox соеди-
няет точку опоры, начало координат делит отрезок пополам и ось на-
правлена вертикально вверх. Вычислим потенциальную энергию балки,
предполагая, что уравнение ее упругой оси есть y = y(x). Обозначим L –
длина части балки между опорами, φ− угол, образованный касательной
с осью Ox, µ− постоянный коэффициент, зависящий от модуля упруго-
сти и момента инерции поперечного сечения балки, элемент длины балки
и кривизна:

ds =
√

1 + (dy/dx)2dx, dφ/dx = d2y/dx2
(
1 + (dy/dx)2

)−1,5
.

Задача сводится к нахождению минимума :

E =

ˆ l

−l

(
ρy

√
1 + (dy/dx)2 + 0, 5µ(d2y/dx2)2

(
1 + (dy/dx)2

)−3
)
dx

Графики решения задачи методом сеток представлены ниже на рис. 2.

Рис. 2. Прогибы балки при µ = 1, ρ = 1, . . . , 7.
Крепление балки шарнирное: y(0) = y(L) = 0,

y(2)(0) = y(2)(L) = 0.
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3. Решение задачи о прогибе пластины с закреплен-
ными краями вариационным методом конечных раз-
ностей

Постановка двумерной вариационной задачи:

E =

ˆ Lx

0

ˆ Ly

0

(
D

(
∂2w/∂x2 + ∂2w/∂y2

)2 − q(x, y)w
)
dxdy → min

Крепление краев пластины шарнирное:

w(0, y) = w(Lx, y) = w(x, 0) = w(x, Ly) = 0,

∂2/∂x2[w(0, y)] = ∂2/∂x2[w(Lx, y)] =

= ∂2/∂y2[w(x, 0)] = ∂2/∂x2[w(x, Ly)] = 0.

Исходные данные: размеры Lx = 1;Ly = 1; число разбиений по каж-
дой координате Nx = Ny = 10; точность ε = 10−5; коэффициент D = 1;
плотность сил q(x, y) = 1. Решение задачи находится посредством мето-
да конечных разностей и минимизации методом покоординатного спус-
ка рассматриваемого интегрального функционала. Результаты расчетов
приведены на рис. 3.

Рис. 3. Графики функции прогибов пластины W (x, y), y = 0, h, . . . , L (слева).
Трехмерный график функции прогибов (справа)
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ДВУСТОРОННИЕ МЕТОДЫ МАГНИТОСТАТИКИ
НА ОСНОВЕ ВАРИАЦИОННОГО ПОДХОДА

Т. Р. Арутюнян (Москва, Россия)
tigran_201094@mail.ru

Рассмотрены двусторонние методы расчета магнитного поля, основанные на при-
менении к уравнениям электромагнитного поля в терминах скалярного потенци-
ала вариационного метода множителей Лагранжа. Получены сопряженные урав-
нения для разных критериев оптимальности (как для равномерной, так и сред-
неквадратической метрики). Рассмотрено решение задачи расчета двусторонних
оценок решения при расчете статического магнитного поля в ферромагнетике,
помещенном в стороннее равномерное магнитное поле. Полученные результаты
могут использоваться также при решении прямых и обратных задач для систе-
мы ферромагнитных тел и в тестовых задачах при использовании других мето-
дов.Библиогр. 4 назв.

Ключевые слова: уравнения магнитостатики, двусторонний метод, магнитные по-
тенциалы, вариационный метод, множители Лагранжа.

TWO-SIDED METHODS OF MAGNETOSTATIC BASED
ON THE VARIATIONAL APPROACH
T. R. Harutyunyan (Moscow, Russia)
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Two-sided methods of magnetic field calculation based on the application of the
Lagrange multipliers variational method to the electromagnetic field equations in
terms of scalar potential are considered. Conjugate equations for different optimality
criteria (both for uniform and mean square metrics) are obtained. The solution of
a problem of calculation of bilateral estimates of the solution at calculation of a
static magnetic field in the ferromagnet placed in a third-party uniform magnetic
field is considered. The obtained results can also be used in solving direct and inverse
problems for the system of ferromagnetic bodies and in test problems using other
methods.Bibliography 4 the name.

Keywords: magnetostatic equations, Two-sided method, magnetic potentials,
variational method, Lagrange multipliers.

Рассмотрим задачу магнитостатики [1,2]. Материал с магнитными
свойствами занимает объем V . Намагниченность связана с индукцией и
напряженностью согласно соотношению:

−→
M =

−→
B/µ0−

−→
H . В немагнитной

среде
−→
B = µ0

−→
H , в ферромагнетике

−→
B = µ0(

−→
H+

−→
M), где µ - удельная маг-

нитная проницаемость определяется кривой намагничивания µ = µ(
−→
B),

в воздухе, изоляционных материалах и шинах µ = µ0, Гн/м. Определим
скалярный магнитный потенциал:

−→
H = −∇φ. На бесконечности потен-

циал равен нулю. Если магнитная проницаемость ферромагнитного ма-
териала многов выше проницаемости воздуха, то краевая задача (КЗ)
может быть разбита на две: в воздухе решается уравнение Лапласа для
потенциала при нулевом краевом условии на границе ферромагнетика и
заданных источниках поля:

−→
H =

−→
H ex −∇vex,

−→
H ex = −∇vex,

∆v = 0, (x, y) ∈ C(D + Γ); v = −vex(x, y) ∈ Γ = ∂D, (1)

51



В объеме ферромагнитного тела решается КЗ 2-го типа для потенци-
ала при заданной плотности магнитного потока сквозь границу объема:

∂

∂x

(
µ(H)

∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
µ(H)

∂u

∂y

)
= 0, (x, y) ∈ D; (2)

µ(H)
∂u

∂n
= µ0

∂v

∂n
, (x, y) ∈ Γ; (3)

u(0, 0) = 0,
−→
H = −∇u. (4)

Требуется решить уравнения (1)–(4) с учетом погрешности задания
кривой намагничивания:

µ = µ(H) ∈ (µ−(H), µ+(H)), w0 = µ+(H)− µ−(H), (5)

предположим требуется найти оценку решения КЗ снизу (сверху):

u(x0, y0)→ min(max), µ = µ(H) ∈ (µ−(H), µ+(H)),

Подобные задачи для ОДУ решались в литературе [3]. Функционал
Лагранжа рассматриваемой задачи имеет вид, согласно [2, 4]:

L =

ˆ ˆ

D

w(xN , yN)

(
∂

∂xN

(
µ(|∇Nu|)

∂u

∂xN

)
+

+
∂

∂yN

(
µ(|∇Nu|)

∂u

∂yN

))
dxNdyN+

+

ˆ

Γ

w1(xN , yN)

(
µ(|∇Nu|)

∂u

∂nN
− µ0

∂v

∂nN

)
dΓN + w2u(0, 0)+

+

ˆ ˆ

D

u(xN , yN)δ(xN − x0, yN − y0)dxNdyN = 0, (x, y) ∈ D.

Первый интеграл в данном функционале преобразуется к виду
ˆ

Γ

w(xN , yN) µ0
∂v

∂nN
dΓN −

ˆ ˆ

D

µ(|∇Nu|)∇Nu∇NwdxNdyN = 0.

Для решения задачи вычисляется вариация по функции u и нахо-
дится уравнение экстремалей функционала. Соответствующие верхней
(нижней) оценке решения значения находятся из условия экстремума
функционала Лагранжа: L→ max(min), для всех µ(|∇u|) из допустимо-
го множества (5). Экстремальное значение достигается, если магнитная
характеристика описывается выражением

µ∗ = µ0(|∇u|)(1− 0.5ω(|∇u|) sign(∇u∇p)).
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Сопряженное уравнение имеет вид:

div

(
µ∗(|∇u|)∇p+H−1dµ

∗

dH
(∇u∇p)∇u

)
+

+δ(x− x0, y − y0)− δ(x, y) = 0, (x, y) ∈ D.

Если требуется оценить не равномерную, а среднеквадратическую по-
грешность, например

‖u− u0‖L2(D) → min(max),

то сопряженное уравнение имеет вид:

div

(
µ∗(|∇u|)∇p+H−1dµ

∗

dH
(∇u∇p)∇u

)
+ C0(u− u0) = 0, (x, y) ∈ D.

КЗ решались конечно-разностным методом на неравномерной сетке.
Уравнения системы МКР приводятся к виду, удобному для применения
итерационного метода релаксации и Зейделя. Итерации оканчиваются,
если имеет место совпадение требуемого количества знаков в числовых
значениях приближений. Эффективность метода проверена при реше-
нии на ЭВМ модельной задачи двусторонней оценки решения уравнений
магнитостатики в объеме призматического ферромагнита.
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УДК 517.9

НЕВЫПУКЛАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ
НА ГЛАДКИХ МНОГООБРАЗИЯХ1

М. В. Балашов (Москва, Россия)
balashov73@mail.ru

Рассматривается задача минимизации невыпуклой в общем случае функции с
непрерывным по Липшицу градиентом на вещественном компактном многооб-
разии без края. Обсуждаются условия ограничения ошибки в указанной задаче,
которые могут заменить условие выпуклости. В качестве примера многообразий
рассмотрены вещественном многообразии Штифеля или Грассмана. Многобра-
зие Штифеля рассматривается как вложение в пространство матриц. Многообра-
зие Грассмана рассмотрено как вложение в пространство симметричных матриц.
В этой ситуации доказана проксимальная гладкость многообразия Штифеля с
константой 1 и многообразия Грассмана с константой 1/

√
2 в Фробениусовской

норме. Получены достаточные условия сходимости метода проекции градиента в
определенных случаях. Получены формулы для вычисления метрической проек-
ции на указанные многообразия для точек, достаточно близких к многообразию
(не далее константы проксимальной гладкости).

Ключевые слова: невыпуклая оптимизация, условие ограничения ошибки, прок-
симальная гладкость, гладкое многообразие, многообразие Штифеля, многооб-
разие Грассмана.

NONCONVEX OPTIMIZATION
ON SMOOTH MANIFOLDS1

M. V. Balashov (Moscow, Russia)
balashov73@mail.ru

The problem of minimization for a nonconvex in general function with Lipschitz
continuous gradient on a smooth manifold without egde is considered. Error bound
conditions which can replace the convexity condition are discussed in this problem.
As an example of manifolds the real Stiefel or Grassmann manifolds are considered.
The Stiefel manifold is embedded in a matrix space. The Grassmann manifold is
embedded in a space of symmetric matrices. Proximal smoothness of the Stiefel
manifold with constant 1 and the Grassmann manifold with constant 1/

√
2 in the

Frobenius norm is proved in this situation. Sufficient conditions of convergence for the
gradient projection algorithm are obtained in certain cases. Formulas for calculating
the metric projection onto considered manifolds for sufficiently close points (not
further than proximal smoothness constant) are obtained.

Keywords: nonconvex optimization, error bound condition, proximal smoothness,
smooth manifold, Stiefel manifold, Grassnmann manifold.

Рассмотрим задачу
min
S
f(x), (1)

где S — компактное гладкое многообразие без края, а функция f имеет
липшицев градиент f ′ с константой L1 > 0. Мы будем предполагать, что
S задаётся системой S = {x ∈ Rn | g(x) = 0}, g : Rn → Rm, m < n. Для

матрицы Якоби g′(x) =
(
∂gi(x)
∂xj

)
i=1...m,j=1...n

∈ Rm×n ранг rank g′(x) = m

1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 16-11-10015).
1The article is done with the financial support of RSF (project № 16-11-10015).
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для всех x ∈ S. Определим ̺S(X) = ̺(x, S) = inf
a∈S
‖x − a‖ — расстоя-

ние от точки x до множества S. Мы будем предполагать проксимальную
гладкость S [1,2] с константой R > 0. Последнее эквивалентно тому, что
для каждой точки x ∈ US(R) = {x ∈ Rn | 0 < ̺S(x) < R} существу-
ет единственная метрическая проекция PSx на множество S, которая
непрерывна по x ∈ US(R).

Пусть Ω — множество стационарных точек в (1), т.е. Ω = {x∗ ∈
S | f ′(x∗) ∈ −N(S, x∗)}. Для проксимально гладкого множества в ка-
честве N(S, x∗) можно понимать любой нормальный конус (они все сов-
падают). Рассмотрим алгоритм поиска стационарной точки в задаче (1),
а также точек минимума.

Обычно при решении задачи (1) используются шаги метода проекции
градиента, ассоциированные с геодезическими на многообразии S [3].

Мы предлагаем подход [4, 5], в котором метод проекции градиента
записывается в стандартном виде

x0 ∈ S, xk+1 = PS(xk − tf ′(xk)), k = 0, 1, . . . . (2)

Пусть Gt(x) = 1
t (x−PS(x−tf ′(x))), x ∈ S, — градиентное отображение

[6], а PTxf
′(x) — проекция f ′(x) на касательное подпространство Tx ко

множеству S в точке x ∈ S, т.е.

PTxf
′(x) =

(
In − g′(x)T

(
g′(x)g′(x)T

)−1
g′(x)

)
f ′(x),

In — единичная n× n матрица.
Рассмотрим некоторые условия ограничения ошибки: существует та-

кое µ > 0, что µ̺Ω(x) ≤ ‖PTxf ′(x)‖ (будем называть это условие каса-
тельное ограничение ошибки или tEB) или µ̺Ω(x) ≤ ‖Gt(x)‖ для всех
x ∈ S (будем называть это условие градиентное ограничение ошибки или
gEB). Условие tEB предложил А. Тремба.

Свойства tEB и gEB позволяют получить сходимость метода проек-
ции градиента со скоростью геометрической прогрессии в ряде случаев.

Пусть в задаче min
x∈Q

f(x) выполнено условие gEB и Ω есть множество

глобальных минимумов функции f на множестве Q ∩ {x ∈ Rn | f(x) ≤
f(x0)}, где x0 ∈ Q. В работе [5] доказано, что если множество Q ⊂ Rn

проксимально гладкое с константой R > 0 (Q не обязательно является
многообразием), а функция f : Rn → R липшицева с константой L0 и
ее градиент f ′ липшицев с константой L1, то при выборе 0 < t ≤ 1

L1+
3L0
R

метод проекции градиента (2) для задачи min
x∈Q

f(x) с начальным условием

x0 сходится со скоростью геометрической прогрессии.
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Пусть в задаче (1) множество Ω есть множество глобальных миниму-
мов функции f на множестве S ∩ {x ∈ Rn | f(x) ≤ f(x0)}, где x0 ∈ S. В
работе [4] для гладкого и проксимально гладкого многообразия S ⊂ Rn

размерности n − 1 предложен алгоритм в духе метода проекции гради-
ента: zk = xk + tPTxkf

′(xk), xk+1 = PSzk. При выборе 0 < t ≤ 1

L1+
2L0
R

и

выполнении условия Лежанского-Поляка-Лоясевича [4], т.е.

∃µ > 0 : µ(f(x)− f(Ω)) ≤ ‖PTxf ′(x)‖2, ∀x ∈ S,
которое эквивалентно условию gEB, указанный метод также сходится со
скоростью геометрической прогрессии.

Аналогичный алгоритм можно предложить и в случаем многообразия
S любой размерности.

Рассмотрим z = (x, λ) ∈ Rn+m и F (z) =

(
f ′(x) + g′(x)Tλ

g(x)

)
. Пусть

λ(x) = −
(
g′(x)g′(x)T

)−1
g′(x)f ′(x) для всех x ∈ S. Заметим, что f ′(x) +

g′(x)Tλ(x) = PTxf
′(x) для всех x ∈ S.

Центральным моментом является следующий результат.

Теорема 3. Пусть в задаче (1) функции f и g дважды непрерывно
дифференцируемы и вторые производные имеют липшицев градиент.
Пусть множество стационарных точек Ω конечно и в каждой из то-
чек x0 ∈ Ω матрица

F ′z(x0, λ(x0)) =


 f ′′(x0) +

m∑
i=1

λi(x0)g
′′
i (x0) g′(x0)T

g′(x0) 0




невырождена. Тогда выполнено tEB: существует такое число µ > 0,
что

µ̺(x,Ω) ≤ ‖PTxf ′(x)‖ ∀x ∈ S.
Доказательство. В невырожденной задаче множество стационарных то-
чек конечно (Ω = {xj}Jj=1). Это легко доказать от противного. Заметим
также, что функция S ∋ x → λ(x) липшицева, обозначим её константу
Липшица через Lλ.

По определению стационарных точек F (xj, λ(xj)) = 0 для всякого
xj ∈ Ω. Тогда из дифференцируемости F (z) по формуле Тейлора имеем
для любого j ∈ {1, . . . , J} при ̺→ +0 асимптотическое равенство

Fx(x) = F (x, λ(x))− F (xj, λ(xj)) = F ′(xj, λ(xj))

[
x− xj

λ(x)− λ(xj)

]
+ oj(̺),
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где ̺ =
√
‖x− xj‖2 + ‖λ(x)− λ(xj)‖2 ≤ ‖x− xj‖

√
1 + L2

λ.
Пусть σ0 > 0 удовлетворяет условию ‖F ′(xj, λ(xj))−1‖ ≤ σ0, j =

1, ..., J . По теореме Банаха об обратном операторе это эквивалентно усло-
вию

‖F ′(xj, λ(xj))h‖ ≥
1

σ0
‖h‖, ∀h ∈ Rn+m, j = 1, ..., J.

Выберем число ℓ > 0 настолько малое, что для всех j = 1, ..., J и h ∈
Rn+m, ‖h‖ ≤ ℓ, выполняется ‖oj(‖h‖)‖ ≤ 1

2σ0
‖h‖.

Зафиксируем x ∈ S, ρ(x,Ω) ≤ ℓ√
1+L2

λ

. Используя разложение Тейлора

относительно ближайшей к x стационарной точки xj с учетом ̺ ≤ ‖x−
xj‖

√
1 + L2

λ ≤ ℓ имеем

‖Fx(x)‖ ≥
∥∥∥∥∥F

′(xj, λ(xj))

[
x− xj

λ(x)− λ(xj)

]∥∥∥∥∥− ‖oj(̺)‖ ≥
1

σ0
̺− 1

2σ0
̺ =

1

2σ0
̺

≥ 1

2σ0
‖x− xj‖ =

1

2σ0
ρ(x,Ω).

Таким образом, выполняется условие tEB

‖PTxf ′(x)‖ = ‖Fx(x)‖ ≥ µρ(x,Ω), ∀x ∈ ∪Jj=1intBr(xj), (3)

где µ = 1/(2σ0), r = ℓ√
1+L2

λ

.

На оставшемся компактном множестве S1 ={
x ∈ S : ρ(x,Ω) ≥ ℓ√

1+L2
λ

}
функция Fx(x) непрерывная, и, в силу

отсутствия в S1 стационарных точек, ‖Fx(x)‖ > 0 для всех x ∈ S1. По
теореме Вейерштрасса существует число b > 0 такое, что ‖Fx(x)‖ ≥ b > 0
для всех x ∈ S1. Посокольку diamS = supx,y∈S ‖x− y‖ ≥ ρ(x,Ω), то

‖Fx(x)‖ ≥ b ≥ b

diamS
ρ(x,Ω), ∀x ∈ S : ρ(x,Ω) >

ℓ√
1 + L2

λ

. (4)

Комбинируя неравенства (3) и (4), получаем условие tEB на всём мно-
жестве S:

‖Fx(x)‖ ≥ min
{ 1

2σ0
,

b

diamS

}
ρ(x,Ω), ∀x ∈ S.

Будем называть задачу (1) невырожденной, если выполнены усло-
вия теоремы 3. Например, условие теоремы выполнено для квадратич-
ной функции f(x) = (x,Λx) на единичной евклидовой сфере, Λ =
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diag{λ1, λ2, ..., λn}, λi < λj для всех i < j, с µ = min
1≤i 6=j≤n

|λi − λj|, а так-

же, более общо, для квадратичной функции на многообразии Штифеля
Sn,k = {X ∈ Rn×k | XTX = Ik}, k ≤ n [7].

Заметим, что условие невырожденности задачи не обязательно для
выполнения условия tEB. Пусть функция x→ λ(x) непрерывно диффе-
ренцируема в некоторой окрестности множества S вида US(δ), δ > 0, и
существует такое число µ > 0, что для любой точки x∗ ∈ Ω выполнено
условие

∥∥∥∥∥F
′
z(x∗, λ(x∗))

(
In

λ′(x∗)

)
h

∥∥∥∥∥ ≥ µ‖h‖, ∀h ∈ Tx∗ ⊂ Rn.

Тогда в соответствующей задаче (1) выполнено условие tEB. Доказа-
тельство повторяет доказательство теоремы 3. Заметим, однако, что об-
ратимость матрицы F ′(x, λ(x)) в точках x ∈ Ω полезна, например, для
применения метода Ньютона.

Условия tEB и gEB эквивалентны. Покажем, что условие tEB влечет
условие gEB. Действительно, пусть x ∈ S, x1 = PS(x − tf ′(x)). Тогда
известно, что ‖PTx1f ′(x1)‖ ≤ (1 + L1t) ‖Gt(x)‖ [4, стр. 7]. Отсюда

̺(x,Ω)− ‖x− x1‖ ≤ ̺(x1,Ω) ≤
1

µ
‖PTx1f

′(x1)‖ ≤
1 + tL1

µ
‖Gt(x)‖,

̺(x,Ω) ≤
(
1 + tL1

µ
+ t

)
‖Gt(x)‖.

Рассмотрим применение полученных результатов в случае многообра-
зий Штифеля и Грассмана. Мы ограничимся вопросами оценки констан-
ты проксимальной гладкости для указанных многообразий и формулами
для нахождения метрической проекции.

Мы можем вычислить наибольшую константу проксимальной глад-
кости для этих многообразий. Многообразие Штифеля определено вы-
ше, а многообразие Грассмана можно определить по формуле Gn,k =
{XXT | X ∈ Sn,k} [8]. Заметим, что многообразие Грассмана вложено (в
определенном смысле изометрично) в пространство симметричных n×n
матриц Sym(n).

Далее мы будем рассматривать указанные реализации многообразий
Sn,k иGn,k в соответствующих евклидовых пространствах Rn×k и Sym(n)
со скалярным произведением (X, Y ) = trXTY , X, Y ∈ Rn×k, и соответ-
ствующей Фробениусовской нормой ‖X‖ =

√
(X,X).

Из [9, Proposition 7] вытекает, что многообразие Штифеля прокси-
мально гладкое с константой R = 1 во Фробениусовской норме. При
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этом PSn,k
X = UIn,kV

T , где In,k = (Ik
...0)T ∈ Rn×k, а X = UΣV T — сингу-

лярное разложение матрицы X . Здесь Σ ∈ Rn×k, а U и V ортогональные
матрицы соответствующих размеров.

Пусть X ∈ Sn,k. Тогда X = UΣV T , U ∈ O(n), V ∈ O(k), Σ =

(Ik
...0)T ∈ Rn×k (сингулярное разложение). Таким образом, любой эле-

мент XXT ∈ Gn,k может быть представлен в ввиде

XXT = UZUT , Z =

(
Ik 0

0 0

)
∈ Rn×n.

Теорема 4. Пусть Y ∈ Sym(n) и Y = W TΛW , W ∈ O(n), Λ =
diag {λ1, λ2, . . . , λn} со свойством λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk > λk+1 ≥ · · · ≥ λn,
то есть λk > λk+1. Тогда метрическая проекция PGn,k

Y = {W TZW}.

Доказательство. Легко проверить, что для произвольной ортогональ-
ной матрицы Q ∈ O(n) (Q ∈ O(k)) и для произвольной матрицы
X ∈ Rn×k выполнено равенство ‖QX‖ = ‖X‖ (‖XQ‖ = ‖X‖). Отсю-
да следует, что

‖W TΛW − UZUT‖ = ‖Λ−WUZUTW T‖ = ‖Λ−QZQT‖.

Положим Q = WU . Из равенства ‖Λ−QZQT‖2 =

‖Λ‖2 + ‖QZQT‖2 − 2(Λ, QZQT ) = ‖Λ‖2 + k − 2(Λ, QZQT )

мы получаем, что метрическая проекция матрицы Y на Gn,k реализуется
для таких матриц Q ∈ O(n), которые дают максимум выражения

(Λ, QZQT ) = trΛQZQT =
n∑

m=1

λm

k∑

i=1

Q2
mi,

т.е. когда
k∑
i=1

Q2
mi ≤ 1 для всех m и

n∑
m=1

k∑
i=1

Q2
mi = k. Следовательно

максимум (Λ, QZQT ) достигается тогда и только тогда когда матрица

Q ∈ O(n) такая, что
k∑
i=1

Q2
mi = 1 для всех 1 ≤ m ≤ k (напомним, что λ1 ≥

. . . λk > λk+1 ≥ . . . λn). Таким образом, равенство maxQ(Λ, QZQ
T ) =

k∑
m=1

λm имеет место только для матриц вида Q =

(
S 0

0 F

)
∈ Rn×n

с компонентами S ∈ O(k), F ∈ O(n − k). Из предыдущих рассуждений
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имеем ̺Gn,k
(Y ) = minQ ‖Λ−QZQT‖=

∥∥∥∥∥Λ−
(
S 0

0 F

)
Z

(
ST 0

0 F T

)∥∥∥∥∥ =

‖Λ− Z‖. Выбирая U = W T

(
S 0

0 F

)
для всех S ∈ O(k) и F ∈ O(n−k)

мы получаем ̺Gn,k
(Y ) = ‖W TΛW −W TZW‖. Следовательно W TZW ∈

PGn,k
Y . Предположим Y = W TΛW , W ∈ O(n), и UTZU ∈ PGn,k

Y для
некоторой U ∈ O(n). Тогда ̺Gn,k

(Y ) = ‖Λ − QZQT‖ для Q = WUT =(
S 0

0 F

)
для некоторых S ∈ O(k) и F ∈ O(n − k). Из равенства

W =

(
S 0

0 F

)
U мы получаем W TZW = UTZU .

Предположим, что Y = W TΛW = W T
1 Λ1W1, Λ и Λ1 — диагональные

матрицы, верхний-левый k× k и правый-нижний (n− k)× (n− k) блоки
матрицы Λ1 состоят из тех же собственных значений, что и соостветству-
ющие блоки Λ (но взятых в другом порядке); W,W1 ∈ O(n). Аналогично
с предыдущими рассуждениями легко показать, что W T

1 ZW1 = W TZW .
Следовательно PGn,k

Y одноточечно.

Дальнейшие результаты были доказаны вместе со студентом Р. Ка-
маловым.

Заметим, что для матрицы Y ∈ Sym(n) со свойством ̺Gn,k
(Y ) = ‖Λ−

Z‖ < 1/
√
2 мы получаем Λ = diag {1 + ε1, . . . , 1 + εk, εk+1, . . . εn}, где

n∑
i=1

ε2i <
1
2 . Для всех i, j имеем ε2i + ε2j <

1
2 , 1 + εi > 0 и

(1 + εi)
2 − ε2j = 1 + 2εi + 2ε2i − (ε2i + ε2j) > 1 + 2εi + 2ε2i −

1

2
≥ 0.

Следовательно, 1+ εi = |1+ εi| > |εj| ≥ εj для всех 1 ≤ i ≤ k, j ≥ k+1.
В силу предыдущих рассуждений множество PGn,k

Y одноточечно. Итак,
для всякого Y ∈ Sym(n) с ̺Gn,k

(Y ) < 1/
√
2 существует единственная

метрическая проекция PGn,k
Y . Значит, Gn,k проксимально гладкое мно-

жество с константой R = 1/
√
2.

Рассмотрим Λ = diag {1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k−1 раз

, 1/2, 1/2, 0, . . . 0} ∈ Sym(n).

Для блочно-диагональной матрицы Q(ϕ), состоящей из блоков Ik−1,(
cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

)
(ϕ ∈ [0, 2π)) и In−k−1 мы получаем, что P (ϕ) =
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Q(ϕ)ZQT (ϕ) =

=




Ik−1 0 0

0

(
cos2 ϕ − sinϕ cosϕ

− sinϕ cosϕ sin2 ϕ

)
0

0 0 0n−k−1




даёт равенство ‖Λ − P (ϕ)‖ = 1/
√
2. Поэтому константа R = 1/

√
2

неулучшаема (нельзя увеличить).

Мы хотим обратить внимание на то, что рассмотренное вложение
многообразия Грассмана в пространство Sym(n) не единственно возмож-
ное и другие вложения (см. детали в [8]) могут давать иные оценки для
константы проксимальной гладкости R.
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Рассмотрено орторекурсивное разложение в пространстве дважды интергируе-
мых на отрезке функций. Приведены асимптотические формулы для коэффи-
циентов орторекурсивного разложения по системе характеристических функций
двоичных промежутков в случаях дифференцируемых функций и функций, име-
ющих в исследуемой точке разрыв 1-го рода.

Ключевые слова: орторекурсивное разложение, двоичные интервалы, асимптоти-
ка.

ON THE ASYMPTOTIC PROPERTIES OF THE
COEFFICIENTS OF ORTHORECURSIVE EXPANSIONS

IN A SYSTEM OF INDICATORS OF DYADIC INTERVALS
I. S. Baranova (Moscow, Russia)

irarinoka@gmail.com

An orthorecursive expansion in the space of square-integrable functions on an interval
is considered. Asymptotic formulas are given for the coefficients of orthorecursive
expansion in the system of indicators of dyadic intervals in the cases of differentiable
functions and functions having a discontinuity of the first kind at the point under
study.

Keywords: orthorecursive expansion, dyadic intervals, asymptotics.

Введение

Орторекурсивные разложения [1, 2] представляют собой естественное
обобщение классических разложений в ряды Фурье по ортогональным
системам, применимое в случае переполенных систем. Орторекурсивные
разложения по конкретным системам рассматривались в работах [1, 2,
4–6], общие свойства орторекурсивных разложений — в работах [2, 3, 7,
8].

Определение орторекурсивных разложений в общем случае приведе-
но в работе [2]. Рассмотрим частный случай.

Пусть H = L2[0, 1] — пространство вещественных функций, ин-
тегрируемых с квадратом на отрезке [0, 1], со скалярным произведе-
нием (f, g)2 =

´

[0,1] f(t)g(t)dt. Зададим систему {χk} характеристиче-
ских функций двоичных отрезков: для каждого k = 2n + j (n ∈ Z+,
j ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1})
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∆k =

[
j

2n
,
j + 1

2n

]
, χk(x) =

{
1, x ∈ ∆k;

0, x /∈ ∆k.

При этом отрезки и соответствующие им функции делятся на группы
(пачки) по номеру n и каждая следующая пачка отрезков получается из
предыдущей делением отрезков пачки пополам.

Орторекурсивные разложения по системам характеристических
функций промежутков рассматривались в работе [2], по обобщениям та-
ких систем — в работе [4]. В соответствии с результатами [3] орторекур-
сивное разложение по системе характеристических функций двоичных
промежутков абсолютно устойчиво к погрешностям в вычислении коэф-
фициентов и к возмущениям самой системы.

Пусть функция f ∈ L2[0, 1]. Коэффициенты и остатки ее орторекур-
сивного разложения по системе {χk} имеют следующий вид:

1) f̂1 =
1
|∆1|

´

∆1

fdt, r1(f) = f − f̂1χ1;

2) f̂n+1 =
1

|∆n+1|
´

∆n+1

rn(f)dt, rn+1(f) = f −
n+1∑
k=1

f̂kχk.

Для произвольной фиксированной точки x0 из интервала (0,1), не яв-
ляющейся двоично-рациональной (т.е. x0 6= q

2k
, q, k ∈ Z+), и для любого

номера n ∈ Z+ обозначим через cfn(x0) коэффициент разложения f по
той функции n-й пачки, носитель которой содержит x0, т.е.

cfn(x0) = f̂2n+s, где 0 6 s < 2n,
s

2n
< x0 <

s+ 1

2n
.

Представленные в настоящей работе результаты устанавливают связь
между свойствами функции f вблизи точки x0 и свойствами последова-
тельности {cfn(x0)}∞n=0.

Для их формулировки потребуется ввести ряд дополнительных обо-
значений, характеризующих положение точки x0 относительно двоично-
рациональных точек отрезка [0, 1].

Для каждого n ∈ Z+ обозначим через In отрезок из n-й пачки, содер-
жащий x0. Для n > 1 обозначим În = In−1 \ In. Заметим, что отрезок In
всегда является одной из половин отрезка In−1.

Далее, для каждого n ∈ Z+ через через dn(x0) обозначим разность
между серединой отрезка In и точкой x0, а через qn(x0) — ближайшую к
x0 точку вида m

2n (m ∈ {0, . . . , 2n}). Такой точкой всегда будет являться
один из концов отрезка In. Также обозначим pn(x0) = x − qn(x0). При
этом pn(x0) ∈ (−2−n−1, 2−n−1). Введем еще одну величину:

Pn(x) = 2npn(x) =
pn(x)

|In|
∈ (−1

2
,
1

2
).
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Для получения представленных ниже результатов были использова-
ны несколько вспомогательных утверждений. Наиболее содержательным
из них представляется следующее.

Лемма При каждом n ∈ N справедлива формула

cfn(x0) = 2n−1



ˆ

In

−
ˆ

În


 f(t)dt.

Из полученной формулы явно видно, что значения cfn(x0) зависят от
значений функции f на стягивающейся к точке x0 системе отрезков. Та-
ким образом, становится естественным предположение о связи между
свойствами этой последовательности и локальными (вблизи точки x0)
свойствами функции f .

Основные результаты

Теорема 1. Пусть f — один из представителей класса эквивалентных
функций из L2[0, 1] и f ∈ Dk(x0), k ≥ 1, f ′(x0) = ... = f (k−1)(x0) = 0,
f (k)(x0) 6= 0. Тогда с точностью до o(2−kn) при n→∞ величина cfn(x0)
зависит только от положения точки x0 и значения f (k)(x0), а именно:

cfn(x0) = 2n
f (k)(x0)

k!
gk(n, x0) + o(2−nk), n→∞,

где gk(n, x0) =
1
2

(
´

In

−
´

În

)
(x− x0)

kdx =

= − sgn(dn−1(x0))
k+1

∑
s четное
2≤s≤k+1

Cs
k+12

−nsdk+1−s
n−1 (x0).

В частности,

cfn(x0) ∼ − sgn(dn−1(x0))
f ′(x0)

2
2−n, n→∞, при k = 1.

Теорема 2. Пусть f — один из представителей класса эквивалент-
ных функций из L2[0, 1] и существуют односторонние пределы f(x0±0)
функции f в точке x0, δ = f(x0− 0)− f(x0+0), т.е. функция f имеет
в точке x0 разрыв 1-го рода с величиной скачка δ 6= 0 или при δ = 0
непрерывна в точке x0 либо имеет в ней устранимый разрыв. Тогда с
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точностью до o(1), n→∞, величина cfn(x0) зависит только от поло-
жения точки x0 и величины скачка, а именно:

cfn(x0) = Pn−1(x0)δ + o(1), n→∞.
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Для изложения основных результатов, полученных в работе, введем
следующие обозначения. Пусть C — комплексная плоскость, C+ = {z ∈
C : Im z > 0} — верхняя полуплоскость, H(C+) — множество голоморф-
ных в C+ функций,

Bp(ζ, ζk) =
+∞∏

k=1

(
1− 2yk(i+ ζ)

i(i+ ζk)(ζk − ζ)

)
· exp

p∑

j=1

1

p

(
2yk(i+ ζ)

i(i+ ζk)(ζk − ζ)

)p

- бесконечное произведение типа Вейерштрасса, {ζk} — произвольная

последовательность точек из C+ , для которой
+∞∑
k=1

(Im ζk)
p+1

|ζk + i|2(p+1)
< +∞.

Скажем, что функция из класса Ns(C+), s ≥ 2, если она голоморфна
в C+ и удовлетворяет условию

Ns(C+) =



f ∈ H(C+) :

+∞
ˆ

0

+∞
ˆ

−∞

ln+ |f(x+ iy)|
1 + |x+ iy|2s dx dy < +∞



 ,

где ln+|a| = max(ln|a|, 0).
Исследование свойств корневых множеств и построение факториза-

ционных представлений привлекло внимание классиков комплексного
анализа ещё в начале прошлого столетия. В этой связи отметим клас-
сические работы К. Вейерштрасса, Ж. Адамара, Ф. Бореля, Е. Линде-
лёфа, О. Пикара и других о нулях целых функций, имеющих заданный
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рост вблизи бесконечно удалённой точки, а также работы Р. Неванлинна
и В. Н. Смирнова о внешне-внутренней факторизации классов Харди и
классов функций ограниченного вида в единичном круге. Эти вопросы
остаются в центре внимания и современных авторов, для этого доста-
точно отметить работы М. М. Джрбашяна, Б. Я. Левина, Л. А. Рубеля,
Ф. А. Шамояна и других математиков. Эти результаты изложены в хо-
рошо известных монографиях Р. Неванлинны [3], И. И. Привалова [4],
П. Кусиса [2], Д. Гарнета [1].

В работе получено полное описание корневых множеств функций из
класса Ns(C+), s ≥ 2. В частности, устанавливаются следующие резуль-
таты.

Теорема 1. Пусть zk = iyk, k = 1, 2, . . . , причём yk → +∞ при
k → +∞. Тогда следующие утверждения равносильны:

1) существует функция f ∈ Ns(C+), s ≥ 2 такая, что f(zk) = 0,
k = 1, 2, . . . , f(z) 6= 0 при z 6= zk, k = 1, 2, . . .;

2)
∑
yk≥1

1

y
2(s−1)
k

< +∞.

Теорема 2. Пусть {yk} — произвольная последовательность неот-
рицательных чисел, 0 < yk ≤ 1. Тогда следующие утверждения равно-
сильны:

1) существует функция f ∈ Ns(C+), s ≥ 2 такая, что f(iyk) = 0,
k = 1, 2, . . ., f(z) 6= 0 при z 6= iyk, k = 1, 2, . . .;

2)
+∞∑
k=1

y
2(s−1)
k < +∞.

Для рассматриваемого класса голоморфных функций получена сле-
дующая теорема о факторизации.

Теорема 3. Пусть f ∈ Ns(C+), s ≥ 2, предположим f(iyk) = 0,
k = 1, 2, . . ., f(z) 6= 0 при z 6= iyk, k = 1, 2, . . . Тогда функцию f(z)
можно представить в виде f(z) = Bp(z, yk) · g(z), где g ∈ Ns(C+),
s ≥ 2, g(z) 6= 0.
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В комплексном пространстве L1[0, 1]
n исследуется существование и единствен-

ность элемента наилучшего приближения в замыкании линейной оболочки экс-
понент со спектром из решётки в Zn.

Ключевые слова: пространство L1, чебышёвское множество, периодические функ-
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There are investigated existense and uniqueness of the best approximation element in
the closure of the linear shell of exponents with a spectrum from the sublattice of Zn

in complex space L1[0, 1]
n.

Keywords: complex L1 space, Tchebyshev sets, periodic functions.

Пусть (X, ‖ · ‖) — банахово пространство. Подпространство Y ⊂ X
называется подпространством существования, если для каждого x ∈ X
найдётся такой элемент y ∈ Y , что ‖x−y‖ = infz∈Y ‖x−z‖. Любой такой
элемент y для x называется ближайшим в Y , или элементом наилучшего
приближения. Подпространство Y ⊂ X называется подпространством
единственности, если для каждого x ∈ X существует не более одного
элемента наилучшего приближения в Y . Подпространство Y ⊂ X назы-
вается чебышёвским (в X), если Y есть и подпространство существова-
ния, и подпространство единственности в X , то есть для каждого x ∈ X
существует и единствен элемент наилучшего приближения в Y .

В 1940 году Дуб [1] доказал, что пространство Харди H1 является че-
бышёвским подпространством в пространстве комплекснозначных сум-
мируемых на [0, 1] функций L1[0, 1].

Обозначим YΛ = 〈e2πiλt〉λ∈Λ — замыкание линейной оболочки ком-
плексных экспонент e2πiλt со спектром показателей λ из некоторого мно-
жества Λ ⊂ Zn — подпространство из пространства L1[0, 1]

n комплекс-
нозначных функций n действительных переменных, суммируемых на
[0, 1]n, t = (t1, . . . , tn) ∈ [0, 1]n.

1Работа поддержана РФФИ (проект № 18-01-00333) и Программой Президента РФ “Ведущие
научные школы РФ” (грант НШ 6222.2018.1).

1This article is supported of RFBR (project № 18-01-00333) and Program of President RF “Leading
scientific schools RF” (grant НШ 6222.2018.1).
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Напомним, что пространство Харди H1 изометрически изоморфно
подпространству 〈e2πint〉n∈N ⊂ L1[0, 1].

В 1974 году Кахан [2] описал все чебышёвские подпространства YΛ в
L1[0, 1].

Теорема А ([2]). Пусть Λ ⊂ Z. Подпространство YΛ чебышёвское
в L1[0, 1] тогда и только тогда, когда Λ — бесконечная (хотя бы в одну
сторону) арифметическая прогрессия с нечетной разностью.

Обобщением бесконечной арифметической прогрессии из Z (из тео-
рем Дуба и Кахана) на множество в Zn является подрешетка из Zn.

Пусть Λ — все целочисленные линейные комбинации n целочислен-
ных векторов ω1, . . . , ωn ∈ Zn, то есть Λ = Λ(ω1, . . . , ωn) = {λ =
(λ1, . . . , λn) | λ = k1ω1 + · · · + knωn при k1, . . . , kn ∈ Z, ωj ∈ Zn, j =
1, . . . , n}. Такое множество Λ мы будем называть решёткой, или под-
решёткой Zn. Число detT = |det (γ1, . . . , γn)| называется определителем
решётки T и не зависит от выбора базиса решётки T (см., напр. [3, гл.1]).
Подрешётка Λ задаёт подпространство YΛ = 〈e2πiλt〉λ∈Λ в пространстве
L1[0, 1]

n.
Полярная решётка T ∗ (вообще говоря, не из Zn) к решётке T это

решётка, состоящая из всех таких векторов γ∗, что для каждого γ ∈ T
скалярное произведение (γ∗, γ) есть целое число. При этом detTdetT ∗ =
1 (см., напр. [3, гл.1, §5]).

Напомним, что функция φ : Rn → C называется периодической, если
φ(x+ τ) = φ(x) при τ ∈ T , где T — решётка в Rn, называемая решёткой
периодов функции φ(x).

При линейно независимых ω1, . . . , ωn ∈ Zn решётке Λ = Λ(ω1, . . . , ωn)
соответствует подпространство YΛ — подпространство периодических
функций с решёткой периодов Λ∗.

Заметим, что решётке Λ с нулевым определителем соответствует под-
пространство YΛ, не являющееся подпространством единственности в
L1[0, 1]

n.

Теорема. Пусть ω1, . . . , ωn ∈ Zn, Λ = Λ(ω1, . . . , ωn). Подпростран-
ство YΛ чебышёвское в L1[0, 1]

n тогда и только тогда, когда det Λ нечё-
тен.
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СВЕРТОЧНЫЕ МАТРИЦЫ
М. С. Беспалов (Владимир, Россия)

bespalov@vlsu.ru

Введено понятие полициркулянтных матриц. Известное утверждение о собствен-
ных числах и векторах циркулянтной матрицы перенесено на полициркулянтные.

Ключевые слова: циркулянтная матрица, свертка, дискретное преобразование
Фурье, дискретное преобразование Уолша, кронекерово произведение.

CONVOLUTIONAL MATRICES
M. S. Bespalov (Vladimir, Russia)

bespalov@vlsu.ru

The concept of polycirculant matrices is introduced. We show that the well-known
result about eigenvalues and eigenvectors of a circulant matrix is also valid for a
polycirculant matrix.

Keywords: circulant matrix, convolution, discrete Fourier transform, discrete Walsh
transform, Kronecker product.

Введение

При цифровой обработке информации [1] дискретный сигнал в виде век-
тора a кодируют с помощью дискретного ортогонального преобразова-
ния анализа A = F [a], а декодируют обратным оператором синтеза
a = F−1[A], которое запишем в матричном виде a = A · F для сигналов
a и A в виде строк. Условие ортогональности преобразований состоит в
требовании ортогональности строк матрицы F (или F−1) относительно
эрмитова дискретного скалярного произведения < a, b >=

∑N−1
k=0 akbk.

1. Основные определения и понятия

Основным примером такого оператора синтеза служит (обратное) дис-
кретное преобразование Фурье (ДПФ) с матрицей

FN =
(
ωkj

)N−1
k,j=0

, где ω = e
2πi
N . (1)

Умышленно взяли в качестве основного для исследования обратное
ДПФ, так как прямое ДПФ, заданное комплексно-сопряженной матри-
цей FN =

(
ω−kj

)N−1
k,j=0

, выглядит несколько сложнее.
Обозначим H = F2 матрицу ДПФ (1) второго порядка. Следующим

примером такого оператора служит дискретное преобразование Уолша
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(ДПУ) в нумерации Адамара с матрицей Hn = Hn⊗ в виде кронеке-
ровой степени матрицы H. Эта матрица действительная. Дальнейшим
обобщением служат комплекснозначные матрицы дискретного преобра-
зования Крестенсона (ДПК) в виде кронекеровой степени других ДПФ:
F n⊗
p . Следующим обобщением служит оператор дискретного преобразо-

вания Виленкина (ДПВ) с матрицей в виде кронекерова произведения
различных ДПФ

F = Fpn ⊗ Fpn−1
⊗ . . .⊗ Fp2 ⊗ Fp1, (2)

которую будем называть матрицей n-го уровня. Так как формула (2)
включает все предыдущие случаи, то о ней и пойдет речь.

Для выбранного набора целых чисел {pk}nk=1 через разложения чисел
k, j ∈M = {0, 1, 2, . . . ,mn − 1} в смешанной системе счисления

k =
n∑

s=1

ksms−1, где m0 = 1, mk = mk−1pk, 0 ≤ ks < ps,

вводим групповую операцию

t = k ⊕ j =
n∑

s=1

tsms−1, где ts = (ks + js) ( mod ps),

обратную к которой обозначим ⊖.
Дискретные периодические сигналы будем классифицировать и со-

ответственно называть (уровня n) в зависимости от того, относительно
какой групповой операции ⊕ и какого дискретного преобразования эти
сигналы рассматриваются:

1) при N = p имеем периодический сигнал относительно ДПФ;
2) при N = 2n имеем диадический сигнал относительно ДПУ;
3) при N = pn имеем p-адический сигнал относительно ДПК;
4) при N = mn имеем полиадический сигнал относительно ДПВ.
Определение 1. Дискретной групповой сверткой сигналов выбран-

ного типа называется сигнал c = a ∗ b, отсчеты которого

ck =
N−1∑

j=0

ajbk⊖j.

Определение 2. Полициркулянтной назовем матрицу [a], построен-
ную по сигналу a, с элементами

[a]ij = aj⊖i.

Понятие уровня переносится с сигнала на полициркулянтную матри-
цу. Полициркулянтная матрица уровня 1 это известная [2] циркулянтная
матрица для периодического сигнала.
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2. Основные утверждения

Утверждение 1. Дискретная групповая свертка двух сигналов в мат-
ричном виде равна произведению строки одного на полициркулянтную
матрицу другого: a ∗ b = a · [b] = b · [a].

Утверждение 2. ДПВ дискретной групповой свертки равно произ-
ведению (по Адамару) ДПВ исходных сигналов:

F [a ∗ b] = F [a] ◦ F [b].

Следствие 1. ДПВ произведения (по Адамару) сигналов, помноже-
ное на порядок сигнала N , равно дискретной групповой свертке ДПВ
этих сигналов:

NF [a ◦ b] = F [a] ∗ F [b].
Столбцы симметричной матрицы (2) обозначим ϕk (при нумерации с

нуля) и назовем дискретными функциями Виленкина. Их легко перену-
меровать в порядке ϕk. Следующая теорема служит обобщением извест-
ного [2] результата для циркулянтных матриц.

Теорема 1. Для любой полициркулянтной матрицы [x] собствен-
ными векторами служат дискретные функции Виленкина ϕk, отвеча-
ющими собственным числам ck =< x, ϕk >.

Следствие 2. Полициркулянтная матрица [x] диагонализируется
преобразованием подобия с матрицей ДПВ (2):

D =
1

N
F · [x] · F ,

где D = diag(c0, c1, . . . , cN−1).

Следствие 3. Спектральное разложение полициркулянтной мат-
рицы

[x] =
1

N
F ·D · F,

где F вида (2), D = diag(c0, c1, . . . , cN−1), ck =< x, ϕk >.
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СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ МАТРИЧНОГО ОПЕРАТОРА
ШТУРМА– ЛИУВИЛЛЯ С САМОСОПРЯЖЕННЫМ

КРАЕВЫМ УСЛОВИЕМ ОБЩЕГО ВИДА1
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Рассматривается матричный оператор Штурма – Лиувилля на конечном интер-
вале с условием Дирихле в одном конце интервала и самосопряженным краевым
условием общего вида в другом. Изучены свойства собственных значений и ве-
совых матриц этого оператора.

Ключевые слова: спектральный анализ, матричный оператор Штурма –
Лиувилля, асимптотика собственных значений, асимптотика весовых матриц.

SPECTRAL ANALYSIS OF THE MATRIX
STURM– LIOUVILLE OPERATOR

WITH THE SELF-ADJOINT BOUNDARY
CONDITION IN THE GENERAL FORM1

N. P. Bondarenko (Samara, Saratov, Russia)
bondarenkonp@info.sgu.ru

The matrix Sturm-Liouville operator on a finite interval with the Dirichlet boundary
condition at the first end of the interval and with the general self-adjoint boundary
condition at the second one is considered. For this operator, properties of the
eigenvalues and of the weight matrices are studied.

Keywords: spectral analysis, matrix Sturm-Liouville operator, eigenvalue asymptotics,
asymptotics of weight matrices.

Рассмотрим краевую задачу для матричного уравнения Штурма –
Лиувилля

−Y ′′(x) +Q(x)Y (x) = λY (x), x ∈ (0, π), (1)

Y (0) = 0, V (Y ) := T (Y ′(π)−HY (π))− T⊥Y (π) = 0,

которую будем обозначать через L = L(Q(x), T,H). Здесь Y (x) =
[yk(x)]

m
k=1 — вектор-функция, Q(x) = [qjk(x)]

m
j,k=1 — матрица-функция

размера m ×m с элементами qjk из класса L2(0, π), λ — спектральный
параметр, T , T⊥ и H — константные m ×m-матрицы, причем T — ор-
тогональный проектор, T⊥ = I − T , где I — единичная матрица. При
условиях Q(x) = Q∗(x) п.в. на (0, π), H = H∗, краевая задача L является
самосопряженной.

1Работа выполнена в Саратовском государственном университете при финансовой поддержке
РНФ (проект № 19-71-00009).

1The article is prepared in Saratov State University with the financial support of the Russian Science
Foundation (project No. 19-71-00009).
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Отметим, что в следующем частном случае

Q(x) = diag {qj(x)}mj=1, T = [Tjk]
m
j,k=1, Tjk =

1

m
, j, k = 1,m,

H = hT, h ∈ R,

задача L превращается в задачу Штурма – Лиувилля на графе-звезде:

−y′′j (x) + qj(x)yj(x) = λyj(x), x ∈ (0, π), j = 1,m,

yj(0) = 0, j = 1,m,

yj(π) = ym(π), j = 1,m− 1,
m∑

j=1

(y′j(π)− hyj(0)) = 0.

Дифференциальным операторам на графах посвящена обширная лите-
ратура (см., например, [1, 2]).

В данной работе изучены свойства собственных значений и весовых
матриц задачи L. Эти спектральные характеристики играют важную
роль в теории обратных спектральных задач (см. [3]).

Обозначим p := rankT , тогда rankT⊥ = m − p. Для определенности
будем считать, что 1 ≤ p < m. Введем обозначения

Ω :=
1

2

ˆ π

0

Q(x) dx,

P1(z) := zp−m det(zI − T (Ω−H)T ), P2(z) := z−p det(zI − T⊥HT⊥).

Нетрудно показать, что P1(z) и P2(z) — многочлены степеней p и
(m−p) соответственно. Все корни этих многочленов вещественные. Обо-
значим через {zk}pk=1 корни P1(z) и через {zk}mk=p+1 — корни P2(z) с
учетом кратностей и в порядке неубывания: zk ≤ zk+1, k = 1, p− 1 и
k = p+ 1,m− 1.

Теорема 1. Спектр задачи L представляет собой счетное мно-
жество собственных значений, которые можно пронумеровать как
{λnk}n∈N, k=1,m с учетом кратностей в порядке неубывания: λn1,k1 ≤
λn2,k2, если (n1, k1) < (n2, k2). При этом для ρnk :=

√
λnk выполняются

асимптотические формулы

ρnk = n− 1

2
+
zk
πn

+
κnk
n
, k = 1, p,

ρnk = n+
zk
πn

+
κnk
n
, k = p+ 1,m,

где n ∈ N, {κnk} ∈ l2.
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Решением Вейля называется матричное решение Φ(x, λ) =
[Φjk(x, λ)]

m
j,k=1 уравнения (1), удовлетворяющее условиям Φ(0, λ) = I ,

V (Φ) = 0. Матрица-функция M(λ) := Φ′(0, λ) называется матрицей
Вейля. Она мероморфна в λ-плоскости, все ее особенности являются
простыми полюсами и совпадают с собственным значениями задачи L.
Введем весовые матрицы: αnk := − Res

λ=λnk
M(λ), n ∈ N, k = 1,m.

Рассмотрим в последовательности {λnk}n∈N, k=1,m произвольную мак-
симальную по включению группу кратных собственных значений λn1,k1 =
λn2,k2 = . . . = λnr,kr , (nj, kj) < (nj+1, kj+1), j = 1, r − 1. Очевидно, αn1,k1 =
αn2,k2 = . . . = αnr,kr . Введем обозначения α′n1,k1

:= αn1,k1, α
′
nj ,kj

:= 0,

j = 2, r. В итоге мы получили последовательность {α′nk}n∈N, k=1,m.
Обозначим

αIn :=

p∑

k=1

α′nk, αIIn :=
m∑

k=p+1

α′nk,

α(s)
n :=

p∑

k=1
zk=zs

α′nk, s = 1, p, α(s)
n :=

m∑

k=p+1
zk=zs

α′nk, s = p+ 1,m.

Теорема 2. Весовые матрицы эрмитовы и неотрицательно опре-
делены: αnk = α∗nk, n ∈ N, k = 1,m. Ранги весовых матриц совпадают с
кратностями соответствующих собственных значений. Справедливы
асимптотические формулы

αIn =
2(n− 1/2)2

π

(
T +

Kn

n

)
, αIIn =

2n2

π

(
T⊥ +

Kn

n

)
,

α(s)
n =

2n2

π
(A(s) +Kn), s = 1,m,

где A(s) — константные матрицы, формулы для них приведены в [4].
Обозначение {Kn} используется для различных матричных последова-
тельностей, таких что {‖Kn‖} ∈ l2.
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ОБ ИНДИКАТОРАХ ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ
С КОРНЯМИ НУЛЕВОЙ НИЖНЕЙ ПЛОТНОСТИ,

ЛЕЖАЩИМИ НА ЛУЧЕ1

Г. Г. Брайчев (Москва, Россия)
braichev@mail.ru

Для целой функции нецелого порядка с отрицательными корнями, имеющими ну-
левую нижнюю плотность, приводятся точные оценки индикаторов роста. В неко-
торых случаях даются точные формулы для вычисления индикаторов.

Ключевые слова: целая функция, индикатор и нижний индикатор роста, верхняя
и нижняя плотности корней.

ON INDICATORS OF AN ENTIRE FUNCTION
WITH ROOTS ZERO LOWER DENSITY,

LYING ON A RAY1

G. G. Braichev (Moscow, Russia)
braichev@mail.ru

For an entire function of non-integer order with negative roots having zero lower
density, accurate estimates of the growth indicators are given. Some subclasses provide
exact formulas for indicators.

Keywords: entire function, indicator and lower growth indicator, upper and lower
density of roots.

Введение

Стандартными характеристиками роста целой функции f(z), описываю-
щими ее поведение на лучах arg z = θ комплексной плоскости, являются
ее индикатор и нижний индикатор при порядке ρ > 0 :

hρ (f, θ) = lim
r→+∞

ln
∣∣f(reiθ)

∣∣
rρ

,

h ρ (f, θ) = sup
E0

lim
r→+∞, r /∈E0

ln
∣∣f(reiθ)

∣∣
rρ

, θ ∈ [−π, π].

Супремум во второй формуле берется по всем множествам нулевой от-
носительной меры (см. [1]).

Мы устанавливаем связь этих характеристик целой функции с ростом
ее корней. Считаем, что все корни расположены на одном (отрицатель-
ном) луче, т. е. Λ = Λf = (λn)

∞
n=1, где

0 > λ1 > λ2 > . . . > λn > . . . , lim
n→∞

λn = −∞.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00236).
1The article is done with the financial support of RFBR (project No. 18-01-00236).)
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Скорость стремления корней к бесконечности характеризуется верхней
и нижней ρ-плотностями

∆ ρ(Λ) = lim
n→∞

n

|λn|ρ
, ∆ ρ(Λ) = lim

n→∞

n

|λn|ρ
. (1)

В случае, когда последовательность (отрицательных) корней Λ = Λf
целой функции f(z) нецелого положительного порядка ρ является из-
меримой, т. е. когда ∆ ρ(Λ) = ∆ ρ(Λ) = β, известна следующая точная
формула для вычисления индикаторов (см. [1], [2]) :

hρ (f, θ) = h ρ (f, θ) =
πβ

sin πρ
cos ρθ , θ ∈ (−π, π).

Если же корни целой функции неизмеримы, т. е. ∆ ρ(Λ) < ∆ ρ(Λ), то
подобные формулы для индикаторов неизвестны. Мы восполняем этот
пробел, приводя формулы и точные оценки индикаторов.

Основные результаты

Для формулировки результатов нам понадобятся дополнительные све-
дения. Используем интегральное представление, полученное в рабо-
те [2, теорема 7.2.1]. Запишем его в удобной для нас форме

ln |f(reiθ)|
rρ

=

+∞
ˆ

0

n(rτ)

(rτ)ρ
Kp(τ, θ) dτ, θ ∈ (−π, π),

где n(t) = nΛ(t) = max {n : |λn| 6 t} — считающая функция последова-
тельности корней f(z), p = [ρ] — целая чаcть числа ρ, γ = {ρ} — его
дробная чаcть; ядро Kp(τ, θ) имеет вид

Kp(τ, θ) = (−1)p τ
γ−1(τ cos(p+ 1)θ + cos pθ)

τ 2 + 2τ cos θ + 1
.

Пусть τθ = − cos pθ

cos(p+ 1)θ
. Введем следующие множества.

Γ(+)
p = {θ ∈ [0, π) : Kp(τ, θ) > 0 для всех τ > 0} ,

Γ(−)
p = {θ ∈ [0, π) : Kp(τ, θ) 6 0 для всех τ > 0} .

В случае, когда τθ > 0, символом Γ
(±)
p обозначаем множество тех значе-

ний θ ∈ [0, π), для которых Kp(τ, θ) меняет знак с плюса на минус при

переходе через точку τθ, а символом Γ
(∓)
p — с минуса на плюс.
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Далее считаем, что последовательность корней Λ = Λf целой функ-
ции f(z) подчинена дополнительным требованиям

∆ ρ(Λ) = 0, ∆ρ(Λ) = β ∈ (0, +∞). (2)

Сформулируем основные утверждения.

Теорема 1. Пусть f(z) — целая функция порядка ρ ∈ (0, +∞) \ N
с отрицательными корнями, подчиненными требованию (2), и p = [ρ].
Тогда нижний индикатор функции f(z) удовлетворяет неравенству

h ρ (f, θ) 6 0, θ ∈ (−π, π),

причем h ρ (f, θ) ≡ 0, θ ∈ Γ
(+)
p .

Индикатор функции f(z) удовлетворяет неравенству

hρ (f, θ) > 0, θ ∈ (−π, π),

причем hρ (f, θ) ≡ 0, θ ∈ Γ
(−)
p .

Этот общий результат действует при любом фиксированном значе-
нии β. Для уточнения приведенных оценок потребуется еще одно опре-
деление. Запишем последовательность корней f(z) в виде, учитывающем
их кратности:

Λ = Λf : 0 > λ1 = . . . = λn1
> λn1+1 = . . . = λn2

> . . . .

Тогда формулы для плотностей (1) можно конкретизировать так

∆ ρ(Λ) = lim
k→∞

nk
|λnk|ρ

, ∆ ρ(Λ) = lim
k→∞

nk
|λnk+1

|ρ . (3)

Будем говорить, что последовательность Λ полуизмерима (при задан-
ном показателе ρ > 0), если ее верхняя (или нижняя) ρ-плотность зада-
ется обычным, а не верхним (соответственно, нижним) пределом в (2),
т. е. если существует хотя бы один из пределов

∆ ρ(Λ) = lim
k→∞

nk
|λnk|ρ

или ∆ ρ(Λ) = lim
k→∞

nk
|λnk+1

|ρ .

Справедлив следующий результат.

Теорема 2. Пусть f(z) — целая функция порядка ρ ∈ (0, +∞) \ N
с отрицательными корнями, подчиненными условию (2), и p = [ρ].
Тогда для нижнего индикатора и индикатора f(z) верны точные оценки

h ρ (f, θ) 6 β inf
a>0

{
a−ρIp(a, θ)

}
, θ ∈ Γ(−)

p ,
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hρ (f, θ) > β sup
a>0

{
a−ρIp(a, θ)

}
, θ ∈ Γ(+)

p ,

где величина Ip(a, θ) задается формулой

Ip(a, θ) =
1

2
ln

(
a2 + 2a cos θ + 1

)
+

p∑

n=1

(−1)n a
n

n
cosnθ.

Если дополнительно известно, что последовательность корней функ-
ции f(z) полуизмерима, то эти оценки выполнены и для значений

θ ∈ Γ
(∓)
p ∪ Γ

(±)
p .

Противоположные неравенства (следовательно, и равенства) справед-
ливы для функций с быстрорастущими (по модулю) последовательностя-
ми корней Λf . Так называются последовательности, удовлетворяющие
условию

lim
k→∞

|λnk+1
|

|λnk|
=∞.

Следующая теорема дает формулы для вычисления индикаторов це-
лых функций из выделенного класса.

Теорема 3. Пусть f(z) — целая функция порядка ρ ∈ (0, +∞) \ N
с отрицательными быстрорастущими корнями конечной верхней
ρ-плотности, равной β. Тогда для индикаторов f(z) верны равенства

h ρ (f, θ) = β inf
a>0

{
a−ρIp(a, θ)

}
, θ ∈ (−π, π),

hρ (f, θ) = β sup
a>0

{
a−ρIp(a, θ)

}
, θ ∈ (−π, π),

с величиной Ip(a, θ) из теоремы 2.
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УДК 517.9

СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ
С СУММИРУЕМЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ

НА ГРАФЕ ИЗ ДВУХ РЕБЕР С ЦИКЛОМ1

М. Ш. Бурлуцкая, Я. П. Коржова (Воронеж, Россия)
bmsh2001@mail.ru

Методом Фурье получено классическое решение смешанной задачи для волнового
уравнения с суммируемым потенциалом на простейшем геометрическом графе,
состоящем из двух ребер, одно из которых образует цикл. Используется подход,
базирующийся на методе контурного интегрирования резольвенты оператора, ко-
торый позволяет с помощью специального преобразования формального ряда
получить классическое решение задачи, и при этом избежать трудоемкого иссле-
дования уточненных асимптотик собственных значений и собственных функций
соответствующего оператора.

Ключевые слова: смешанная задача, волновое уравнение, геометрический граф,
метод Фурье.

MIXED PROBLEM FOR A WAVE EQUATION
WITH INTEGRABLE POTENTIAL ON A TWO-EDGE

GRAPH CONTAINING A CYCLE1

M. Sh. Burlutskaya, Ya. P. Korzhova (Voronezh, Russia)
bmsh2001@mail.ru

A mixed problem for a wave equation with integrable potential on a two-edge graph
containing a cycle is considered. The approach used is based on the contour integration
of the operator’s resolvent. With the help of a special transformation of a formal series,
a classical solution of the problem by the Fourier method is obtained. This approach
makes it possible to do without an expensive analysis of improved asymptotics for the
eigenvalues and eigenfunctions of the operator.

Keywords: mixed problem, wave equation, geometric graph, Fourier method.

Рассматривается смешанная задача для волнового уравнения на про-
стейшим геометрическом графе Γ = {γ1, γ2}, состоящем из двух ребер,
одно из которых γ1 образует цикл. При параметризации каждого ребра
графа отрезком [0, 1] , задача будет иметь вид:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
−Q(x)u(x, t), (1)

u1(0, t) = u1(1, t) = u2(0, t), u2(1, t) = 0, (2)

u′1x(0, t)− u′1x(1, t) + u′2x(0, t) = 0, (3)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1]. (4)

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект № 19-11-
00197, выполняемый в Воронежском госуниверситете)

1The article is done with the financial support of the Russian Science Foundation (project No. 19-11-
00197 at Voronezh State University).
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Здесь u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))
T (T — знак транспонирования), ϕ(x) =

(ϕ1(x), ϕ2(x))
T , Q(x) = diag(q1(x), q2(x)), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,+∞). Усло-

вия (2) обеспечивают непрерывность решения во внутреннем узле графа
и неподвижное закрепление свободного конца на втором ребре. Усло-
вие (3) является частным случаем условий трансмиссии [1], нулевые зна-
чения для производных в (2) берутся для простоты.

Различные задачи для волнового уравнения на геометрических гра-
фах активно изучались: имеется достаточно много результатов в случае
нулевого потенциала (см., например, [2–5]), исследовались задачи с при-
влечением теории обобщенных функций [6], а также с помощью описа-
ния дифференциального уравнения в терминах производных по мере [7],
проводилось численное решение задач [8,9].

Используя резольвентный подход (см., например, [10]), в [11] полу-
чено классическое решение смешанной задачи на графе из двух ребер-
колец, касающихся в одной точке (узле графа), в случае непрерывных
потенциалов. При этом метод Фурье применялся с использованием идей
по ускорению сходимости рядов, идущих от А.Н. Крылова, и позволя-
ющих получать классическое решение при минимальных требованиях
на начальные функции. Здесь рассматривается простейший граф иной
конфигурации. Такие простейшие графы являются базовыми: наличие
всего лишь двух ребер у графа упрощает техническую часть исследо-
вания, но позволяет понять трудности, возникающие при исследовании
подобных задач. Так, в [12], где впервые на графе Γ исследовалась сме-
шанная задача для уравнения с инволюцией, показано, что простейшим
может быть только рассматриваемый граф (на графе без цикла или с
двумя циклами постановка задачи для уравнения первого порядка ока-
зывается некорректной [12]).

Исследуем задачу (1)–(2) в предположении, что qj(x) ∈ L[0, 1] и ком-
плекснозначны. Здесь используется техника работ [13,14].

Классическим решением будем называть вектор-функцию
u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))

T , компоненты которой абсолютно непре-
рывны вместе с первой производной по x и t, удовлетворяют граничным
и начальным условиям (2)–(2), и удовлетворяют дифференциальному
уравнению (1) лишь почти всюду.

По методу Фурье, полагая в задаче (1)–(2) u1(x, t) = T (t)y1(x),
u2(x, t) = T (t)y2(x), придем к спектральной задаче для оператора

(Ly)(x) =
(
−y′′1(x) + q1(x)y1(x), −y′′2(x) + q2(x)y2(x)

)T
, y = (y1, y2)

T ,

y1(0) = y1(1) = y2(0), y2(1) = 0, y′1(0)− y′1(1) + y′2(0) = 0.

Через L0 обозначаем оператор, который есть оператор L при qj(x) ≡ 0.
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Собственные значения оператора L0 есть λ(0k)n = (ρ
(0k)
n )2, где ρ(01)n = πn,

ρ
(02)
n = b1 + 2πn, ρ(03)n = b2 + 2πn, b1,2 = −i ln((2 ±

√
5i)/3) (под ln z

понимается главное значение Lnz, при arg z ∈ (−π; π]). Собственные
значения оператора L образуют три серии: λ(k)n = (ρ

(k)
n )2 с асимптоти-

кой ρ(k)n = ρ
(0k)
n + ε

(k)
n , k = 1, 2, 3, где ε(k)n = o(1), n > n0, n0 — некоторое

достаточно большое натуральное число.
Схема резольвентного подхода с использованием идей А.Н. Крылова

по ускорению сходимости ряда предполагает преобразование формаль-
ного ряда, и разбиение его на сумму двух рядов u(x, t) = u0(x, t)+u1(x, t)
(см., например, [10, теорема 2], [11, теорема 3]). Ряд u0(x, t) оказывается
формальным рядом задачи, соответствующей задаче (1)–(2) с qj(x) = 0
и ϕ̃(x) = R0

µ0
g вместо ϕ(x), и называемой эталонной (здесь µ0 не яв-

ляется собственным значением операторов L и L0, g = (L − µ0E)ϕ).
Возможность дифференцирования ряда u1(x, t) устанавливается за счет
имеющихся оценок резольвент операторов L и L0. При этом на ϕ(x) на-
кладываются следующие требования:

ϕj(x), ϕ
′
j(x) ∈ AC[0, 1], Lϕ ∈ L2

2[0, 1],

ϕ1(0) = ϕ1(1) = ϕ2(0), ϕ2(1) = 0, ϕ′1(0)− ϕ′1(1) + ϕ′2(0) = 0.
(5)

Теорема 1. При qj(x) = 0 и ϕ̃(x) = R0
µ0
g вместо ϕ(x) классическое

решение задачи (1)–(2) существует и дается формулой

u0(x, t) =
1

2
(F (x+ t) + F (x− t)),

где вектор-функция F (x) обладает следующими свойства-
ми: F (x) и F ′(x) абсолютно непрерывны при x ∈ (−∞,+∞),
F ′′(x) ∈ L2

2[−A,A], для любого A > 0, F (x) = ϕ̃(x) = R0
µ0
g при

x ∈ [0, 1], и F (x) удовлетворяет соотношениям

F1(−x) =
1

3
[2F1(1− x) + 2F2(x)− F1(x)],

F2(−x) =
1

3
[2F1(x) + 2F1(1− x)− F2(x)],

F1(1 + x) =
1

3
[2F1(x) + 2F2(x)− F1(1− x)],

F2(1 + x) = −F2(1− x).

Теорема 2. Если qj(x) ∈ L[0, 1], вектор-функция ϕ(x) удовлетво-
ряет условиям (5), то сумма u(x, t) формального решения является
классическим решением задачи (1)–(2), когда уравнение (1) удовлетво-
ряется почти всюду.
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УДК 517.984

РАВНОМЕРНАЯ ПОЛНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ОБРАТНОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРОВ1

С. А. Бутерин (Саратов, Россия)
buterinsa@info.sgu.ru

Рассматривается возмущение оператора Штурма – Лиувилля на конечном интер-
вале с краевыми условиями Дирихле оператором свертки. Известна локальная
устойчивость и глобальная однозначная разрешимость обратной задачи восста-
новления сверточного ядра по спектру в предположении, что потенциал задан.
В работе получена равномерная полная устойчивость данной обратной задачи,
включающая равномерную оценку отклонений сверточного ядра через отклоне-
ния спектра и потенциала в пределах шаров любых фиксированных радиусов.

Ключевые слова: интегро-дифференциальный оператор, нелокальный оператор,
свертка, обратная спектральная задача, нелинейное интегральное уравнение,
равномерная устойчивость, полная устойчивость.

UNIFORM FULL STABILITY OF THE INVERSE PROBLEM
FOR INTEGRO-DIFFERENTIAL OPERATORS1

S. A. Buterin (Saratov, Russia)
buterinsa@info.sgu.ru

The perturbation of the Sturm–Liouville operator on a finite interval with Dirichlet
boundary conditions by a convolution operator is considered. Local stability and
global unique solvability of the inverse problem of recovering the convolution kernel
from the spectrum, provided that the potential is given a priori, is known. In the
present work, we establish uniform full stability of this inverse problem involving a
uniform estimate of deviations of the convolution kernel via deviations of the spectrum
and the potential within balls of any fixed radii.

Keywords: integro-differential operator, nonlocal operator, convolution, inverse
spectral problem, nonlinear integral equation, uniform stability, full stability.

Введение

Наиболее полные результаты по обратным спектральным задачам из-
вестны для дифференциальных операторов (см., например, обзор в [1]).
Для интегро-дифференциальных и других классов нелокальных опера-
торов классические методы, которые позволяют получить глобальное ре-
шение обратной задачи, не работают. Одно из первых обстоятельных ис-
следований обратной задачи для интегро-дифференциальных операто-
ров было предпринято в [2], где изучалась краевая задача L(q,M) вида

−y′′+q(x)y+
x
ˆ

0

M(x−t)y(t) dt = λy, 0 < x < π, y(0) = y(π) = 0. (1)

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-31-70005).
1The work was made under the financial support of RFBR (project No. 20-31-70005).
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Пусть q(x), M(x) – комплекснозначные функции, причем q(x) ∈ L2(0, π),
а M(x) ∈ L2,π := {f(x) : (π−x)f(x) ∈ L2(0, π)}. В [2] было установлено,
что спектр {λn}n≥1 задачи (1) имеет вид

λn = n2 + ω + κn, ω =
1

π

π
ˆ

0

q(x) dx, {κn} ∈ l2, n ≥ 1, (2)

но условие на M(x) выглядело иначе, а именно, предполагалось, что

M0(x) := (π − x)M(x), M1(x) :=

x
ˆ

0

M(t) dt ∈ L(0, π),

Q(x) :=M0(x)−M1(x) ∈ L2(0, π).





(3)

Однако в силу теоремы Фубини M0(x) ∈ L(0, π) влечет M1(x) ∈ L(0, π).
Кроме того, согласно лемме 2.4 в [3] условие (3) равносильно M(x)∈L2,π,
т.е. M0(x) ∈ L2(0, π). В [2] исследовалась следующая обратная задача.

Задача 1. По заданному спектру {λn}n≥1 найти функцию M(x) в
предположении, что потенциал q(x) известен априори.

При помощи аналога классического метода Борга (см., например, [1]),
для этой обратной задачи была доказана теорема единственности и уста-
новлена ее локальная разрешимость и устойчивость. А именно, доказа-
но, что для всякой задачи L := L(q,M) со спектром {λn}n≥1 существует
δ > 0 (зависящее от L), такое что для произвольной последовательно-
сти комплексных чисел {λ̃n}n≥1, удовлетворяющей условию ‖{λ̂n}‖l2 ≤ δ,
существует (единственная) задача L(q, M̃), для которой последователь-
ность {λ̃n}n≥1 является спектром. При этом имеют место оценки

‖M̂k‖1 ≤ CL‖{λ̂n}‖l2, k = 0, 1, ‖Q̂‖2 ≤ CL‖{λ̂n}‖l2, (4)

где CL зависит только от L. Здесь ‖ · ‖k := ‖ · ‖Lk(0,π) и γ̂ := γ − γ̃.
Отметим, что с помощью леммы 2.4 в [3] нетрудно показать, что сово-

купность оценок (4) равносильна оценке ‖M̂‖2,π := ‖M̂0‖2 ≤ C̃L‖{λ̂n}‖l2.
Позднее в [4] иным методом была получена глобальная разрешимость

задачи 1. А именно, было доказано, что для любой последовательно-
сти комплексных чисел {λn}n≥1 вида (2) и комплекснозначной функ-
ции q(x) ∈ L2(0, π) существует (единственная) функция M(x) ∈ L2,π,
такая что {λn}n≥1 является спектром соответствующей краевой задачи
L(q,M). Доказательство этого факта было основано на сведении обрат-
ной задачи к так называемому основному нелинейному интегральному
уравнению (см. ниже уравнение (9)) и доказательству его глобальной
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разрешимости в L2,π. Ранее в [3] данное утверждение было установлено
для частного случая q(x) ≡ const. Отметим, что случай произвольной
функции q(x) ∈ L2(0, π) существенно труднее. Впоследствии развитие
подхода, предложенного в [3] и [4], позволило получить глобальное ре-
шение обратных задач и для других классов интегро-дифференциальных
операторов (см. [5–16] и литературу там). Чтобы облегчить доказатель-
ство разрешимости основного уравнения обратной задачи в каждом но-
вом случае, в [17] был разработан общий подход к решению нелинейных
уравнений такого типа и доказательству их равномерной устойчивости.

В настоящей работе развитием метода, предложенного в [4], получено
следующее усиление устойчивости задачи 1, установленной в работе [2].

Теорема 1. Для любого фиксированного r > 0 имеет место оценка

‖M − M̃‖2,π ≤ Cr(‖{κn − κ̃n}‖l2 + ‖q − q̃‖2), (5)

коль скоро ‖{κn}‖l2 ≤ r, ‖q‖2 ≤ r и ‖{κ̃n}‖l2 ≤ r, ‖q̃‖2 ≤ r. Здесь числа
κn определены в (2), а числа κ̃n определяются представлением

λ̃n = n2 + ω̃ + κ̃n, ω̃ =
1

π

π
ˆ

0

q̃(x) dx, n ≥ 1,

где {λ̃n}n≥1 – спектр краевой задачи L̃ = L(q̃, M̃).

Здесь и далее одним и тем же символом Cr обозначаются различные
положительные константы в оценках, зависящие только от r.

Нетрудно показать, что оценка (5) влечет, в частности, оценки (4).
Однако, в отличие от (4), оценка (5) является равномерной по спектрам
и потенциалам обеих задач L и L̃. Кроме того, поскольку q(x) и q̃(x)
могут различаться, теорема 1 дает равномерную полную устойчивость
задачи 1, т.е. равномерную устойчивость относительно полного набора
входных данных. Заметим также, что метрика, используемая в правой
части (5), в отличие от соответствующей метрики в (4), допускает раз-
личные средние значения ω и ω̃. Также преимуществом примененного
здесь подхода является нечувствительность доказательства теоремы 1
к возможной кратности спектра, тогда как в [2] для простоты спектр
предполагался некратным. При этом обобщение метода Борга на случай
кратного спектра является далеко не тривиальной и технически слож-
ной задачей (см [18]). Отметим, что равномерная устойчивость класси-
ческой обратной задачи Штурма–Лиувилля в самосопряженном случае
была получена в [19] при дополнительном естественном ограничении, не
позволяющем соседним собственным значениям слишком сильно сбли-
жаться друг с другом. Для задачи 1 подобное ограничение не требуется.
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Схема доказательства теоремы 1

Пусть y = S(x, λ) является решением уравнения в (1) при начальных
условиях S(0, λ) = 0, S ′(0, λ) = 1. Собственные значения краевой зада-
чи (1) совпадают с нулями целой функции ∆(λ) := S(π, λ) с учетом крат-
ностей, которая называется характеристической функцией задачи (1).

Лемма 1. Положим ρ2 = λ. Имеет место представление

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
+

x
ˆ

0

P (x, t; q,M)
sin ρ(x− t)

ρ
dt, 0 ≤ x ≤ π, (6)

где P (x, t) := P (x, t; q,M) непрерывна в треугольнике 0 ≤ t ≤ x ≤ π.
Кроме того, P (x, · ) ∈ W 1

2 [0, x], x ∈ (0, π], P ( · , t) ∈ W 1
2 [t, π], t ∈ [0, π), и

P (x, 0) =
1

2

x
ˆ

0

q(t) dt, P (x, x) = 0, 0 ≤ x ≤ π. (7)

Согласно лемме 1 характеристическая функция задачи (1) имеет вид

∆(λ) =
sin ρπ

ρ
− ωπ

cos ρπ

2ρ2
+

π
ˆ

0

v(x)
cos ρx

ρ2
dx, v(x) ∈ L2(0, π). (8)

При этом имеет место представление

−v(π − x) = R(π, x; q,M), 0 < x < π, (9)

где R(x, t; q,M) = ∂
∂tP (x, t; q,M). Кроме того, очевидно, что

π
ˆ

0

v(x) dx =
ωπ

2
=

1

2

π
ˆ

0

q(x) dx. (10)

Известно, что всякая целая функция ∆(λ) вида (8) имеет бесконечное
множество нулей вида (2) и определяется по ним однозначно по формуле

∆(λ) = π
∞∏

n=1

λn − λ

n2
. (11)

Обратно, для любой последовательности {λn}n≥1 вида (2) функция ∆(λ),
построенная по формуле (11), имеет вид (8) с некоторой функцией v(x),
удовлетворяющей условию (10), (см., например, лемму 3.3 в [3]).
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На соотношение (9) можно смотреть, как на нелинейное уравнение
относительно функции M(x), которое называется основным уравнением
обратной задачи. В [4] установлено, что для любых комплекснозначных
функций q(x), v(x) ∈ L2(0, π), удовлетворяющих условию (10), нелиней-
ное уравнение (9) имеет единственное решение M(x) ∈ L2,π. Также мож-
но показать, что ‖M‖2,π ≤ Cr для любого r > 0, если ‖v‖2, ‖q‖2 ≤ r.

Итак, решение задачи 1 находится с помощью следующего алгоритма.
Алгоритм 1. Пусть задан спектр {λn}n≥1 и потенциал q(x) неко-

торой краевой задачи L(q,M).
1) В соответствии с (8) вычисляем функцию v(x) по формуле

v(x) = ω +
2

π

∞∑

k=1

(
k2∆(k2) + (−1)kωπ

2

)
cos kx, ω =

1

π

π
ˆ

0

q(t) dt, (12)

где функция ∆(λ) строится по формуле (11);
2) Находим функцию M(x), как решение основного уравнения (9).

Таким образом, для доказательства теоремы 1 достаточно показать
равномерную устойчивость обоих шагов алгоритма 1 в соответствующих
метриках. При этом без ущерба для общности можно считать, что ω = 0
и ω̃ = 0. Следующая теорема дает равномерную устойчивость шага 1).

Теорема 2. Для всякого r > 0 имеет место оценка

‖v − ṽ‖2 ≤ Cr‖{κn − κ̃n}‖l2,

коль скоро ‖{κn}‖l2 ≤ r и ‖{κ̃n}‖l2 ≤ r. Здесь функция v(x) определя-
ется формулами (11) и (12) при ω = 0, тогда как

ṽ(x) :=
2

π

∞∑

k=1

k2∆̃(k2) cos kx, ∆̃(λ) = π

∞∏

n=1

λ̃n − λ

n2
, λ̃n = n2+ κ̃n, n ≥ 1.

Наконец, развитие идей работы [4] приводит к следующей теореме,
дающей равномерную полную устойчивость основного уравнения (9).

Теорема 3. Пусть r > 0 и ‖v(x)‖2, ‖ṽ(x)‖2, ‖q(x)‖2, ‖q̃(x)‖2 ≤ r,
причем выполняется условие (10), а также соответствующее условие
для функций ṽ(x) и q̃(x). Тогда имеет место оценка

‖M − M̃‖2,π ≤ Cr(‖v − ṽ‖2 + ‖q − q̃‖2),

где M(x) — решение уравнения (9), а M̃(x) — решением уравнения

−ṽ(π − x) = R(π, x; q̃, M̃), 0 < x < π.
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УДК 517.518.224

КОЛМОГОРОВСКИЕ ПОПЕРЕЧНИКИ ПЕРЕСЕЧЕНИЙ
ВЕСОВЫХ КЛАССОВ СОБОЛЕВА НА ОБЛАСТИ1

А. А. Васильева (Москва, Российская Федерация)
vasilyeva_nastya@inbox.ru

Получены порядковые оценки колмогоровских поперечников пересечения весово-
го класса Соболева и единичного шара весового пространства Лебега на области,
удовлетворяющей условию Джона. Веса имеют вид степеней расстояния до под-
множества границы области.

Ключевые слова: колмогоровские поперечники, пересечения функциональных
классов, весовые классы Соболева.

KOLMOGOROV WIDTHS OF INTERSECTIONS
OF WEIGHTED SOBOLEV CLASSES ON A DOMAIN1

A. A. Vasil’eva (Moscow, Russian Federation)
vasilyeva_nastya@inbox.ru

Order estimates for the Kolmogorov widths of the weighted Sobolev class with the
unit ball of the Lebesgue space on a John domain are obtained. Weights are powers
of distances from a subset of the boundary.

Keywords: Kolmogorov widths, intersections of function classes, weighted Sobolev
classes.

Задачи о вложениях пересечений весовых классов Соболева (т. е.
классов с различными ограничениями на несколько производных) и изу-
чались многими авторами (см., например, [1–6]).

Задача о поперечниках пересечений весовых классов Соболева на
многомерных областях с ограничениями на производные различных по-
рядков изучалась Х. Трибелем [2], П. И. Лизоркиным и М. О. Отелба-
евым [7], К. Мынбаевым и М. О. Отелбаевым [4], И. В. Бойковым [10],
М. С. Айтеновой и Л. К. Кусаиновой [8, 9]. Отметим, что в этих рабо-
тах либо условия были такими, что ограничения на младшие производ-
ные на порядки поперечников не влияли, либо в ряде случаев не удава-
лось найти совпадающие по порядку оценки сверху и снизу (например,
для пересечений весовых классов W ki

p в весовое пространство Lq при
1 < p < 2 < q < ∞ различались оценки сверху и снизу для линейных
поперечников).

В данной работе получены порядковые оценки колмогоровских попе-
речников весовых классов Соболева (с ограничениями на 0-ю и r-ю про-
изводные) на области, удовлетворяющей условию Джона. Веса являются
функциями расстояния до h-множества (примерами таких множеств мо-
гут быть липшицевы поверхности и некоторые фракталы — например,
кривая Коха, канторово множество). Введем необходимые определения.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-00332).
1The article is done with the financial support of RFBR (project No. 19-01-00332).)
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Определение. Пусть Ω ⊂ Rd — ограниченная область, a > 0. Ска-
жем, что Ω ∈ FC(a), если существует точка x∗ ∈ Ω такая, что для
любого x ∈ Ω существуют число T (x) > 0 и кривая γx : [0, T (x)]→ Ω со
следующими свойствами:

1. γx имеет натуральную параметризацию относительно евклидовой
нормы на Rd,

2. γx(0) = x, γx(T (x)) = x∗,

3. Bat(γx(t)) ⊂ Ω для любого t ∈ [0, T (x)].

Скажем, что область Ω удовлетворяет условию Джона, если Ω ∈ FC(a)
для некоторого a > 0.

Примерами областей, удовлетворяющих условию Джона, являются
ограниченные области с липшицевой границей и снежинка Коха.

Обозначим через H совокупность всех неубывающих положительных
функций на полуинтервале (0, 1].

Определение (см. [11]). Пусть Γ ⊂ Rd — непустое компактное мно-
жество, h ∈ H. Скажем, что Γ является h-множеством, если существуют
константа c∗ ≥ 1 и конечная счетно-аддитивная мера µ на Rd такие, что
suppµ = Γ и

c−1∗ h(t) ≤ µ(Bt(x)) ≤ c∗h(t)

для любых x ∈ Γ и t ∈ (0, 1].
Пусть Ω ⊂ Rd — область с условием Джона, Γ ⊂ ∂Ω — h-множество,

h(t) = tθ, 0 ≤ θ < d, r ∈ N, 1 < p0, p1 ≤ ∞, 1 < q <∞, β, σ ∈ R,

g(x) = distβ(x, Γ), w(x) = dist−σ(x, Γ),

M =

{
f : Ω→ R :

∥∥∥∥
∇rf

g

∥∥∥∥
Lp1

(Ω)

≤ 1, ‖wf‖Lp0
(Ω) ≤ 1

}
.

Положим δ = r + d
q − d

p1
,

θ̃ =
r

d
·

σ + d−θ
q − d−θ

p0

β + σ −
(
r + d

p0
− d

p1

) (
1− θ

d

) ,

θ̂ =
σ
(
r
d +

1
q − 1

p1

)
+ β

(
1
q − 1

p0

)

β + σ −
(
r + d

p0
− d

p1

) (
1− θ

d

) .

Определим числа j0 ∈ N и θj ∈ R (1 ≤ j ≤ j0) следующим образом.
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1. При p0 ≥ q, p1 ≥ q: j0 = 2, θ1 = r
d , θ2 = θ̃.

2. При p0 > q, p1 < q ≤ 2: j0 = 3, θ1 = δ
d , θ2 = θ̃, θ3 = θ̂.

3. При p0 > q, 2 ≤ p1 < q: j0 = 4, θ1 = r
d , θ2 =

qδ
2d , θ3 = θ̃, θ4 =

qθ̂
2 .

4. При p0 > q, p1 < 2 < q: j0 = 5, θ1 = δ
d +

1
2 − 1

q , θ2 = qδ
2d , θ3 = θ̃,

θ4 = θ̂ + 1
2 − 1

q , θ5 =
qθ̂
2 .

5. При p0 ≤ q, p1 ≤ q ≤ 2: j0 = 2, θ1 = δ
d , θ2 = θ̂.

6. При p0 < q ≤ 2, p1 > q: j0 = 3, θ1 = r
d , θ2 = θ̃, θ3 = θ̂.

7. При p0 < q, q > 2, max{p0, p1} ≤ 2: j0 = 4, θ1 = δ
d +

1
2 − 1

q , θ2 =
qδ
2d ,

θ3 = θ̂ + 1
2 − 1

q , θ4 =
qθ̂
2 .

8. При p0 < q, q > 2, min{p0, p1} ≥ 2: j0 = 4, θ1 = r
d , θ2 = qδ

2d , θ3 = θ̃,

θ4 =
qθ̂
2 .

9. При p0 < q, q > 2, min{p0, p1} < 2 < max{p0, p1}: j0 = 5, θ1 =
δ
d +min

{
1
2 − 1

q ,
1
p1
− 1

q

}
, θ2 =

qδ
2d , θ3 = θ̃, θ4 = θ̂ + 1

2 − 1
q , θ5 =

qθ
2 .

Теорема. Пусть δ > 0, min{β+σ−r− d−θ
p0

+ d−θ
p1
, β+σ−r− d

p0
+ d
p1
} > 0;

θ̃ > 0 при p0 ≥ q, θ̂ > 0 при p0 < q. Предположим, что существует
j∗ ∈ {1, . . . , j0} такое, что θj∗ < minj 6=j∗ θj. Тогда

dn(M, Lq(Ω)) ≍ n−θj∗ .
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УДК 517.9

СВЯЗЬ МЕЖДУ ЛАПЛАСИАНАМИ ЛЕВИ
И КАЛИБРОВОЧНЫМИ ПОЛЯМИ

Б. О. Волков (Москва, Россия)
borisvolkov1986@gmail.com

В докладе обсуждаются теоремы типа теоремы Аккарди–Джибилиско–Воловича.
Эта теорема утверждает об эквивалентности уравнений Янга–Миллса для связ-
ности в векторном расслоении и уравнений Лапласа для лапласиана Леви. Вво-
дится семейство модифицированных лапласианов Леви, параметризованных вы-
бором кривой в группе вращений четырехмерного пространства. Показано, что
уравнения анти-автодуальности Янга–Миллса эквивалентны системе из трех
уравнений Лапласа для модифицированных лапласианов Леви из этого семей-
ства.

Ключевые слова: лапласиан Леви, калибровочные поля, уравнения Янга–Миллса,
инстантоны.

RELATIONSHIP BETWEEN LEVY LAPLACIANS
AND GAUGE FIELDS

B. O. Volkov(Moscow, Russia)
borisvolkov1986@gmail.com

The report discusses theorems of the type of the Accardi–Gibilisco–Volovich theorem.
This theorem states the equivalence of the Yang–Mills equations for a connection in a
vector bundle and the Laplace equation for the Levy Laplacian. A family of modified
Levy Laplacians, parametrized by the choice of a curve in the rotation group of four-
dimensional space, is introduced. It is shown that the anti-self-duality Yang–Mills
equations are equivalent to a system of three Laplace equations for modified Levy
Laplacians from this family.

Keywords: Levy Laplacian, gauge fields, Yang–Mills equations, instantons.

Введение

Лапласианами Леви называют дифференциальные операторы, опреде-
ленные по аналогии с оператором Лапласа для функций на L2([0, 1],R),
введенным П. Леви (см. [1]). Одна из основных причин интереса к таким
дифференциальным операторам заключается в их связи с калибровоч-
ными полями. В работе [2] Аккарди, Джибилиско и Воловича доказа-
на эквивалентность следующих утверждений: 1) связность в векторном
расслоении над Rd является решением уравнений Янга–Миллса; 2) по-
рожденный связностью параллельный перенос является решением урав-
нения Лапласа для лапласиана Леви. Для случая многообразия такая
эквивалентность была доказана в [3]. В настоящей работе обсуждается
связь лапласианов Леви и инстантонов (решений уравнений антиавтоду-
альности Янга–Миллса).
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1. Калибровочные поля

Пусть E — векторное расслоение над четырехмерным C∞-гладким ри-
мановым ориентируемым (не обязательно компактным) многообразием
M . Уравнения Янга–Миллса на связность A имеют вид:

D∗F = 0,

где F — кривизна связности A, a D∗ — оператор сопряженный к внешне-
му ковариантному дифференцированию. Уравнения антиавтодуальности
(автодуальности) на связность A имеют вид:

F = − ∗ F (F = ∗F )

где ∗ — оператор Ходжа. Инстантоны и антиинстантоны решения урав-
нений антиавтодуальности и автодуальности соответственно. Они яв-
ляются точками локального экстремума функционала действия Янга–
Миллса. Решения уравнения Янга–Миллса — это критические точки это-
го функционала. Параллельный перенос U , порожденный связностью A,
можно рассматривать как сечение в векторном расслоении над гильбер-
товым многообразием H1-кривых на M с фиксированным началом.

1. Лапласианы Леви и инстантоны

Пусть E — вещественное банахово пространство, а E∗ — сопряженное
к нему. Пусть S — линейный функционал на пространстве линейных
непрерывных операторов из E в E∗. Этот линейный функционал опре-
деляет дифференциальный оператор второго порядка D2,S на простран-
стве дважды дифференцируемых по Фреше функций на E по формуле:
D2,Sf(x) = Sf ′′(x). Лапласиан Леви, введенный в работе [2], можно за-
дать как дифференциальный оператор, порожденный некоторым линей-
ным функционалом trAGVL — следом Леви (см. [4]). След Леви определя-
ется как интегральный функционал, заданный специальным видом вто-
рой производной. Определение лапласиана Леви как дифференциально-
го оператора, порожденного trAGVL , переносится на случай многообразия
(см. [5]).

Гладкая кривая W ∈ C1([0, 1], SO(4)) поточечным левым умножени-
ем задает ортогональный оператор в L2([0, 1],R4). Модифицированный
след Леви, порожденный кривой W ∈ C1([0, 1], SO(4)), действует на би-
линейную форму K по формуле:

trWL K = trAGVL W ∗KW.
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Модифицированный след Леви ∆W
L — это дифференциальный оператор

второго порядка, порожденный следом trWL .
У группы четырехмерных вращений SO(4) есть две нормальные под-

группы S3
L
∼= SU(2) и S3

R
∼= SU(2). Алгебра Ли so(4) является прямой

суммой su(2) ⊗ su(2). Это разложение соответствует разложению про-
странства 2-форм на прямую сумму пространства антиавтодуальных и
автодуальных форм.

Теорема 1. Пусть {e1, e2, e3} — базис в алгебре Ли группы S3
L.

Пусть Wi(t) = etei для i ∈ {1, 2, 3}. Следующие условия равносильны:
1) связность A является инстантоном; 2) для параллельного переноса
U выполняются равенства ∆Wi

L U = 0 для i ∈ {1, 2, 3}.
Доказательство теоремы можно найти в [5].
При некоторых условиях уравнения антиавтодуальности Янга–

Миллса эквивалентны только одному уравнению Лапласа для модифи-
цированного лапласиана Леви.

Теорема 2. Пусть W ∈ C1([0, 1], S3
L), причем

dimspan{Ẇ (t)W−1(t)}t∈[0,1] ≥ 2.

Пусть существует точка x ∈ M , в которой F (x) = − ∗ F (x). Сле-
дующие условия равносильны: 1) связность A является инстантоном;
2) параллельный перенос U является решением уравнения Лапласа для
модифицированного лапласиана Леви ∆W

L :

∆W
L U = 0.
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АППРОКСИМАТИВНЫЕ СВОЙСТВА ЧАСТНЫХ СУММ
ФУРЬЕ В p-ВАРИАЦИОННОЙ МЕТРИКЕ

С. С. Волосивец, А. А. Тюленева (Саратов, Россия)
VolosivetsSS@mail.ru

В данной статье мы изучаем степень приближения частными суммами Фурье в p-
вариационной норме. Мы приводим два критерия сходимости этих сумм с данной
скоростью в терминах роста норм производных продифференцированных част-
ных сумм Фурье. Так же мы устанавливаем связь между приближением функции
и ее сопряженной.

Ключевые слова: функция ограниченной p-вариации, частные суммы Фурье, ско-
рость сходимости. производная, сопряженная функция.

APPROXIMATION PROPERTIES OF PARTIAL FOURIER
SUMS IN p-VARIATIONAL NORM

S. S. Volosivets, A. A. Tyuleneva (Saratov, Russia)
VolosivetsSS@mail.ru

In the paper we study the degree of approximation by Fourier partila sums in p-
variational norm. We give two criterions for convergence of these sums with a given
rate in terms of growth of norms of the differentiated Fourier partial sums. Also we
establish the connection between approximation of a function and its conjugate.

Keywords: function of bounded p-variation, partial Fourier sums, rate of convergence,
derivative, conjugate function.

Пусть f(x) ∈ L1
2π, т.е. f(x) является 2π-периодической интегрируемой

по Лебегу функцией, а ряд

a0(f)/2 +
∞∑

k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) =:
∞∑

k=0

Ak(f)(x) (1)

является рядом Фурье функции f(x). Ряд

∞∑

k=1

(ak(f) sin kx− bk(f) cos kx) =:
∞∑

k=1

Bk(f)(x) (2)

называется сопряженным к ряду (1). Известно, что для f ∈ Lp2π, 1 < p <

∞, ряд (2) сходится по норме Lp2π к функции f̃ ∈ Lp2π, а ряд (1) сходится
по норме Lp2π к функции f(x) (см. [1, гл. VIII] и лемму 1). Рассмотрим
частные суммы рядов (1) и (2)

Sn(f)(x) =
n∑

j=0

Aj(f)(x), n ∈ Z+, S̃n(f)(x) =
n∑

k=1

Bk(x), n ∈ N.

Р. Салем и А.Зигмунд [2] получили следующие результаты
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Теорема A. 1) Пусть α > 0, f ∈ C2π и

‖f − Sn(f)‖∞ := sup
x∈[0,2π]

|f(x)− Sn(f)(x)| = O(n−α), n ∈ N. (3)

Тогда функция f̃ эквивалентна (т.е. равна п.в.) функции f̃0 ∈ C2π и

при этом ‖f̃0 − Sn(f̃)‖∞ = O(n−α), n ∈ N.
2) Пусть α ∈ (0, 1), f ∈ C2π и f удовлетворяет условию (3). Тогда

‖S ′n(f)‖∞ = O(n1−α), n ∈ N.
Аналоги результата части 2) теоремы А доказывались в основном для

полиномов наилучшего приближения (см. обзор в [3]).
Пусть f 2π-периодическая действительная ограниченная функция,

ξ = {x0 < x1 < . . . < xn = x0 + 2π} разбиение периода и æp
ξ(f) :=

(
n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|p
)1/p

, 1 6 p <∞.

Положим по определению для 1 < p <∞

ω1−1/p(f, δ) = sup{æp
ξ(f) : λ(ξ) := max

i
(xi − xi−1) 6 δ}

и ‖f‖Vp := max(‖f‖∞, ω1−1/p(f, 2π)). Для 1 < p < ∞ введем простран-
ство Vp, состоящее из всех 2π-периодических ограниченных функций со
свойством ‖f‖Vp < ∞, и пространство Cp = {f ∈ Vp : lim

δ→0
ω1−1/p(f, δ) =

0}. Пространство Vp функций ограниченной p-вариации было введено в
случае p = 2 Н.Винером [1], тогда как пространство p-абсолютно непре-
рывных функций Cp в другой, но эквивалентной форме было рассмот-
рено Л.С.Юнгом [5]. Оба пространства Vp и Cp являются банаховыми
относительно нормы ‖ · ‖Vp.

Если Tn пространство тригонометрических полиномов порядка не
выше n, то n-е наилучшее приближение в Vp вводится равенством
En(f)Vp := inf

tn∈Tn
‖f − tn‖Vp, n ∈ Z+. Аналогично вводится наилучшее

приближение En(f)p по норме ‖f‖p =
(
´

[0,2π] |f(x)|p dx
)1/p

пространства

Lp2π, 1 ≤ p <∞. Теория приближений в Cp тесно связана с аналогичной
теорией в Lp (см. [6, 7]).

Пусть последовательность {εn}∞n=1 убывает к нулю. Скажем, что
{εn}∞n=1 принадлежит классу B, если

∑∞
k=n k

−1εk ≤ Cεn, соответственно,
классу Bα, α > 0, если

∑n
k=1 k

α−1εk ≤ Cnαεn, n ∈ Z+. Эти определения
аналогичны данным Н.К.Бари и С.Б.Стечкиным для мажорант модулей
гладкости [8].

Приведем несколько вспомогательных утверждений.
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Лемма 1. Пусть 1 < p < ∞, f ∈ Lp2π. Тогда 1) ‖Sn(f)‖p ≤
C1(p)‖f‖p, n ∈ Z+; 2) ‖f − Sn(f)‖p ≤ (C1(p) + 1)En(f)p, n ∈ Z+; 3)

ряд (2) сходится к f̃ ∈ Lp2π в Lp2π и ‖f̃‖p ≤ C2(p)‖f‖p.
Лемма 2. Пусть 1 < p < ∞, r ∈ N, f, f ′, . . . , f (r−1) абсолютно

непрерывны на любом периоде и f (r) ∈ Lp2π. Тогда En(f)p ≤ Cn−r‖f (r)‖p,
n ∈ N.

Лемма 3. 1) Пусть 1 < p < ∞, tn ∈ Tn, n ∈ N. Тогда ‖tn‖Vp ≤
Cn1/p‖tn‖p.

2) Пусть 1 < p <∞, f ∈ Vp. Тогда n1/pEn(f)p ≤ CEn(f)p, n ∈ N.

Лемма 4. 1) Пусть 1 < p <∞, tn ∈ Tn, n, k ∈ N. Тогда

1) ‖t(k)n ‖Vp ≤ nk‖tn‖Vp;
2)‖t(k)n ‖p ≤ π1/pnk−1/p‖tn‖Vp.
Лемма 1 принадлежит М.Риссу (см. [1, гл. VIII, §§ 14,20]). Лемма

2 является одной из форм неравенства Джексона (см. [9, § 5.5.5, (17)].
Первое утверждение леммы 3 установлено А.П.Терехиным [7], второе
можно найти в работе авторов [10]. Оба утверждения леммы 4 можно
найти в работе А.П.Терехина [6].

Теорема 1. Пусть 1 < p <∞, f ∈ Lp2π, {εn}∞n=1 ∈ B и ‖f−Sn(f)‖p =
O(n−1/pεn), n ∈ N. Тогда f̃ эквивалентна f̃0 ∈ Cp и ‖f̃0 − Sn(f̃0)‖Vp =
O(εn), n ∈ N.

Доказательство. Применяя лемму 3, лемму 1 и условие
‖f − Sn(f)‖p = O(n−1/pεn), n ∈ N, мы имеем

∞∑

k=0

‖S2k+1n(f̃)− S2kn(f̃)‖Vp ≤ C1

∞∑

k=0

(2kn)1/p‖S2k+1n(f̃)− S2kn(f̃)‖p ≤

≤ C2

∞∑

k=0

(2kn)1/p‖S2k+1n(f)− f + f − S2kn(f)‖p ≤

≤ C3

∞∑

k=0

(2kn)1/p((2k+1n)−1/pε2k+1n + (2kn)−1/pε2kn) ≤ C4

∞∑

k=0

ε2kn ≤ C5εn,

(4)
поскольку {εn}∞n=1 ∈ B. Из (4) вытекает сходимость S2kn(f̃) ∈ Cp в Vp к
функции ϕ ∈ Cp. Но по лемме 1 S2kn(f̃)(x) сходится к f̃(x) в Lp2π, поэтому
f̃(x) = ϕ(x) п.в. на R. Обозначая ϕ ∈ Cp через f̃0, в силу (4) получаем

‖f̃0 − Sn(f̃0)‖Vp ≤
∞∑

k=0

‖S2k+1n(f̃)− S2kn(f̃)‖Vp ≤ C5εn, n ∈ N.

Теорема доказана.

99



Теорема 2. Пусть 1 < p <∞, f ∈ Cp, {εn}∞n=1 ∈ B и ‖f−Sn(f)‖Vp =
O(εn), n ∈ N. Тогда f̃ эквивалентна f̃0 ∈ Cp и ‖f̃0 − Sn(f̃0)‖Vp = O(εn),
n ∈ N.

Теорема 3. Пусть 1 < p < ∞, k ∈ N, {εn}∞n=1 ∈ B ∩ Bk. Тогда для

f ∈ Vp условия ‖f − Sn(f)‖Vp = O(εn), n ∈ N, и ‖S(k)
n (f)‖Vp = O(nkεn),

n ∈ N, равносильны.

Теорема 4. Пусть 1 < p <∞, k ∈ N, {εn}∞n=1 ∈ B∩Bk−1/p. Тогда для

f ∈ Vp условия ‖f−Sn(f)‖Vp = O(εn), n ∈ N, и ‖S(k)
n (f)‖p = O(nk−1/pεn),

n ∈ N, равносильны.
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О СХОДИМОСТИ РЯДОВ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ
ВИЛЕНКИНА В СЛУЧАЕ НЕОГРАНИЧЕННЫХ pk

1

С. М. Воронов (Москва, Россия)
cmvoron@gmail.com

Рассматриваются ряды по системе характеров любой нульмерной компактной
комммутативной группы. Доказываются обобщение аналога признака Дини и его
следствие, аналог признака Харди–Литтлвуда и его следствие, которые были ра-
нее получены для систем, определяемых ограниченными последовательностями
{pk}.
Ключевые слова: нульмерная группа, характеры группы, ряды Фурье, признак
Дини, система Виленкина, призак Харди – Литтлвуда.

CONVERGENCE FOURIER SERIES
WITH RESPECT TO VILENKIN SYSTEM

IN THE CASE OF UNBOUNDED pk
1

S. M. Voronov (Moscow, Russia)
cmvoron@gmail.com

Series with respect to a system of characters of a zero-dimensional compact
commutative group are considered. A generalization of analogue of Dini test and
its consequences, a generalization of analogue of Hardy–Littlewood test and its
consequences, which were earlier obtained in the case of bounded sequence {pk}
defining the system, are proved.

Keywords: zero-dimensional group, characters of a group, Fourier series, Dini test,
Vilenkin system, Hardy–Littlewood test.

1. Система Виленкина, являющаяся системой характеров нульмер-
ной компактной комммутативной группы, впервые была рассмотрена в
[1]. В книгу [2] включены более поздние результаты, известные к моменту
ее публикации.

Пусть G есть компактная нульмерная коммутативная группа, и X
есть ее группа характеров. В [2, гл.4, §1] показано, что существует воз-
растающая последовательность подгрупп {Xn} группы X ,такая, что

X =
∞⋃
n=0

Xn, где {0} = X0 ⊂ X1 ⊂ . . . ⊂ Xn ⊂ . . .. При этом по-

рядок фактор-группы Xn+1/Xn равен pn. Элементы группы X можно
занумеровать так:

n =
s∑

k=0

akmk, ak = 0, 1, . . . , pk − 1, m0 = 1, mk = p0p1 . . . pk−1,

pk > 2, k > 0,− натуральные числа.

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-
01-00584.

1The reported study was funded by RFBR, project No. 20-01-00584.
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Положим χ0 (g) ≡ 1. В каждой подгруппеXn+1 (n = 0, 1, . . .) выберем
по одному характеру χ, не принадлежащему Xn, и дадим ему номер mn.
Так как порядок фактор-группы Xn+1/Xn равен pn, то (χmn

)pn ∈ Xn.

Положим χn (g) =
s∏

k=0

[χmk
(g)]ak .

Пусть Gn = {x ∈ G : χk (x) = 1, 0 6 k < mn}. Тогда G = G0 ⊃ G1 ⊃
G2 ⊃ . . . и

∞⋂
n=0

Gn = {0}. Подгруппы Gn образуют базис окрестностей

нуля в G. При этом Xn являются аннуляторами соответствующих основ-
ных подгрупп в G.

Ядро Дирихле с номером n по системе Виленкина имеет вид Dn (g) =
n−1∑
k=0

χk (g).

В [2, гл.4, §5, теорема 4.12] доказан следующий аналог признака Дини,
который впервые опубликован в [3]:

Теорема А. Если pk = O (1) и
´

G

|f (g0)− f (g0 − h)|
[
1
h

]
dµ (h) <∞,

то ряд Фурье интегрируемой функции f по системе характеров нуль-
мерной компактной коммутативной группы G сходится в элементе
g0 к значению f (g0).

Здесь [
1

g

]
=

{
mk, g ∈ Gk\Gk+1, k > 0,

+∞, g = 0,

а G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . . есть основная система открытых
подгрупп в G.

Далее, из этой теоремы в [2] получено, что ряд Фурье f ∈ Lipα (G)
сходится в каждом элементе g к f(g).

Мы обобщим [4] эти результаты на случай неограниченных pk.

Теорема 1. Если
´

G

|f (g0)− f (g0 − h)| β (h) dµ (h) <∞, где

β (g) =

{
mk (pk + 2) , g ∈ Gk\Gk+1, k > 0,

+∞, g = 0,

то ряд Фурье по системе характеров нульмерной компактной комму-
тативной группы G сходится в элементе g0 к f (g0).

Теорема 1 является обобщением результата, полученного Г. М. Джа-
фарли [3], так как при ограниченных pk ее условие эквивалентно условию
теоремы 4.12 в [2].

Теорема 2. Если f ∈ Lipα (G) и существует число r > 1 такое,
что
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m−α
s (ps + 2) < m

−α/r
s , s = 3, 4, 5, . . ., то ряд Фурье f по системе харак-

теров нульмерной компактной коммутативной группы G сходится в
элементе g к f(g).

Замечание. Условие на ps в теореме 2 можно записать следующим
образом:

ps + 2 < mα(1−1/r)
s , s = 3, 4, 5, . . . .

В таком виде это условие на ps очевидно выполняется при ограничен-
ных ps, поэтому результат, полученный в [2, с. 103] как следствие теоремы
4.12, является следствием доказанной здесь теоремы 2. Далее приведем
формулировку следующей теоремы, которая и представляет собой обоб-
щение упомянутого выше аналога признака Харди –Литтлвуда:

Теорема 3. Пусть функция f(g) ∈ L(G) и

mn

ˆ

Gn

|f(g0 + g) − f(g0)| dµ(g) = o(
1

(pn + 2) logmn
), (1)

ck(f) = O(k−δ), δ > 0, (2)

причем pk удовлетворяют соотношению:

(p0 + p1 + · · ·+ pr)
mr

mδ
n

= o(1), n→∞, r =

[
nδ

2

]
, 0 < δ < 1. (3)

Тогда ряд Фурье по системе Виленкина функции f(g) сходится к f(g0)
в g0

Замечание. Если условие (1) теоремы 3 имеет место равномерно
на g0 + Gt0, то сходимость ряда Фурье f(g) будет равномерной на этом
смежном классе. В частности, если условие (1) теоремы 3: ωn(f) =
o( 1

(pn+2) logmn
), то ряд Фурье f(g) сходится равномерно на G.

В заключение приведем пример последовательности pi : pi = 2i+1, i ≥
0, легко проверить, что для нее выполняется условие (3) теоремы 3. Ана-
логично можно проверить условие (3) теоремы 3 для любой показательно
растущей pi. Нетрудно это сделать и для pi = i, i ≥ 2, p0 = p1 = 2. Если
же pi ограничена, то интегральное условие, доказанной здесь теоремы 3
эквивалентно такому же условию в [2, с. 104]. Что касается условия (3) в
формулировке теоремы 3, в [ 2, с. 107] доказано, что соответствующее вы-
ражение стремится к нулю, только там иначе выбирается r, отличается
постоянным множителем от того, что сделано в представленном вашему
вниманию докладе.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КОНФЛЮЕНТНОГО АНАЛИЗА
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Рассмотрены некоторые возможности использования конфлюентного анализа
для оценивания параметров функциональных зависимостей с учетом погрешнос-
тей исходных данных. Для функции Гаусса показана возможность определения
интервальных оценок с учетом погрешностей значений функции и аргумента.

Ключевые слова: интервальное оценивание, конфлюентный анализ.

USING THE CONFLUENT ANALYSIS FOR INTERVAL
ESTIMATION OF THE GAUSS FUNCTION1

Yu. E. Gagarin, U. V. Nikitenko, M. A. Stepovich
(Kaluga, Russia)

g_ug@mail.ru, uvnikitenko@gmail.com, m.stepovich@rambler.ru

The use of confluent analysis for estimation of parameters of functional dependences
taking into account errors of initial data is considered. For the Gauss function, the
possibility of determining interval estimates taking into account the errors of the
function and argument values is shown.

Keywords: interval estimation, confluent analysis.

Методы конфлюентного анализа позволяют получать несмещённые
оценки параметров функциональных зависимостей с учетом погрешно-
стей в значениях функций и аргументов [1]. Модель оценивания вектора
неизвестных параметров Θ функциональной зависимости f (x, Θ) с уче-
том погрешностей исходных данных имеет вид [2]

{
yi = f(ξi,Θ) + εi,

xi = ξi + δi, i = 1, n.

Исходные данные (xi, yi) i = 1, n являются результатами экспери-
ментов и, как любые измерения, содержат случайные ошибки (δi, εi) ,
которые необходимо учитывать. Примем, что ошибки измерений εi и δi —
нормально распределённые случайные величины с нулевыми средними

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19–03–00271), а также РФФИ
и правительства Калужской области (проект № 18–41–400001).

1The article is done with the financial support of RFBR (project No. 19–03–00271), and by the Go-
vernment of the Kaluga region, Russian Federation (project No. 18–41–400001).
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значениями, с дисперсиями σ2(yi) и σ2(xi) соответственно и коэффици-
ентом корреляции ρi = 0. Оценки параметров Θ̂ находятся из условия
минимума функционала

F =
1

2

n∑

i=1

[
(yi − f(ξi,Θ))2

σ2(yi)
+

(xi − ξi)
2

σ2(xi)

]
.

В функционале F значения ξi неизвестны и определяются из условия

∂F

∂ξi

∣∣∣∣∣ ξi = ξ̂i
= 0, i = 1, n.

Оценки S параметров Θ̂ находятся из условия

∂F

∂θk

∣∣∣∣∣ θk = θ̂k
= 0, k = 1, S.

Рассмотрим случай, когда функциональная зависимость f(x, Θ) со-
ответствует функции Гаусса с параметрами (µ, σ) . Методами конфлю-
ентного анализа определим несмещённые оценки параметров, которые
определяются из системы нелинейных уравнений

n∑

i=1

yi − f(ξi,Θ)

σ2(y)
f(ξi,Θ)

(
ξi − µ

σ2

)
= 0,

n∑

i=1

yi − f(ξi,Θ)

σ2(y)
f(ξi,Θ)

(
(ξi − µ)− σ2

σ3

)
= 0

при условии, что

xi − ξi
σ2(xi)

− yi − f(ξi,Θ)

σ2(yi)
f(ξi,Θ)

(
ξi − µ

σ2

)
= 0, i = 1, n.

Оценки параметров Θ̂ определяются, исходя из экспериментальных
значений признаков, содержащих случайные ошибки. Значения оценок
параметров Θ̂ в каждом конкретном эксперименте могут отличаться от
значений параметров Θ и, следовательно, остается ещё известная доля
неопределенности [3]. Величину этой неопределенности можно найти из
дисперсий параметров D(Θ̂).

Помимо точечных оценок функциональной зависимости f(x,Θ), для
всех значений xi = ξi определим интервальные оценки f(x,Θ). Это мож-
но сделать по следующей формуле, зная несмещенные оценки парамет-
ров Θ̂ и дисперсии параметров D(Θ̂) :

P
(
f(x,Θ)− tγ

√
D (f(x,Θ) ≤ f (x,Θ) ≤ f(x,Θ)+
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+tγ
√
D (f(x,Θ))

)
= γ.

Здесь γ — доверительная вероятность, tγ — квантиль распределения
Стьюдента, D (f(x, Θ)) — дисперсия значения функции (x,Θ), кото-
рая в случае некоррелированности S параметров может быть вычислена
по формуле

D (f(x,Θ)) =
S∑

k=1

(
∂f(x,Θ)

∂θk

)2
∣∣∣∣∣ Θ = Θ̂

D (θk) .

Для функции Гаусса дисперсия D (f(x,Θ)) имеет вид

D (f(x,Θ)) = f 2(x,Θ)

[
x− µ̂j
σ̂2j

D(µ̂j) +
(x− µ̂j)

2 − σ̂2j
σ̂3j

D(σ̂j)

]
.

Использование методов конфлюентного анализа дает возможность
учитывать неопределенность исходной информации и получать несме-
щенные оценки параметров, по значениям которых находятся точечные
и интервальные оценки функциональных зависимостей.
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УДК 517.518.82

ПРИБЛИЖЕНИЕ ДИСКРЕТНЫХ ФУНКЦИЙ
СПЕЦИАЛЬНЫМИ РЯДАМИ ПО ПОЛИНОМАМ

МЕЙКСНЕРА
Р. М. Гаджимирзаев (Махачкала, Россия)

ramis3004@gmail.com

Работа посвящена исследованию аппроксимативных свойств специальных рядов
по модифицированным полиномам Мейкснера Mα

n,N (x) (n = 0, 1, . . . ). Эти поли-

номы при N > 0, δ = 1
N , α > −1 образуют ортогональную систему на равно-

мерной сетке Ωδ = {0, δ, 2δ, . . .} относительно веса ρN (x, α) = e−x Γ(Nx+α+1)
Γ(Nx+1) (1 −

e−δ)α+1. Основное внимание уделено получению верхней оценки для функции
типа Лебега частичных сумм специального ряда.

Ключевые слова: полиномы Мейкснера, ряды Фурье, специальные ряды, функ-
ция типа Лебега.

APPROXIMATION OF DISCRETE FUNCTIONS USING
SPECIAL SERIES BY MEIXNER POLYNOMIALS

R. M. Gadzhimirzaev (Makhachkala, Russia)
ramis3004@gmail.com

The purpose of this paper is to study of approximative properties of a special series by
the modified Meixner polynomials Mα

n,N (x) (n = 0, 1, . . . ). For N > 0, δ = 1
N , α > −1

these polynomials form an orthogonal system on the uniform grid Ωδ = {0, δ, 2δ, . . .}
with respect to the weight function ρN (x, α) = e−x Γ(Nx+α+1)

Γ(Nx+1) (1− e−δ)α+1. The main

attention is paid to obtaining an upper estimate on
[
θn
2 ,∞

)
for the Lebesgue type

function of partial sums of these series, where θn = 4n+ 2α+ 2.

Keywords: Meixner polynomials, Fourier series, special series, Lebesgue type function.

Введение

Пусть N > 0, δ = 1
N , Ωδ = {0, δ, 2δ, . . .}, ρN(x) = ρN(x, α) =

e−xΓ(Nx+α+1)
Γ(Nx+1) (1 − e−δ)α+1 – весовая функция. Обозначим через Mα

n,N(x)

модифицированные полиномы Мейкснера, которые при α > −1 ортого-
нальны на равномерной сетке Ωδ относительно веса ρN(x), т.е

∑

x∈Ωδ

Mα
n,N(x)M

α
k,N(x)ρN(x) = hαn,Nδnk, α > −1,

где δnk – символ Кронекера, hαn,N =
(
n+α
n

)
enδΓ(α + 1). Соответствующие

ортонормированные с весом ρN(x) полиномы обозначим через mα
n,N(x) =

(hαn,N)
−1/2Mα

n,N(x) (n = 0, 1, . . . ).
Далее через l2ρN (Ωδ) обозначим пространство дискретных функ-

ций f(x), заданных на множестве Ωδ и удовлетворяющих условию
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∑
x∈Ωδ

f 2(x)ρN(x) < ∞. Для x ∈ Ωr,δ = {rδ, (r + 1)δ, . . .} мы можем

определить дискретный аналог полинома Тейлора вида Pr−1,N(x) =
r−1∑
ν=0

∆ν
δf(0)
ν! (Nx)[ν], где ∆0

δf(x) = f(x), ∆1
δf(x) = f(x+ δ)− f(x), ∆k

δf(x) =

∆1
δ(∆

k−1
δ f(x)). Нетрудно проверить, что если f(x) ∈ l2ρN (Ωδ), тогда

функция fr(x) =
f(x)−Pr−1,N (x)

N−r(Nx)[r]
принадлежит пространству l2ρN,r

(Ωr,δ), где
ρN,r(x) = ρN(x−rδ). Поскольку модифицированные полиномы Мейксне-
ра mα

k,N,r(x) = mα
k,N(x− rδ) (k = 0, 1, . . .) при α > −1 образуют ортонор-

мированный базис в l2ρN,r
(Ωr,δ), то мы можем определить коэффициенты

Фурье–Мейкснера

f̂αr,k =
∑

t∈Ωr,δ

fr(t)ρN,r(t)m
α
k,N,r(t) =

∑

t∈Ωr,δ

f(t)− Pr−1,N(t)

N−r(Nt)[r]
ρN,r(t)m

α
k,N,r(t)

и ряд Фурье–Мейкснера fr(x) =
∞∑
k=0

f̂αr,km
α
k,N,r(x), который в силу базис-

ности в l2ρN,r
(Ωr,δ) системы полиномов mα

k,N,r(x) (k = 0, 1, . . .) сходится
равномерно относительно x ∈ Ωr,δ. Отсюда следует, что

f(x) = Pr−1,N(x) +N−r(Nx)[r]
∞∑

k=0

f̂αr,km
α
k,N,r(x). (1)

Ряд (1) и есть специальный ряд по модифицированным полиномам
Мейкснера для функции f(x). Частичную сумму ряда (1) обозначим че-
рез

Sαn+r,N(f, x) = Pr−1,N(x) +N−r(Nx)[r]
n∑

k=0

f̂αr,km
α
k,N,r(x).

Отсюда мы видим, что при n ≥ 1 имеет место равенства Sαn+r,N(f, x) =
f(x) для x ∈ {0, δ, 2δ, . . . , (r − 1)δ}. Кроме того, если f(x) = pn+r(x)
представляет собой алгебраический полином степени n + r, то, очевид-
но, f̂αr,k = 0 при k ≥ n + 1 и поэтому из (1) следует Sαn+r,N(pn+r, x) ≡
pn+r(x), т.е. Sαn+r,N(f, x) является проектором на подпространство алгеб-
раических полиномов pn+r(x) степени не выше n + r. Обозначим через
qn+r(x) алгебраический полином степени n + r, для которого ∆if(0) =
∆iqn+r(0) (i = 0, r − 1). Тогда

∣∣f(x)− Sαn+r,N(f, x)
∣∣ ≤ |f(x)− qn+r(x)|+

∣∣Sαn+r,N(qn+r − f, x)
∣∣ .

Отсюда для x ∈ Ωr,δ

e−
x
2x−

r
2+

1
4

∣∣f(x)− Sαn+r,N(f, x)
∣∣ ≤ e−

x
2x−

r
2+

1
4 |f(x)− qn+r(x)|+
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e−
x
2x−

r
2+

1
4

∣∣Sαn+r,N(qn+r − f, x)
∣∣ . (2)

Так как Pr−1,N(qn+r − f, x) = 0, то

e−
x
2x−

r
2+

1
4

∣∣Sαn+r,N(qn+r − f, x)
∣∣ =

e−
x
2x−

r
2+

1
4 (Nx)[r]

∑

t∈Ωr,δ

|qn+r(t)− f(t)|
(Nt)[r]

ρN,r(t)
∣∣Kα

n,N(t− rδ, x− rδ)
∣∣ . (3)

Положим
Er
k(f, δ) = inf

qk
sup
x∈Ωr,δ

e−
x
2x−

r
2+

1
4 |f(x)− qk(x)| , (4)

где нижняя грань берется по всем алгебраическим полиномам qk(x) сте-
пени k, для которых ∆if(0) = ∆iqk(0) (i = 0, r − 1). Тогда из (2)–(4),
получаем

e−
x
2x−

r
2+

1
4

∣∣f(x)− Sαn+r,N(f, x)
∣∣ ≤ Er

n+r(f, δ)(1 + lα,rn,N(x)), (5)

где

lα,rn,N(x) = e−
x
2x−

r
2+

1
4 (Nx)[r](1− e−δ)α+1×

∑

t∈Ωr,δ

e−
t
2+rδt

r
2− 1

4Γ(Nt− r + α + 1)

(Nt)[r]Γ(Nt− r + 1)

∣∣Kα
n,N(t− rδ, x− rδ)

∣∣ . (6)

В связи с неравенством (5) возникает задача об оценке на [rδ,∞) функ-
ции типа Лебега lα,rn,N(x), определенной равенством (6). С этой целью вве-

дем следующие обозначения: G1 = [rδ, 3λθn ], G2 = [3λθn ,
θn
2 ], G3 = [θn2 ,

3θn
2 ],

G4 = [3θn2 ,∞). Для x ∈ G1

⋃
G2 это задача была решена в работе [1]. В

настоящей работе мы будем оценивать функцию lα,rn,N(x) на множествах
G3 и G4.

1. Некоторые сведения о полиномах Mα
n,N(x)

При оценке функции lα,rn,N(x) нам понадобятся некоторые сведения
о полиномах Mα

n,N(x). Для этих полиномов имеет место формула
Кристоффеля–Дарбу

Kα
n,N(t, x) =

n∑

k=0

mα
k,N(t)m

α
k,N(x) =

δ
√

(n+ 1)(n+ α + 1)

e
δ
2 − e−

δ
2

mα
n+1,N(t)m

α
n,N(x)−mα

n,N(t)m
α
n+1,N(x)

x− t
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и следующие весовые оценки [2]

e−
x
2

∣∣mα
n,N(x± sδ)

∣∣ ≤ c(α, λ, s)θ
−α

2
n Aα

n(x),

Aα
n(x) =





θαn , 0 ≤ x ≤ 1
θn
,

θ
α
2− 1

4
n x−

α
2− 1

4 , 1
θn
< x ≤ θn

2 ,[
θn(θ

1
3
n + |x− θn|)

]− 1
4

, θn
2 < x ≤ 3θn

2 ,

e−
3x
8 , 3θn

2 < x <∞.

Кроме того, нам понадобятся следующие утверждения, доказанные в [3].
Лемма 1. Пусть −1 < α ∈ R, θn = 4n + 2α + 2, λ > 0, t ≥ 0,

N = 1/δ, 0 < δ ≤ 1. Тогда для 1 ≤ n ≤ λN имеет место следующая
оценка

e−tKα
n,N(t, t) ≤ c(α, λ)n1−α(Aα

n(t))
2.

Лемма 2. Пусть −1 < α ∈ R, θn = 4n + 2α + 2, λ > 0, θn/2 ≤
t ≤ 3θn/2, N = 1/δ, 0 < δ ≤ 1. Тогда для 1 ≤ n ≤ λN равномерно
относительно t имеет место следующая оценка

e−tKα
n,N(t, t) ≤ c(α, λ)n−α.

2. Основной результат

Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема. Пусть r ∈ N, r − 1

2 < α < r + 1
2, θn = 4n+ 2α + 2, λ > 0,

0 < δ ≤ 1, 1 ≤ n ≤ λN. Тогда имеют место следующие оценки:
1) если x ∈ G3, то

lα,rn,N(x) ≤ c(α, λ, r)


ln(n+ 1) +

(
θn

θ
1
3
n + |x− θn|

) 1
4


 ;

2) если x ∈ G4, то lα,rn,N(x) ≤ c(α, λ, r)n−
r
2+

5
4x

r
2+

1
4e−

x
4 .
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ОБ ОДНОМ МОДЕЛЬНОМ ПРИМЕРЕ МЕТОДА
ПОДОБНЫХ ОПЕРАТОРОВ1

Г. В. Гаркавенко, Н. Б. Ускова (Воронеж, Россия)
g.garkavenko@mail.ru, nat-uskova@mail.ru

В работе рассматривается модификация метода подобных операторов, приме-
няемая при исследовании спектральных свойств возмущенных дифференциаль-
ных операторов первого порядка. При этом существенно используется весовая
последовательность, отвечающая за скорость убывания матричных элементов
оператора-возмущения. Построен модельный пример.

Ключевые слова: метод подобных операторов, дифференциальный оператор пер-
вого порядка, допустимая тройка.

ON ONE MODEL EXAMPLE OF A SIMILAR
OPERATOR METHOD1

G. V. Garkavenko, N. B. Uskova (Voronezh, Russia)
g.garkavenko@mail.ru, nat-uskova@mail.ru

We consider the modification of the similar operator method which usually used for
the investigation perturbed differential operator first order. In this modification we
used the weight sequence which characterizes the decay of the matrix elements of
perturbation along its rows and columns. The model example is given.

Keywords: а similar operator method, differential operator first order, admissible
triplet.

Введение

В серии работ Ф.П. Хромова и М.Ш. Бурлуцкой (см. например [1–4])
изучались дифференциальные операторы перого порядка с инволюцией,
в основном, сведением к операторам Дирака. При этом рассматривались
различные граничные условия и различные места нахождения инволю-
ции: при производной или при потенциале. Другим, альтернативным,
методом исследования спектральных свойств указанных выше операто-
ров является метод подобных операторов. Таким методом проводились
исследования в работах А. Г. Баскакова совместно с учениками [5–9].
При этом потребовалась несколько другая модификация метода подоб-
ных операторов, впервые предложенная в работе [5]. Это обусловлено
тем, что у дифференциального оператора первого порядка, выступаю-
щего в роли невозмущенного оператора, собственные значения не раз-
бегаются и нельзя ожидать автоматического выполнения условий пре-
менимости метода подобных операторов. Поэтому приходится вводить

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-00732).
1The article is done with the financial support of RFFI (project № 19-01-00732).
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некоторую весовую последовательность, отвечающую за скорость убыва-
ния матричных элементов матрицы оператора-возмущения по строкам и
по столбцам и получать условия применимости метода в терминах этой
последовательности. Все результаты работ [5-9] получены с использова-
нием этой последовательности, но соответствующей общей модификации
метода подобных операторов в этих работах не было. Такая модифика-
ция была, наконец, разработана в недавно вышедшей работе [10]. И те-
перь встал вопрос о простом и понятном примере, иллюстрирующем эту
общую модификацию, причем таком, для которого весовая последова-
тельность легко считается. Заметим, что в [5–9] конкретного вида этой
последовательности выписано не было. Мы предлагаем именно такой мо-
дельный пример, который позволяет легко и понятно проиллюстриро-
вать указанную модификацию метода подобных операторов. При этом
оказалось, что предложенный ниже пример интересен еще и тем, что он
позволяет построить и проиллюстрировать четыре допустимых тройки
(см. [10, definition 3.1], [5, определение 2]) метода подобных операторов,
что является редкостью.

Основные результаты

Введем в рассмотрение трехдиагональную бесконечную матрицу A вида



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−β1
2

−2a −β2 . . . . . . . . . . . . . . .

. . . −β1 −a 0 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . 0 0 β2 . . . . . . . . .

. . . . . . . . . β1 a
β2
2

. . . . . .

. . . . . . . . . . . .
β1
2

2a
β2
3

. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




Здесь a ∈ C, a 6= 0 – постоянная и β1, β2 некоторые константы.
Матрица A определяет в пространстве l2 = l2(Z) линейный оператор

A : D(A) ⊂ l2 → l2, действующий по формуле

(Ax)(n) = anx(n) +
β1
n
x(n− 1) +

β2
n+ 1

x(n+ 1), n 6= 0, n 6= −1,

(Ax)(0) = β2x(1), (Ax)(−1) = −ax(−1)− β1x(−2),
с областью определения D(A) = {x ∈ l2 :

∑
n∈Z
|nx(n)|2 <∞}.
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Представим оператор A в виде A = A0−B, где A0 : D(A0) = D(A) ⊂
l2 → l2, (A0x)(n) = anx(n) и B = A0 − A.

Введем, используемые далее, операторные пространства. Символом
End ℓ2 обозначена банахова алгебра всех линейных ограниченных опе-
раторов в ℓ2 с нормой ‖X‖∞ = sup

‖x‖≤1
‖Xx‖, X ∈ End ℓ2, x ∈ ℓ2. Через

S2(ℓ2) обозначен двусторонний идеал операторов Гильберта-Шмидта.
S2(ℓ2) ⊂ End ℓ2 с нормой ‖X‖2. Все операторы из End ℓ2 также будут
считаться заданными своими матрицами относительно стандартного ба-
зиса пространства ℓ2. Для оператораX ∈ End ℓ2, X = (xij), введем в рас-
смотрение последовательность dX : Z → R, положив dX(n) = sup

i−j=n
|xij|.

Оператор X из End ℓ2 отнесем к пространству End1 ℓ2 операторов, име-
ющих матрицы с суммируемыми диагоналями, если конечна величи-
на dX =

∑
i∈Z

dX(i). В пространстве End1 ℓ2 зададим норму, положив

‖X‖1 = dX , X ∈ End1 ℓ2 ⊂ End ℓ2.
Пусть Pi = P ({ai}, A0), i ∈ Z и P(k) =

∑
|i|≤k

Pi, k ∈ Z+. Отметим, что

B ∈ Endℓ2, B ∈ End1ℓ2 и B ∈ S2(ℓ2). Имеет место следующая

Теорема 1. Пусть выполнено одно из условий:
1)
√
3π

√
β2
1 + β2

2 < a; 2) 3(|β1|+ |β2|) < a; 3) 3‖B‖∞ < a.
Тогда оператор A подобен оператору A0 −

∑
i∈Z

PiX∗Pi, имеющемму

диагональную матрицу. Оператор X∗ есть решение нелинейного опера-
торного уравнения метода подобных операторов и это решение можно
найти методом итераций, полагая X∗(0) = 0, X∗(1) = B и т. д.

Отметим, что уравнение при выполнении условия 1) рассматривается
в S2(ℓ2) и X∗ ∈ S2(ℓ2), при выполнении условий 2) и 3) — в End1ℓ2,
X ∈ End1ℓ2 и Endℓ2, X ∈ Endℓ2 соответственно.

При исследовании дифференциальных операторов первого порядка
с инволюцией и оператора Дирака используется другое операторное
пространство. Чтобы его описать для каждого ненулевого оператора
X ∈ S2(ℓ2) введем двустороннюю последовательность

αn(X) = ‖X‖−12 max{(
∑

|k|≥n
‖XPk‖22)1/4, (

∑

|k|≥n
‖PkX‖22)1/4}, n ∈ Z.

Такая последовательность характеризует скорость убывания элементов
матрицы оператора X по строкам и столбцам.

Рассмотрим оператор f(A) =
∑
n∈Z

αn(B)Pn ∈ Endℓ2. Введем прос-

транство MB ⊂ S2(ℓ2) операторов, допускающих представление X =
Xlf(A), X = f(A)Xr, с нормой ‖X‖∗ = max{‖Xr‖2, ‖Xl‖2}. Очевидно,
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что B ∈ MB и α0(B) = 1. Таким образом, операторы из MB ⊂ S2(ℓ2)
наследуют скорость убывания матричных элементов возмущения B.

Теорема 2. Существует такое k ≥ 0, что оператор A подобен
блочно-диагональному оператору A0−P(k)X∗P(k)−

∑
|i|>k

PiX∗Pi, где X∗ ∈

MB ⊂ S2(ℓ2) и преобразование подобия осуществляет оператор U ∈
Endℓ2, такой что U − I ∈MB ⊂ S2(ℓ2).

Например, если β1 = β2 = 1, тогда для элементов последовательности
αn(B), n ≥ 3, характеризующей скорость убывания, имеется оценка

4n4 − 6n3 + 4n2 + 1

πn2(n− 1)2(n+ 1)

√
3

2
≤ αn(B) ≤ 4n3 − 4n2 + 1

πn2(n− 1)2

√
3

2
.
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О СВОЙСТВАХ ОБОБЩЁННЫХ СТЕПЕНЕЙ БЕРСА
В КОМПЛЕКСНОМ ПРОСТРАНСТВЕ
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В работе представлено построение обобщённых степеней Берса в комплексном
пространстве. Обсуждаются некоторые свойства таких степеней. Приведены
условия возможности их построения.

Ключевые слова: комплексное пространство, обобщенная степень, матричный ап-
парат.

ON THE PROPERTIES OF GENERALIZED POWERS
OF BERS IN COMPLEX SPACE
Yu. A. Gladyshev (Kaluga, Russia)

v572264@yandex.ru

The paper presents the construction of generalized Bers powers in a complex space.
Some properties of such powers are discussed. The conditions of the possibility of the
construction are given.

Keywords: complex space, generalized powers, matrix apparatus.

Понятие обобщённой степени (ОС) было введено Л. Берсом [1] для
случая одного переменного как результат последовательного интегриро-
вания постоянной величины при введении подынтегральных положи-
тельных весовых функций. Эта конструкция была использована при по-
строении обобщённых методов теории функций комплексного перемен-
ного для нахождения решений уравнений с переменными коэффициен-
тами. В [2] было приведено построение ОС в многомерном пространстве.
Ниже будем следовать этой работе и приведём метод построения ОС в
комплексном пространстве C2.

Введём комплексные переменные z1 = x2 + ix1, z2 = x4 + ix3 и со-
ответствующие сопряженные z1, z2. На основе этих переменных найдём
линейные дифференциальные операторы

∂

∂z1
=

1

2

(
∂

∂x2
− i

∂

∂x1

)
,

∂

∂z1
=

1

2

(
∂

∂x2
+ i

∂

∂x1

)
,

∂

∂z2
=

1

2

(
∂

∂x4
− i

∂

∂x3

)
,

∂

∂z2
=

1

2

(
∂

∂x4
+ i

∂

∂x3

)
,

которыми являются операции интегрирования по соответствующим ком-
плексным переменным в их чисто алгебраическом понимании.

Введём матричные операторы

d1(1) =

(
∂
∂z1

0

0 ∂
∂z1

)
, d2(2) =

(
0 ∂

∂z2
∂
∂z2

0

)
(1)
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действующие на вектор-функцию F , определённую в C2.
Необходимым условием возможности построения последовательности

ОС двух переменных вида X(n)
1 X

(m)
2 c является перестановочность опера-

торов (3). Легко установить, что операторы (3) коммутируют, только ес-
ли d1(1) не зависит от переменной x3. ОС в данном случае определена в
R3. Этот случай был изучен ранее в [2]. На основе принципа соответствия
получены как известные решения уравнения Лапласа, так и особые.

Чтобы получить коммутирующие операторы, перейдём к операторам
вида

D1 =

(
0 d1(1)

d1(1) 0

)
, D2 =

(
0 d2(2)

d2(2) 0

)
.

Эти операторы коммутируют, имеют правые обратные и обобщённые
константы как функции двух комплексных переменных, а именно

c1 = zk1z
l
2, c2 = zk1z

l
2, c3 = zk1z

l
2, c4 = zk1z

l
2.

Этих условий достаточно для построения последовательностей ОС.
ОС обладают свойствами

D1X
(n)
1 X

(m)
2 c = nX

(n−1)
1 X

(m)
2 c, D2X

9n)
1 X2(m)c = mX

(n)
1 X

(m−1)
2 c,

D1X
(m)
2 c = 0, X

(0)
1 X2(m)c = X2(m)c,

D2X
(n)
2 c = mX

(m−1)
2 c, X

(0)
1 X

(0)
2 c = c.

Изучено поведение степени относительно группы сдвигов.
Если за операторы I приняты обычные алгебраические правила инте-

грирования, то выражения для ОС получаются в явном виде как функ-
ции переменных z1, z2, z1, z2.

Установлены связи со спинорными инвариантами [3]. Рассмотрены
решения основного уравнения и их поведение при унитарных преобразо-
ваниях.
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О ПРИМЕНЕНИИ МАТРИЧНОГО МЕТОДА
ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

ПРОЦЕССОВ ТЕПЛОПЕРЕНОСА1
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Моделируется процесс остывания в многослойной среде. Рассматривается одно-
мерная задача теплопроводности. Решение задачи ищется методом Фурье. Про-
блема многослойности решается с помощью матричного метода.
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ON THE APPLICATION OF THE MATRIX METHOD
FOR MATHEMATICAL MODELING OF HEAT TRANSFER

PROCESSES1

Yu. A. Gladyshev, V. V. Kalmanovich, M. A. Stepovich
(Kaluga, Russia)
v572264@yandex.ru

The cooling process is simulated in a multilayer medium. The one-dimensional heat
conduction problem is considered. The solution to the problem is sought by the Fourier
method. The multilayer problem is solved using the matrix method.

Keywords: multilayer medium, heat transfer, matrix method, heat conduction
problem.

Для построения аналитического решения стационарной задачи тепло-
проводности в многослойной среде ранее нами было предложено исполь-
зовать совместно аппарат обобщённых степеней Берса [1] и матричный
метод [2], [3], [4]. В данной работе показана возможность сочетания этих
методов и классического метода Фурье для решения нестационарной за-
дачи теплопроводности в многослойной среде.

Рассмотрим многослойную среду из n слоёв различных материалов.
Ось x направим по потоку тепла J(x), перпендикулярно слоям. Коорди-
наты границ слоёв обозначим x1, x2, . . . , xn+1. Номер (i) слоя (xi, xi+1)
для соответствующих физических величин будем отмечать в верхнем
индексе в скобках. Процесс переноса в каждом слое определён темпе-
ратурой T (i)(x, t) и потоком J (i) = −a(i)1 (x)∂T

(i)

∂x , которые удовлетворяют
уравнениям

1Исследования проведены при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проект № 19-03-00271), а также РФФИ и правительства Калужской области (проект
№ 18-41-400001).

1The article is done with the financial support of Russian Foundation for Basic Research, project no.
19-03-00271, and by the Russian Foundation for Basic Research and the Government of Kaluga Oblast,
project no. 18-41-400001.
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a
(i)
2 (x)

∂

∂x

(
a
(i)
1 (x)

∂T (i)

∂x

)
− ∂T (i)

∂t
= 0, i = 1, n, (1)

условиям идеального контакта на границах слоёв

T (i)(xi+1, t) = T (i+1)(xi+1, t), J (i)(xi+1, t) = J (i+1)(xi+1, t)

и краевым условиям первого рода

T (1)(x1, t) = 0, T (n)(xn+1, t) = 0.

Коэффициенты a
(i)
1 (x), a(i)2 (x) учитывают возможную неоднородность

слоёв и геометрию всей среды. Например, слои могут быть плоские или
могут иметь осевую или центральную симметрию.

И пусть задано начальное распределение температуры

T (i)(x, 0) = g(x), x ∈ [xi, xi+1], i = 1, n.

Функция g(x) задана для всей многослойной среды и, вообще говоря, она
может быть разрывной.

Решение задачи будем искать методом Фурье. Частное решение урав-
нений (1) запишем в виде

T (i)(x, t) = u(i)(x)e−λ
2t, i = 1, n.

Амплитудная функция u(i)(x) удовлетворяет уравнению

a
(i)
2 (x)

d

dx

(
a
(i)
1 (x)

du(i)

dx

)
+ λ2u(i)(x) = 0

и граничным условиям

u(1)(x1) = 0, u(n)(xn+1) = 0, u(i)(xi+1) = u(i+1)(xi+1), i = 1, n.

В работе [5] получено решение задачи Коши для каждого слоя

u(i)(x) = u(i)(xi) cosλXi(x, xi)− 1
λj

(i)(xi) sinλX(x, xi),

j(i)(x) = u(i)(xi)λ sinλX̃i(x, xi) + j(i)(xi) cosλX̃(x, xi),
(2)

где j(i) = −a(i)1 (x)du
(i)

dx . Здесь Xi(x, xi) и X̃i(x, xi) – обобщённая и присо-
единённая обобщённая степени Берса [1] соответственно.

Введём вектор-столбцы V (i)(x), V (i)(xi) и матрицу K

V (i)(x) =

(
u(i)(x)

j(i)(x)

)
, V (i)(xi) =

(
u(i)(xi)

j(i)(xi)

)
,

K(i)(x, xi) =

(
cosλXi(x, xi) − 1

λ sinλXi(x, xi)

λ sinλX̃i(x, xi) cosλX̃i(x, xi)

)
.
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Тогда решение (2) запишем в матричной форме

V (i)(x) = K(i)(x, xi)V
(i)(xi).

Для крайней точки i-го слоя получим

V (i)(xi+1) = K(i)(xi+1, xi)V
(i)(xi). (3)

Выражение (3), учитывая записанные в матричной форме контактные
условия V (i)(xi+1) = V (i+1)(xi+1), будем применять последовательно, на-
чиная с первого слоя. Тогда получим:

V (i)(x) = K(i)(x, x1)V
(1)(x1), x ∈ [xi, xi+1], (4)

где K(i,1)(x, x1) = K(i)(x, xi)K
(i−1)(xi, xi−1)...K(1)(x2, x1) .

Формула (4) определяет значения u(i)(x) и j(i)(x) в i -ом слое через
значения u(1)(x1) и j(1)(x1) в начальной точке системы. В конечной точке
системы слоёв получим

V (n)(xn+1) = K(n,1)(xn+1, x1)V
(1)(x1). (5)

Уравнение (5) даёт возможность находить собственные значения для
различных краевых задач, так как зная какую-либо пару значений из
u(1)(x1), u

(n)(xn+1), j
(1)(x1), j

(n)(xn+1) можно найти другую пару. Введем
обозначения k(n,1)ij для элементов матрицыK(n,1). Тогда для решения пер-
вой краевой задачи при выполнении u(1)(x1) = 0, u(n)(xn+1) = 0 имеем
условие k(n,1)12 = 0 для определения собственных значений λk.

Решение, соответствующее собственному значению λk, обозначим
u
(i)
k (x). Для нормировки найдём

N 2
k =

n∑

i=1

xi+1
ˆ

xi

1

a
(i)
2

(
u
(i)
k

)2

dx,

тогда соответствующие собственные функции найдём по формулам
f
(i)
k = u

(i)
k /N

2
k . Коэффициенты в разложении Фурье определим из ска-

лярного произведения

ck =
1

Nk

n∑

i=1

xi+1
ˆ

xi

g(x)
1

a
(i)
2

(
u
(i)
k

)2

dx.

Таким образом, имеем решение уравнения (1)

T (i)(x, t) =
∞∑

k=1

ckf
(i)
k (x)e−λ

2
kt.
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Применение обобщённых степеней Берса позволяет в едином аналити-
ческом виде получить решение для различных видов симметрии среды
(сдвиговой, осевой или центральной). Матричный метод даёт возмож-
ность свести нахождение собственных значений и собственных функций
при решении первой краевой задачи к решению одного уравнения при
любом конечном числе слоёв.

Для иллюстрации возможностей предлагаемого подхода проведены
расчёты для модельных задач теплопроводности в планарной многослой-
ной среде и в среде с осевой симметрией с постоянными коэффициентами
в каждом слое. Данный метод применим и при других видах граничных
условий, например, если поставлена задача третьего типа.
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ С КУСОЧНО-ЦЕЛЫМ

ПОТЕНЦИАЛОМ НА КРИВОЙ И УСЛОВИЯМИ
РАЗРЫВА РЕШЕНИЙ

А. А. Голубков (Москва, Россия)
andrej2501@yandex.ru

Для уравнения Штурма–Лиувилля с кусочно-целым потенциалом и условиями
разрыва решений на непрерывной спрямляемой кривой γ ⊂ C поставлена обрат-
ная спектральная задача по передаточной матрице вдоль этой кривой. Методом
единичной передаточной матрицы доказана единственность решения поставлен-
ной задачи с помощью исследования асимптотики решений уравнения Штурма–
Лиувилля при больших значениях модуля спектрального параметра. Изучена
также обратная задача по отношению элементов одного столбца или одной стро-
ки передаточной матрицы.

Ключевые слова: метод единичной передаточной матрицы, условия разрыва ре-
шений, асимптотика решений.

THE INVERSE PROBLEM FOR THE STURM– LIOUVILLE
EQUATION WITH A PIECEWISE-INTEGER POTENTIAL

ON THE CURVE AND WITH CONDITIONS
FOR THE DISCONTINUITY OF SOLUTIONS

A. A. Golubkov (Moscow, Russia)
andrej2501@yandex.ru

The inverse spectral problem for the Sturm–Liouville equation with a piecewise-entire
potential function and the discontinuity conditions for solutions on a rectifiable curve
γ ⊂ C by the transfer matrix along this curve is studied. By the method of a unit
transfer matrix the uniqueness of the solution to this problem is proved with the
help of studying of the asymptotic behavior of the solutions to the Sturm–Liouville
equation for large values of the spectral parameter module. The inverse problem by
the ratio of elements of one column or one row of the transfer matrix is also studied.

Keywords: method of a unit transfer matrix, solution jump conditions, asymptotic
behavior of solutions.

Обратные задачи для стандартного уравнения Штурма–Лиувилля

u′′(z) + (Q(z)− λ2)u(z) = 0 (1)

в случае вещественной переменной хорошо изучены в различных поста-
новках. Для уравнений Штурма–Лиувилля общего вида даже с действи-
тельными коэффициентами они исследованы значительно меньше.

Уравнение Штурма–Лиувилля общего вида на отрезке можно преоб-
разовать в стандартное уравнение Штурма–Лиувилля на кривой γ ⊂ C
известной подстановкой, что могло бы стать одним из эффективных ме-
тодов исследования обратных задач для уравнения Штурма–Лиувилля
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общего вида на отрезке. К сожалению, даже прямые задачи для уравне-
ний Штурма–Лиувилля на кривых изучены только в очень ограниченном
числе случаев. Среди обратных задач на кривых до недавнего времени
достаточно полно была исследована только задача о безмонодромных
уравнениях Штурма–Лиувилля стандартного вида с потенциалом, сум-
мируемым на кусочно-гладкой замкнутой кривой, являющейся границей
некоторой выпуклой ограниченной области [1]. Однако требование вы-
пуклости замкнутой кривой заметно ограничивает область возможного
применения полученных в [1] результатов.

Первый шаг в направлении снятия ограничений на форму кривой в
обратной задаче для уравнения (1) был сделан в работе [2] за счёт суже-
ния класса рассматриваемых потенциалов до кусочно-целых функций,
т.е. функций, которые на разных участках кривой почти всюду совпа-
дают с различными целыми функциями комплексной переменной z. Это
сужение позволило поставить обратную задачу для уравнения Штурма–
Лиувилля стандартного вида по столбцу или строке передаточной матри-
цы вдоль не заданной непрерывной спрямляемой кривой произвольной
формы (в том числе самопересекающейся) и сформулировать условия
единственности её решения. При этом наряду с традиционным исследо-
ванием асимптотики решений уравнения Штурма–Лиувилля при боль-
ших значениях модуля спектрального параметра впервые был использо-
ван метод единичной матрицы.

В докладе полученные в [2,3] результаты обобщены на случай, когда
на произвольной непрерывной спрямляемой кривой γ имеется конечное
число точек, в которых решения уравнения (1) с кусочно-целым потен-
циалом Q и (или) их производные вдоль кривой претерпевают разрывы.
Причём кривая γ, потенциал Q, положение точек разрыва решений на
кривой и матрицы перехода в них, а также матрицы перехода в началь-
ной и конечной точках кривых априори неизвестны.

Обозначим: Î :=

(
1 0

0 1

)
, σ̂3 :=

(
1 0

0 − 1

)
.

Пусть на непрерывной спрямляемой кривой γ ⊂ C, заданной пара-
метрически функцией z = V (t) (t ∈ [t0, tf ]), определена кусочно-целая
функция Q и заданы точки, в которых решения стандартного уравне-
ния Штурма–Лиувилля (1) и (или) их производные имеют разрывы, не
зависящие от параметра ρ := λ2.

Иными словами, пусть потенциал Q ограничен на γ, и существуют
целое число N ≥ 0 и набор чисел T = {tj}N+1

0 : t0 < t1 < . . . < tN+1 ≡ tf
такие, что

Q(z)
п.в.
= Qm(z), если z = V (t), t ∈ [tm, tm+1] (m = 0, N), (2)
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где все Qm — целые функции. Кроме того, пусть функции u(z) и u′(z)
удовлетворяют условиям разрыва в точках zj := V (tj) (j = 0, N + 1)
кривой γ:

(
u(V (t0 + 0))

u′(V (t0 + 0))

)
= η̂(0)

(
u(V (t0))

u′(V (t0))

)
,

(
u(V (tn + 0))

u′(V (tn + 0))

)
= η̂(n)

(
u(V (tn − 0))

u′(V (tn − 0))

)
(n = 1, N при N ≥ 1),

(
u(V (tN+1))

u′(V (tN+1))

)
= η̂(N+1)

(
u(V (tN+1 − 0))

u′(V (tN+1 − 0))

)
,

(3)

где матрицы перехода η̂(j) (j = 0, N + 1) не зависят от спектрального
параметра ρ. При этом, если N ≥ 1, то для всех чисел n ∈ {1, . . . , N}
выполнены следующие условия:

η̂(n) 6= Î или (и) Qn 6= Qn−1 (n = 1, N при N ≥ 1). (4)

Определение. При выполнении условий (2) и (4) будем называть
рассматриваемое на непрерывной спрямляемой кривой γ уравнение (1),
дополненное условиями разрыва решений (3), уравнением класса D на
кривой γ, а точки zj = V (tj) (j = 0, N + 1) — характеристическими
точками кривой γ и уравнения (1) класса D на γ. При этом упорядо-
ченное множество

W := {N, {zj, η̂(j)}N+1
0 , {Qm}N0 } (5)

будем называть набором характеристических данных кривой γ и урав-
нения (1) класса D на γ.

Определение. Будем называть u(z) решением уравнения (1) класса
D на кривой γ, если функция u(z) удовлетворяет уравнению (1) почти
всюду на γ, является непрерывно-дифференцируемой во всех её точках,
кроме, возможно, характеристических, и удовлетворяет всем услови-
ям разрыва (3).

Определение. Пусть u1(z), u2(z) — решения уравнения (1) класса
D на кривой γ с характеристическими точками zj (j = 0, N + 1) и

u1(zb) = 1, u′1(zb) = 0,

u2(zb) = 0, u′2(zb) = 1 (zb /∈ {zj}N1 при N ≥ 1, zb ∈ γ).
Назовём передаточной матрицей уравнения (1) класса D между точ-
ками zb и z кривой γ матрицу

P̂ (γ, z, zb) =

(
u1(z) u2(z)

u′1(z) u′2(z)

)
(z ∈ γ, z /∈ {zj}N1 при N ≥ 1).
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Передаточной матрицей вдоль кривой будем называть передаточную
матрицу между начальной и конечной точками кривой.

Определение. Набор характеристических данных (5) уравнения (1)
класса D будем называть регулярным, если det η̂(0) 6= 0, det η̂(N+1) 6= 0,
а также выполнены следующие условия

det η̂(n) = 1, η̂(n) /∈ {±iσ̂3} (n = 1, N при N ≥ 1),

∆zm := zm+1 − zm 6= 0 (m = 0, N).

Будем называть кривую регулярной, если на ней задано уравнение
(1) класса D с регулярным набором характеристических данных.

Определение. Регулярный набор характеристических данных (5)
уравнения (1) класса D будем называть стандартным, если det η̂(0) = 1,
η̂(0) /∈ {±iσ̂3} и выполнены следующие условия

Re {η(n)11 } > 0, Im {η(n)11 } ≥ 0 или

η
(n)
11 = 0, Re {η(n)12 } > 0, Im {η(n)12 } ≥ 0 (n = 0, N).

Будем называть кривую стандартной, если на ней задано уравнение
(1) класса D со стандартным набором характеристических данных.

Один из основных результатов доклада отражает следующая теорема
единственности.

Теорема Пусть два уравнения (1) класса D имеют соответствен-
но стандартные наборы характеристических данных W (1), W (2) и пе-
редаточные матрицы P̂ (1), P̂ (2) вдоль двух кривых γ(1), γ(2) с общей
начальной точкой. Тогда P̂ (1)(ρ) ≡ P̂ (2)(ρ) тогда и только тогда, когда
W (1) = W (2).

В докладе проведено обощение понятий уравнения класса D и его
стандартного набора характеритсических данных на случай, когда мат-
рицы перехода могут зависеть от спектрального параметра λ. Кроме то-
го, исследован вопрос: какую часть стандартного набора характеристи-
ческих данных уравнения класса D на кривой можно однозначно опре-
делить по отношению элементов одной строки или одного столбца пере-
даточной матрицы вдоль этой кривой.
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ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ
ФУНКЦИЙ ОГРАНИЧЕННОЙ Φ-ВАРИАЦИИ

Б. И. Голубов (Долгопрудный, Россия),
С. С. Волосивец (Саратов, Россия)
golubov@mail.mipt.ru, volosivetsss@mail.ru

Доказывается несколько критериев непрерывности функций ограниченной Φ-
вариации, принадлежащих пространствам Lq на R. Первый результат связывает
непрерывность функции с поведением ее преобразования Фурье, во втором ис-
пользуется модуль непрерывности в Ψ(L), тогда как в третьем результате рас-
сматривается степень приближения частными интегралами Фурье. Теоремы 1 и
3 в случае Φ(u) = |u|p, 1 ≤ p <∞, были получены ранее первым автором.

Ключевые слова: функции ограниченной Φ-вариации, преобразование Фурье,
непрерывность.

FOURIER TRANSFORM AND CONTINUITY
OF FUNCTIONS OF BOUNDED Φ-VARIATION

B. I. Golubov (Dolgoprudnyi, Russia),
S. S. Volosivets (Saratov, Russia)

golubov@mail.mipt.ru, volosivetsss@mail.ru

Several criterions for the continuity of functions of bounded Φ-variation belonging to
Lq spaces on R are proved. The first result connects continuity of a function with
behaviour of its Fourier transform, in the second one a Ψ(L) modulus of continuity is
used, while in the third one the degree of approximation by partial Fourier integrals
is considered. Theorems 1 and 3 in the case Φ(u) = |u|p, 1 ≤ p < ∞, were obtained
earlier by the first author.

Keywords: functions of bounded Φ-variation, Fourier transform, continuity.

Введение

В 1924 г. Н.Винер [1] доказал критерий непрерывности 2π-периодической
функции ограниченной вариации. Его исследования были продолжены
С.М.Лозинским [2,3], получившим другие критерии непрерывности так-
же для функций ограниченной вариации в терминах поведения их ко-
эффициентов Фурье, и первым из авторов [4], установившим, что ре-
зультаты Н.Винера-С.М.Лозинского справедливы для функций ограни-
ченной p-вариации при 1 < p ≤ 2, но теряют силу при p > 2. Для
2π-периодических функций ограниченной Φ-вариации аналогичные ре-
зультаты были доказаны Э.Коэном [5].

Пусть L1V1 — класс функций. интегрируемых по Лебегу и имеющих
ограниченную вариацию на R, причем для любой точки x ∈ R верно
равенство

f(x) = 2−1(f(x+ 0) + f(x− 0)), (1)
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где f(x + 0), f(x − 0) — пределы справа и слева функции f в точке x.
Для f ∈ L1(R) рассмотрим преобразование Фурье и частичный интеграл
Фурье

f̂(x) = (2π)−1/2
ˆ

R
f(t)e−itx dt, St(f)(x) = π−1

ˆ

R
f(u)

sin t(x− u)

x− u
du,

где x ∈ R, t > 0. В [3] С.М.Лозинским была установлена

Теорема A. Пусть f ∈ L1V1. Тогда следующие утверждения экви-
валентны: f ∈ C(R), т.е. f непрерывна на R;

lim
t→+∞

t−1
ˆ t

−t
|uf̂(u)| du = 0; (2)

lim
t→+∞

(ln t)−1
ˆ t

−t
|f̂(u)| du = 0; (3)

lim
t→+∞

t

ˆ

R
|f(x)− St(f)(x)|2 dx = 0. (4)

Будем писать f ∈ Vp(R), 1 ≤ p <∞, если

V p
p (f) = sup

−∞<a<b<∞
sup
T

n(T )∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)|p <∞,

где T = {xi}n(T )i=0 = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} — произвольное раз-
биение отрезка [a, b]. В этом случае из результатов Н.Винера [1] следует
существование f(x+ 0) и f(x− 0) для любой точки x ∈ R. Поэтому для
функций f ∈ L2Vp = L2(R) ∩ Vp(R), 1 ≤ p <∞, считаем, что выполнено
условие (1). Рассмотрим также класс W функций f на R, не имеющих
разрывов второго рода и удовлетворяющих равенству (1) для любого
x ∈ R. Напомним, что для f ∈ Lq(R), 1 < q ≤ 2, преобразование Фурье
f̂(x) определяется, как предел (2π)−1/2

´

|t|≤N
f(t)e−itx dt при N → +∞ в

Lq
′
(R), где 1/q + 1/q′ = 1. В этом случае также определен частичный

интеграл Фурье (см. [6, гл. 4]). Первым из авторов установлены в [7]
следующие результаты.

Теорема B. 1) Если f ∈ L2Vp, 1 ≤ p < 2, то условия f ∈ C(R) и
(2)–(4) равносильны.

2) Если f ∈ L2Vp, p ≥ 2, или f ∈ L2W := L2(R) ∩W , то каждое из
условий (2)–(4) влечет непрерывность f на R.

127



Назовем Φ(x) N -функцией, если Φ(x) — четная, выпуклая и строго
возрастающая на R+ = [0,∞) функция, такая что lim

u→+∞
Φ(u)/u = +∞ и

lim
u→0

Φ(u)/u = 0 (см. [8, § 1]). Для N -функции Φ положим

VΦ(f) = sup
−∞<a<b<∞

sup
T

n(T )∑

i=1

Φ(f(xi)− f(xi−1),

где T = {xi}n(T )i=0 — произвольное разбиение отрезка [a, b], и опреде-
лим классы VΦ(R) = {f : VΦ(f) < ∞} и V ∗Φ(R), состоящий из функций
f , таких что kf ∈ VΦ(R) для некоторого k > 0. Для N -функции Φ
класс V ∗Φ(R) является линейным пространством, тогда как VΦ(R) будет
линейным пространством в том и только том случае, когда выполнено
∆2-условие Φ(2u) ≤ CΦ(u), u ∈ [0, a], a > 0. Эти и другие результаты,
касающиеся функций ограниченной Φ-вариации, можно найти в [9].

Как обычно, при 1 ≤ p < ∞ норма в Lp(R) задается равен-

ством ‖f‖p =

(
´

R
|f(x)|p dx

)1/p

, а норма ‖f‖∞ = sup
x∈R

|f(x)| использу-

ется в пространстве B(R) ограниченных на R функций. Для α > 0
и f ∈ Lp(R), 1 ≤ p ≤ 2, будем писать, что существует Dα(f) = g,
если g ∈ Lp(R) и ĝ(x) = (ix)αf̂(x) п.в. на R. Здесь по определению
(ix)α = |x|α exp(απisign(x)/2).

С.М. Никольский [10] установил асимптотическую формулу для при-
ближений функций ограниченной вариации частными суммами их рядов
Фурье в метрике Lp2π. Следующая теорема, являющаяся интегральным
аналогом результата С.М.Никольского, была получена В.О.Гукевич [11]
при q ∈ (1, 2], p = 1 и в [7] при 1 ≤ p < q ≤ 2.

Теорема C. Пусть f ∈ LqVp, 1 ≤ p < q ≤ 2, {σk} = {f(xk + 0) −
f(xk − 0)} является конечной или счетной последовательностью всех
скачков функции f . Тогда

‖f − St(f)‖q = π−1
(
∑

k

|σk|q
)1/q

νq/t
1/q + o(t−1/q), t→ +∞, (5)

где

νq =

(
ˆ

R

∣∣∣∣
ˆ

R+

z cos z + y sin z

z2 + y2
e−y dy

∣∣∣∣
q

dz

)1/q

.

Целью настоящей работы является получение критериев непрерыв-
ности функций ограниченной Φ-вариации на прямой, которые также ин-
тегрируемы на R в некоторой степени. Первый из них является аналогом
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теоремы A и части 1) теоремы B, второй (теорема 2) является аналогом
теоремы 2.6 из [5], третий использует теорему C.

1. Вспомогательные утверждения

Леммы 1 и 2 установлены в [7].

Лемма 1. Пусть g ∈ L2(R+) и g(x) ≥ 0 на R+. Тогда условия

lim
t→+∞

t

ˆ ∞

t

g2(x) dx = 0, (6)

lim
t→+∞

t−1
ˆ t

0

x2g2(x) dx = 0, (7)

lim
t→+∞

t−1
ˆ t

0

xg(x) dx = 0, (8)

lim
t→+∞

(ln t)−1
ˆ t

0

g(x) dx = 0, (9)

связаны следующим образом: (6)⇒ (7)⇒ (8)⇒ (9).

Лемма 2. Пусть функция g(x) неотрицательна и интегрируема на
R+ = [0,∞). Тогда из условия

´

R+
g(x) sin2 tx dx = o(t), t→ 0, следует,

что
´∞
t g(x) dx = o(t−1), t→ +∞.

Лемма 3. Пусть Φ(x) — N -функция и f ∈ V ∗Φ(R). Тогда существу-
ет b > 0, такое что

sup
|h|≤δ

ˆ

R
Φ(b(f(x+ h)− f(x))) dx ≤ δVΦ(bf), δ ∈ (0, 1]. (10)

Доказательство. По определению класса V ∗Φ(R) существует b > 0,
такое что bf ∈ VΦ(R). При 0 < h ≤ δ ≤ 1 имеем равенство
ˆ

R
Φ(b(f(x+ h)− f(x))) dx =

∑

k∈Z

ˆ

[kh,(k+1)h]

Φ(b(f(x+ h)− f(x))) dx =

=

ˆ

[0,h]

∑

k∈Z
Φ(b(f(y + kh+ h)− f(y + kh))) dy =:

ˆ

[0,h]

∑

k∈Z
βk(y) dy.

Ясно, что любая сумма вида
N∑

k=−M
βk(y) не превосходит VΦ(bf) и это

неравенство верно для
∑

k∈Z βk(y). Отсюда легко следует (10) . Лемма
доказана.
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Следующая почти очевидная лемма приведена для полноты изложе-
ния.

Лемма 4. Пусть Φ(x) — N -функция, 1 ≤ q1 < q2 < ∞. Тогда
Lq1V ∗Φ ⊂ Lq2V ∗Φ .

Доказательство. Так как функция f ∈ V ∗Φ(R) ограничена, то

‖f‖q2 =



ˆ

R

|f(x)|q2 dx




1/q2

≤ ‖f‖(q2−q1)/q2∞



ˆ

R

|f(x)|q1 dx




1/q2

=

= ‖f‖1−q1/q2∞ ‖f‖q1/q2q1
.

Лемма 5. Пусть Φ(x) — N -функция, f ∈ C(R) ∩ V ∗Φ(R). Тогда f
равномерно непрерывна на R.

Доказательство. Рассмотрим b > 0, такое что bf ∈ VΦ(R) и

VΦ(f, [a, b]) = sup
T

n(T )∑

i=1

Φ(bf(xi)− bf(xi−1)),

где T = {xi}n(T )i=0 — разбиение [a, b]. Тогда VΦ(f, [−n, n]) → VΦ(f) при
n→ +∞. Отсюда следует, что при фиксированном ε > 0 и n > n0(ε)

sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ (−∞, n] илиx, y ∈ [n,+∞)} < ε/2.

На [−n, n] функция f ∈ C(R) равномерно непрерывна и для ε > 0 най-
дется δ ∈ (0, 1), такое что для всех x, y ∈ [−n, n] со свойством |x−y| < δ
следует неравенство |f(x) − f(y)| < ε/2. Если x ∈ [−n, n], y /∈ [−n, n]
или наоборот, причем |x− y| < δ, то

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(x0)|+ |f(x0)− f(y)| < ε/2 + ε/2 = ε,

где x0 = ±n. Таким образом, для любого ε > 0 найдено δ, такое что для
всех x, y ∈ R, удовлетворяющих условию |x − y| < δ верно неравенство
|f(x)− f(y)| < ε. Лемма доказана.

2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p ≤ 2, Φ(x) — N -функция и f ∈ LpV ∗Φ .
1. Если lim

u→0
u2/Φ(u) = 0, то каждое из условий (2)–(4) равносильно

условию f ∈ C(R).
2. При выполнении условия lim sup

u→0
u2/Φ(u) > 0 каждое из соотно-

шений (2)–(4) влечет f ∈ C(R).
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Доказательство. В силу леммы 4 и определения класса V ∗Φ(R) име-
ем LpV ∗Φ ⊂ L2W и достаточность любого из условий (2)– (4) для f ∈ C(R)
вытекает из теоремы B. В частности, мы получаем утверждение 2). Для
доказательства необходимости каждого из условий (2)–(4) для f ∈ C(R)
запишем равенство Парсеваля-Планшереля (см. [6, гл. 3]) для f ∈ L2V ∗Φ ,
т.е.

4b2
ˆ

R
|f̂(x)|2 sin2(tx/2) dx =

ˆ

R
|bf(x+ t/2)− bf(x− t/2)|2 dx,

где b > 0 таково, что VΦ(bf) <∞. В силу леммы 3 получаем

4b2
ˆ

R
|f̂(x)|2 sin2(tx/2) dx ≤

≤ sup

{ |bf(y + u/2)− bf(y − u/2)|2
Φ(bf(y + u/2)− bf(y − u/2))

: y ∈ R, 0 < |u| ≤ t

}
×

×
ˆ

R
Φ(bf(x+ t/2)− bf(x− t/2)) dx = o(1)O(tVΦ(bf)) = o(t), t→ 0.

Здесь использована равномерная непрерывность функции f ∈ C(R) ∩
V ∗Φ(R), установленная в лемме 5. Наконец, согласно лемме 2 имеем

lim
t→+∞

t

ˆ ∞

t

|f̂(x)|2 dx = 0, lim
t→+∞

t

ˆ −t

−∞
|f̂(x)|2 dx = 0, (11)

что соответствует условию (6) для g(x) = |f̂(x)| в лемме 1. По этой лемме
мы получаем, что (2) и (3) также имеют место. Наконец, для f ∈ Lq(R),
1 ≤ q ≤ 2, хорошо известно, что Ŝt(f) = f̂(y)χ[−t,t](y) п.в. на R, где χE
— индикатор множества E. В силу равенства Парсеваля-Планшереля и
(11) мы получаем

‖f − St(f)‖22 =
ˆ

|u|>t
|f̂(u)|2 du = o(t−1), t→ +∞,

т.е. (4) также верно. Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть Φ(x) — N -функция, такая что lim
u→0

u2/Φ(u) =

0, α > 0, 1 ≤ p ≤ 2 и f ∈ Lp(R) имеет производную Dα(f) ∈ LpV ∗Φ .
Тогда условия Dα(f) ∈ C(R),

lim
t→+∞

t−1
ˆ t

−t
|u|1+α|f̂(u)| du = 0, lim

t→+∞
(ln t)−1

ˆ t

−t
|u|α|f̂(u)| du = 0,
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и
lim
t→+∞

t‖Dα(f)− St(D
α(f))‖2 = 0

равносильны.
Для доказательства следствия 1 используется теорема 1 и равенство

ĝ(x) = (ix)αf̂(x) п.в. на R, где g = Dα(f).

Теорема 2. Пусть 1 ≤ p ≤ 2, Φ и Ψ — N -функции, такие что
lim
t→0

Ψ(t)/Φ(t) = 0 и f ∈ LpV ∗Φ . Тогда f непрерывна на R в том и только

в том случае, когда для некоторого b > 0 верно соотношение
ˆ

R
Ψ(b(f(x+ h)− f(x))) dx = o(h), h→ 0. (12)

.
Доказательство. Пусть f ∈ LpV ∗Φ ∩ C(R) и b > 0 таково, что bf ∈

VΦ(R). Тогда по лемме 5 функция f(x) равномерно непрерывна на R и
в силу условия теоремы и леммы 3 получаем

ˆ

R
Ψ(b(f(x+ h)− f(x))) dx ≤ sup

t∈R,0<|u|≤h

Ψ(b(f(t+ u)− f(t)))

Φ(b(f(t+ u)− f(t)))
×

×
ˆ

R
Φ(b(f(x+ h)− f(x))) dx = o(1)O(h) = o(h), h→∞.

Обратно, пусть функция f ∈ LpV ∗Φ разрывна, т.е. согласно условию (1)
найдется точка x0 ∈ R, в которой |f(x0 + 0) − f(x0 − 0)| = d > 0.
Найдем δ > 0, такое что для всех y ∈ (x0, x0 + δ), x ∈ (x0 − δ, x0) верно
неравенство |f(x) − f(y)| > d/2. Тогда при h ∈ (0, δ) и x ∈ (x0 − h, x0)
имеем |f(x+ h)− f(x)| > d/2. Значит,

ˆ

R
Ψ(b(f(x+ h)− f(x))) dx ≥ hΨ(db/2).

При d > 0 и b > 0 последнее неравенство противоречит (12), т.е. d долж-
но равняться нулю. Противоречие с предположением f /∈ C(R). Теорема
доказана.

Теорема 3. Пусть 1 < q ≤ 2, Φ(x) — N -функция, такая что

lim sup
u→0

|u|q−ε/Φ(u) <∞ (13)

для некоторого ε > 0 и f ∈ LqV ∗Φ . Тогда f ∈ C(R) в том и только в
том случае, когда ‖f − St(f)‖q = o(t−1/q), t→ +∞.

Доказательство. Из условия (13) следует, что |u|q−ε ≤ C1Φ(u) на
любом конечном отрезке. Так как |f(x)−f(y)|, x, y ∈ R, ограничены для
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f ∈ V ∗Φ(R), то V ∗Φ(R) ⊂ Vp(R), p = q−ε. При этом из выполнения условия
(13) для ε = ε0 > 0 следует его справедливость для всех ε ∈ (0, ε0),
поэтому можно считать p ≥ 1 . По теореме C имеет место формула (5).
Если f ∈ C(R), то первое слагаемое в правой части (5) отсутствует и
‖f − St(f)‖q = o(t−1/q), t→ +∞. Обратно, если ‖f − St(f)‖q = o(t−1/q),
то все скачки σk равны нулю, т.е. f ∈ C(R). Теорема доказана.
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УДК 517.9

О ЗАДАЧЕ БОМБИЕРИ ДЛЯ ОГРАНИЧЕННЫХ
ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ

В. Г. Гордиенко (Саратов, Россия)
valeriygor@mail.ru

Бомбиери предложил описать строение множества значений начальных коэффи-
циентов нормированных конформных отображений круга в окрестности угловой
точки, соответствующей функции Кебе. Задача Бомбиери переносится на класс
ограниченных нормированных конформных отображений круга, где роль функ-
ции Кебе передается функции Пика. Вычислено число Бомбиери для пары двух
нетривиальных начальных коэффициентов.

Ключевые слова: однолистная функция, число Бомбиери, функция Кебе, функ-
ция Пика.

ON BOMBIERI PROBLEM FOR BOUNDED UNIVALENT
FUNCTIONS

V. G. Gordienko (Saratov, Russia)
valeriygor@mail.ru

Bombieri proposed to describe the structure of the sets of values of the initial
coefficients of normalized conformalmappings of the disk in a neighborhood of the
corner point corresponding to the Koebe function. The Bombieri problem is studied
for the class of bounded normalized conformal mappings of the disk, where the role
of the Koebe function is played by the Pick function. The Bombieri number for a pair
of two nontrivial initial coefficients are calculated.

Keywords: univalent function, Bombieri number, Koebe function, Pick function.

Введение

Одним из главных объектов исследования в геометрической теории
функций комплексного переменного служит класс S, состоящий из всех
голоморфных и однолистных в единичном круге D = {z : |z| < 1} функ-
ций f , нормированных разложением

f(z) = z +
∞∑

n=2

anz
n.

Подкласс S(M) ⊂ S, M > 1, ограниченных функций f ∈ S, удовле-
творяющих неравенству |f(z)| < M в D, обладает даже более сложной
структурой по сравнению с классом S(∞) = S. Традиционно функция
Кебе

K(z) =
z

(1− z)2
=

∞∑

n=1

nzn ∈ S
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оказывается экстремальной во многих задачах на классе S. Аналогом
функции Кебе для класса S(M) считается функция Пика

PM(z) =MK−1
(
K(z)

M

)
= z +

∞∑

n=2

pn(M)zn, z ∈ D.

Бомбиери в [1] привел доказательство локальной гипотезы Бибербаха
о точной оценке |an| ≤ n, n ≥ 2, в классе S и поставил там же задачу о
нахождении чисел

σmn := lim inf
am→m

n− Re an
m− Re am

= lim inf
S∋f→K

n− Re an
m− Re am

, m, n ≥ 2, (1)

где f стремится к K локально равномерно внутри D. Он предположил,
что σmn = Bmn с

Bmn := min
θ∈[0,2π]

n sin θ − sin(nθ)

m sin θ − sin(mθ)
,

и доказал, что σmn ≤ Bmn при m = 3 и нечетных n. Бшути и Хенгарт-
нер в [2] показали, что гипотеза Бомбиери справедлива для класса SR
функций f ∈ S с вещественными коэффициентами an, n ≥ 2.

В целом классе S Грайнер и Рот в [3] опровергли гипотезу Бомбиери
в случае n = 2 и m = 3. Они нашли точное значение числа σ32

σ32 =
e− 1

4e
<

1

4
= B32.

Недавние работы [4, 5] свидетельствуют о новом интересе к различным
аспектам гипотезы Бомбиери.

Формулы, теоремы

Задача о вычислении чисел Бомбиери σmn, заданных формулой (1), сво-
дится к определению линейных функционалов на классе S, локальный
экстремум которых дается функцией Кебе K, см., например, [3]. А имен-
но,

σmn = − inf{µ ∈ R},
где нижняя грань берется по всем µ, для которых локальный максимум
линейного функционала

Re(an + µam)

в классе S доставляется функцией K. Числа Бомбиери характеризу-
ют предельные положения опорных гиперплоскостей, проходящих через
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критическую угловую точку граничной поверхности тела начальных ко-
эффициентов, доставляемую функцией Кебе. При переходе от класса S
к классу S(M) роль угловой точки берет на себя точка, соответствую-
щая функции Пика PM . Строение границы множества тела начальных
коэффициентов, в окрестности этой точки, тоже будет характеризовать-
ся числами σmn(M), которые вместо формулы (1) могут корректно за-
даваться с помощью линейных функционалов с функцией Пика PM в
качестве локально экстремальной функции.

Справедлива следующая теорема, подробное доказательство которой
приведено в работе [6]

Теорема 1. Справедливы равенства

σ32(M) =





M(e− 1)

4(Me− 2e+ 1)
, e ≤M ≤ ∞,

M

4(M − 1)
, 1 < M ≤ e.
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Изучаются вопросы существования и описания структуры функций, ряды Фурье
которых по заданной классической системе универсальны тем или иным смыслом
в различных функциональных классах.

Ключевые слова: универсальная функция, ряд Фурье, сходимость,классические
системы .

FUNCTIONS THAT ARE UNIVERSAL WITH RESPECT TO
THE CLASSICAL SYSTEMS1

M. G. Grigoryan (Yrevan, Armenia)
gmarting@ysu.am

Are studied the questions of existence and description the structure of functions whose
Fourier series for a given classical system universal in one sense or another in various
functional classes

Keywords: universal function, Fourier series, convergence, classical systems.

Введение

Доклад(лекция) посвящен(a) вопросам существования и описания
структуры функций, ряды Фурье которых по заданной классической
системе универсальны тем или иным смыслом в различных функцио-
нальных классах.

Заметим, что определения понятия «универсальная функция» не су-
ществует. Обычно под этим термином понимается функция, с помощью
которой можно «представить» «все» функции. При этом способ пред-
ставления, а также класс представимых функций может трактоваться
различным образом. Примеры универсальных функций привлекали вни-
мание многих математиков и публикации по этой тематике регулярно
появляются в математической печати. В этих публикациях изучаются
те или иные универсальные функции, а также их свойства. Причем раз-
витие происходит как в действительных, так и в комплексных рамках.
Близким является понятие универсального ряда так называют ряды, с
помощью которых можно представить любую функцию (здесь также
способ представления и класс представимых функций можно понимать

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Государственного комитета по науке МОН
РА в рамках научного проекта № 18T-1A148.

1This work was supported by the RA MES State Committee of Science, in the frames of the research
project 18T-1A148.
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различным образом). Часто такой ряд связан с какой-то функцией, на-
пример, является ее рядом Тейлора или Фурье (Фурье–Стильтеса). По-
нятие универсального ряда восходит к работам Меньшова и Талаляна.
Универсальные ряды также изучались во многих работах и имеется зна-
чительная информация о свойствах таких рядов.

По сути первый тип универсальной функции был рассмотрен в 1929 г.
Биркхофом: существует целая функция g(z), которая универсальна от-
носительно сдвигов, т.е. для любой целой функции f(z) и числа r > 0 су-
ществует возрастающая последовательность натуральных чисел {nk}∞k=1

такая,что последовательность сдвигов {g(z+nk)}∞k=1 равномерно сходит-
ся к f(z) на круге |z| ≤ r.

В 1935 году Марцинкевич опираясь на некоторые идеи Н. Н. Лу-
зина, доказал существование непрерывной функций, которая универ-
сальна относительно производных чисел (производной отношния). Ес-
ли hn → 0 заранее фиксированная последовательность, то существует
функция F ∈ C[0, 1] такая, что для любой измеримой функций g опре-
деленной на [0, 1] существует возрастающая подпоследовательность на-
туральных чисел nk такая, что почти всюду на [0, 1]

lim
→∞

F (x+ hnk
)− F (x)

hnk

= g(x).

В 1987г. Гроссе–Эрдман доказал существование вещественной дей-
ствительной функции с универсальным рядом Тейлора: существует
функция g(x) ∈ C∞(R) с g(0) = 0, ряд Тейлора которой в точке
x = 0 локально-равномерно универсален в C(R), т.е. для любой функции
f(x) ∈ C(R) с f(0) = 0 и числа r > 0, существует подпоследовательность

Snk
(g, 0) =

nk∑

m=1

g(m)(0)

m!
xm

частичных сумм ряда Тейлора функции g(x), которая равномерно схо-
дится к f(x) на отрезке |x| ≤ r. Первой работой, где построены универ-
сальные в обычном смысле тригонометрические ряды вM [0, 1] в смысле

сходимости почти всюду, является работa Меньшовa. Ряды
∞∑
k=1

akϕk(x)

по любой ортонормированной полной системе {ϕn(x)}∞n=1, x ∈ [0, 1] , уни-
версальные в M в обычном смысле (в случае сходимости почти всюду)
были построены Талаляном. Для формулировки некоторых результатов
существования универсальных рядов напомним следующие обозначения
и определения. Пусть M [0, 1] — совокупность всех (не обязательно ко-
нечных) измеримых функций (соотв. L0[0, 1]) — класс всех (соотв. почти
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везде конечных ) измеримых на [0, 1] функций. Под сходимостью в мет-
рике M [0, 1] или в метрике L0[0, 1] мы будем подразумывать сходимость
почти всюду.

Пусть E ⊆ [0, 1] некоторое измеримое множество и |E| — мера Ле-
бега измеримого множества E ⊆ [0, 1], supp f = {x ∈ [0, 1]; f(x) 6= 0},
Lp(E) (p > 0) — класс всех тех измеримых на E функций, для которых
´

E |f(x)|p dx <∞ и C(E) — класс всех непрерывных на E ⊆ [0, 1] функ-
ций. Пусть {ϕk(x)}∞k=1 — полная ортонормированная система на [0, 1], и
пусть ck(U) =

´ 1

0 U(x)ϕk(x)dx, k ∈ N−коэффициенты Фурье по систе-
ме {ϕk(x)}∞k=0 функции U ∈ L1[0, 1],(N− совокупность всех натуральных
чисел).

Пусть метрическое пространство S− какое-нибудь из пространств
M [0, 1], Lp[0, 1], p ≥ 0.

Определение 1. Ряд

∞∑

k=1

fk(x), fk ∈ S (1)

называется универсальным в S
1) в обычном смысле, если для каждой функции f ∈ S существует

последовательность возрастающих натуральных чисел nk такая, что у
ряда (1) последовательность частичных сумм с номерами nk сходится к
f(x) в метрике S;

2) в смысле перестановок, если для каждой функции f ∈ S члены
ряда (1) можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд

∞∑

k=1

fσ(k)(x)

сходился к функции f(x) в метрике S;
3) в смысле знаков в S, если для каждой функции f ∈ S можно найти

последовательность знаков {δk = ±1}∞k=0, для которой ряд
∞∑
k=1

δkfk(x)

сходится к функции f(x) в метрике S.
Первой работой, где построены универсальные в обычном смысле

тригонометрические ряды в M [0, 1] в смысле сходимости почти всюду,
является работa Д. Е. Меньшовa.

Ряды
∞∑
k=1

akϕk(x) по любой ортонормированной полной системе

{ϕn(x)}∞n=1, x ∈ [0, 1] , универсальные в M в обычном смысле (в случае
сходимости почти всюду) были построены в работе А. А. Талаляном.

139



В последние годы нами (мной и моими соавторами-учениками ) были
получены некоторые результаты (см. [1–7]), связанные с существовани-
ем и описанием структуры функций, ряды Фурье которых по заданной
классической системе универсальны тем или иным смыслом в различных
функциональных классах. Такие функции мы назовем универсальными
относительно классических систем.

Определение 2. Будем говорить, что функция U ∈ L1[0, 1] универ-
сальна для класса S относительно системы {ϕk(x)}∞k=0 :

а) в обычном смысле, если ряд Фурье функции U(x) по этой системе
универсален в S в обычном смысле,

б) в квази-обычном смысле, если существует последовательность зна-

ков { δk = ±1}∞k=0 такая, что ряд
∞∑
k=0

δkck(U)Wk(x) был бы универсаль-

ным в обычном смысле в S,
в) в смысле перестановок, если ряд Фурье функции U(x) по этой

системе универсален в S в смысле перестановок,
г) в смысле знаков своих коэффициентов Фурье по этой системе,

если ряд Фурье функции U(x) по этой системе универсален в S в смысле
знаков.

Замечание 1. Не существует функция U ∈ L1[0, 1], ряд Фурье кото-
рой по тригонометрической системе (по системе Уолша) был бы универ-
сальным в классе M [0, 1] в обычном смысле (даже в случае, сходимости
по мере). В самом деле, если существовала бы функция U ∈ L1[0, 1], кото-
рая универсальна для класса M [0, 1] относительно тригонометрической
системы в обычном смысле, тогда для функции f(x) = 2U(x) нашлась
бы подпоследовательность натуральных чисел {mk} ր ∞ такая, что по
мере на [0, 1]

lim
k→∞

mk∑

|n|=0

dn(U)e
2πnix = 2U(x), dn(U) =

1

2π

ˆ 1

0

U(x)e−2πnixdx

С другой стороны, из известной теоремы Колмогорова (ряд Фурье
каждой интегрируемой функции по тригонометрической системе сходит-

ся в Lp[0, 1], p ∈ (0, 1)) вытекает, что
mk∑
|n|=0

dn(U)e
2πnix — сходится к U(x)

по мере на [0, 1]. Отсюда вытекает, что U(x) = 2U(x) почти всюду на
[0, 1].

Пришли к противоречию. Значит, не существует функция U ∈ L1[0, 1]
универсальная для классов M [0, 1] и Lp[0, 1], p ∈ (0, 1) относительно

тригонометрической системы (соотв. относительно системы Уолша) в
обычном смысле.
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Сразу же возникает следующий вопрос, ответ на который нам не из-
вестен.

Вопрос 1. Существует ли функцияU ∈ L1[0, 1) унивесальна для
классов Lp[0, 1], p ∈ (0, 1) относительно тригонометрической системы
{e2πkix}∞k=−∞ или относительно системы Уолша в смысле перестановок?

Отметим, что в работах [2, 5] автором и А. Саргсяном построены ин-
трегрируемые функций U(x)унивесальные для классов Lp[0, 1], p ∈ (0, 1)
относительно системы Уолша в смысле знаков своих коэффициентов
Фурье.

Отметим также, что нам не известен ответ и на следующий вопрос.

Вопрос 2. Существует ли ограниченная ортонормированная систе-
ма {ϕn(x)} такая, что можно было бы построить функцию U ∈ L1[0, 1]
универсальную для класса Lp[0, 1], p ∈ (0, 1) или для классаM [0, 1] от-
носительно системы {ϕn(x)} в обычном смысле?

В этой статье мы построим функцию U ∈ L1[0, 1] такую, что после
выбора подходящих знаков (δk = ±1 и εk = ±1, k = 0, 1, 2..) для ее
коэффициентов Фурье {dk(U)}∞k=−∞ можно достичь того, чтобы вновь

полученный ряд
∑∞

k=−∞ δkdk(U)e
2πkix (соотв. здесь

∞∑
k=−∞

εkdk(U)e
2πkix)

— будет универсальным в M [0, 1] в обычном смысле (соотв. в Lp[0, 1],
p ∈ (0, 1) в смысле перестановок).

А именно справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Существует функция U ∈ L1[0, 1] которая являет-
ся универсальной для классаM [0, 1] относительно тригонометрической
системы {e2πkix}∞k=−∞ в квази-обычном смысле.

Теорема 2. Существуют числа{εk = ±1, k ≥ 0} и функция U ∈
∈ L1[0, 1], таких, что ряд

∞∑
k=−∞

εkdk(U)e
2πkix — универсален в Lp[0, 1],

p ∈ (0, 1) относительно перестановок.
Эти результаты имеют место и для системы Уолша. Более того верны

следующие теоремы

Теорема 3. Существует функция U ∈ L1[0, 1] (suppU ⊂ [0, ε],
здесь ε ∈ (0, 1) — наперед заданное число) со сходящимся почти всюду
на [0, 1] и по L1[0, 1] норме рядом Фурье–Уолша, с монотонно убываю-
щими коэффициентами, и которая является универсальной для класса
M [0, 1]относительно системы Уолша в квази-обычном смысле.

Теорема 4. Существуют числа εk = ±1, k ≥ 0} и функция
U ∈ L1[0, 1] (suppU ⊂ [0, ε], здесь ε ∈ (0, 1) — наперед заданное число)
со сходящимся почти всюду на [0, 1] и по L1[0, 1] норме рядом Фурье–
Уолша, с монотонно убывающими коэффициентами, таких, что ряд
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∞∑
k=0

εkck(U)Wk(x) — универсален в Lp[0, 1] , p ∈ (0, 1) относительно пе-

рестановок.
Теоремы 3 и 4 следуют из более сыльной теоремы 5

Теорема 5. Существует функция U ∈ L1[0, 1] (suppU ⊂ [0, ε],
здесь ε ∈ (0, 1) — наперед заданное число) со сходящимся почти всюду
на [0, 1] и по L1[0, 1] норме рядом Фурье–Уолша с монотонно убываю-
щими коэффициентами, и такая что:

а) она универсальна для класса M [0, 1] относительно системы Уол-
ша в квази-обычном смысле;

б) для любого p ∈ (0, 1) существует последовательность знаков

{εk = ±1}∞k=0 такая, что ряд
∞∑
k=0

εkck(U)Wk(x) был бы универсальным

в Lp[0, 1] относительно перестановок.

Теорема 6. Существует функция U ∈ L1[0, 1] (suppU ⊂ [0, ε],
здесь ε ∈ (0, 1) — наперед заданное число) со сходящимся по L1[0, 1]
норме и почти всюду на [0, 1] рядом Фурье–Уолша с монотонно убываю-
щими коэффициентами, и которая является универсальной для класса
L0[0, 1] относительно системы Уолша в смысле знаков своих коэф-

фициентов Фурье.

Теорема 7. Существуют совокупность измеримых замкнутых
множеств {Fn}∞n=1, с F1 ⊂ ... ⊂ Fn ⊂ Fn+1 ⊂ ... ⊂ [0, 1] и lim

n→∞
|Fn| = |E|

и функция U ∈ L1[0, 1] (suppU ⊂ [0, ε], здесь ε ∈ (0, 1) — наперед за-
данное число) со сходящимся почти всюду на [0, 1] и по L1[0, 1] норме
рядом Фурье–Уолша с монотонно убывающими коэффициентами, та-
ких, что функция U(x) является универсальной для классов Lp[0, 1],
p ∈ (0, 1) иL1(Fn) для всех n ∈ N относительно системы Уолша в
квази-обычном смысле.

Замечание 2. Нетрудно видеть, что теорема 2 окончательна в неко-
тором смысле (неулучшаема), она не верна при p ≥ 1.

В случае p ≥ 1для системы Уолша верны следующие теоремы

Теорема 8. Можно найти функцию U ∈ L1[0, 1] такую, что после
умножения члеы ее ряда Фурье–Уолша некоторой измеримой функцией

0 < M(x) ≤ 1 можно достичь того, что ряд
∞∑
k=0

ck(U)(M(x)Wk(x)) был

бы универсальным для пространства L1[0, 1] относительно системы
Уолша в смысле знаков.

Теорема 9. Существуют совокупность измеримых множеств
{Fn}∞n=1, с F1 ⊂ ... ⊂ Fn ⊂ Fn+1 ⊂ ... ⊂ [0, 1] и limn→∞ |Fn| = 1 та-
ких, что для любого ε ∈ (0, 1) можно было найти функцию U0(x) со
свойствами:
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1) U0(x) ∈ L1[0, 1], sup p(U0) ⊂ [0, ε];
2) ряд Фурье–Уолша функции U0(x)сходится в метрике L1и почти

всюду на [0, 1];
3) U0(x) имеет монотонно убывающие коэффициенты Фурье–

Уолша;
4) для каждой функции f ∈ L1[0, 1] существует последователь-

ность знаков {δk = ±1}∞k=0 для которой ряд
∞∑
k=0

δkck(U)Wk(x) сходится

к f(x) по всем нормам L1(En), n ∈ N;
5) для любого p ≥ 1 и для каждой функции f ∈ L1[0, 1] суще-

ствует последовательность чисел {δk = ±1, 0}∞k=0, для которой ряд
∞∑
k=0

δkck(U)Wk(x) сходится к f(x) по всем нормам Lp(En), n ∈ N.

В этой работе мы опишем структуру тех функций, которые универ-
сальны для классов Lp[0, 1], p ∈ (0, 1) относительно системы Уолша в
квази-обычном смысле с точки зрения ширoко известных классиче-
ских теорем Лузина и Меньшова «Об исправлении функций». А именно
доказывается следующая теорема.

Теорема 10. Для любого ε ∈ (0 , 1 ) существует совокупность из-
меримых замкнутых множеств {Fn}∞n=1, с E1 = F1 ⊂ ... ⊂ ..
Fn ⊂ Fn+1 ⊂ .. ⊂ [0, 1] и |E1| ≥ 1 − ε , limn→∞|Fn| = |E|,таких, что
для каждой функции f ∈ L1[0, 1] можно найти функцию g ∈ L1[0, 1],
совпадающую с f на E1 со сходящимся по L1[0, 1] норме рядом Фурье–
Уолша с монотонно убывающими коэффициентами, и такую, что она
была бы универсальной для пространств для классов Lp[0, 1] , p ∈ (0, 1)
и L1(Fn ), C(Fn ) для всех n > 1 ∈ N относительно системы Уолша
как в квази-обычном смысле так и в смысле перестановок.
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О СХОДИМОСТИ ОДНОГО АЛГОРИТМА ПОСТРОЕНИЯ
СЕГМЕНТНОЙ РЕГРЕССИИ1
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В настоящей работе для решения задачи построения выпуклого приближения
к зашумленным данным предлагается использовать алгоритм построения сег-
ментной регрессии с использованием активного множества. Показывается, что
алгоритм сходится к оптимальному решению. Находится оценка его сложности.

Ключевые слова: нелинейная оптимизация, активное множество, сегментная ре-
грессия.

ON THE CONVERGENCE OF AN ALGORITHM
FOR SEGMENT REGRESSION CONSTRUCTION1

A. A. Gudkov, K. A. Spiridonov, S. P. Sidorov
(Saratov, Russia)
alex-good96@mail.ru

In this paper, to solve the problem of constructing a convex approximation to noisy
data, we propose an algorithm for constructing segment regression using the active
set approach. It is shown that the algorithm converges to the optimal solution. The
estimate of its complexity is found.

Keywords: Nonlinear Optimization, Active Set, Segment Regression.

Введение

Пусть z = (z1, . . . , zn)
T ∈ Rn есть вектор значений некоторой функции

в точках x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn, n ∈ N. Обозначим ∆i = xi+1 − xi,

i = 1, 2, . . . , n− 1. Пусть ∆2 есть оператор взятия разделенной разности
2-го порядка:

∆2zi =
1

∆i+1 +∆i

(
zi+2 − zi+1

∆i+1
− zi+1 − zi

∆i

)
.

Вектор z = (z1, . . . , zn)
T ∈ Rn называется 2-монотонным (выпуклым)

по отношению к x = (x1, . . . , xn)
T , если ∆2zi ≥ 0 для всех i = 1, . . . , n−2.

Рассмотрим задачу построения 2-монотонной регрессии по парам
точек {(x1, z1), . . . , (xn, yn)}. Задача построения 2-монотонной регрес-
сии состоит в нахождении вектора z ∈ Rn, имеющего наименьшую

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 18-37-00060).
1The article is done with the financial support of RFBR (project 18-37-00060).)
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ошибку приближения к заданному вектору y ∈ Rn (не обязательно 2-
монотонному), при условии, что z ∈ Rn должен быть 2-монотонным по
отношению к x = (x1, . . . , xn)

T :

1

2

n∑

i=1

(zi − yi)
2 → min

z∈∆n
2 (x)

, (1)

где ∆n
2(x) есть множество всех векторов из Rn, которые являются 2-

монотонными по отношению к x = (x1, . . . , xn)
T .

В статье, развивая идеи работ [1], [2] и [3], мы предлагаем такой ал-
горитм, который

• имеет полиномиальную сложность, то есть число операций, необхо-
димых для завершения алгоритма для заданного входного значения
y из Rn, составляет O(nk) для некоторого неотрицательного целого
числа k;

• решение является выпуклым;

• решение является оптимальным (условия Каруша-Куна-Такера вы-
полнены).

Двойственный алгоритм для построения выпуклой
регрессии на основе использования активного множе-
ства

Предлагаемый алгоритм использует так называемый активное множе-
ство. Активное множество S состоит из блоков [l, r − 2] ⊂ [1, n − 2],
таких, что [l, r − 2] ⊂ S, l − 1 /∈ S, r − 1 /∈ S, and

S = [l1, r1] ∪ [l2, r2] ∪ . . . ∪ [lm−1, rm−1] ∪ [lm, rm],

где l1 ≥ 1, rm ≤ n − 2, ri + 3 ≤ li+1, i ∈ [1,m − 1], и m есть количество
блоков. Если ri = li, то i-й блок состоит только из одной точки.

Точки zri, zri+1, . . . , zli, zli+1, zli+2, соответствующие i-ому блоку (плюс
две точки справа) лежат на линейной линии для каждого i.

На каждой итерации алгоритма выбирается активное множество S ⊂
[1, n− 2] и решается соответствующая задача оптимизации

1

2

n∑

i=1

(zi − yi)
2 → min, (2)
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где минимум ищется среди всех z ∈ Rn, удовлетворяющих

∆izi+2 − zi+1(∆i +∆i+1) + ∆i+1zi = 0 ∀ i ∈ S, ∆j = xj+1 − xj. (3)

Существует единственное решение задачи (2)–(3). Обозначим его
z(S).

Двойственный алгоритм для построения выпуклой регрессии на

основе использования активного множества

begin
· Ввод y ∈ Rn;
· Активное множество S = ∅;
· Начальная точка z(S) = y;
· while z(S) /∈ ∆n

2 do
· Положить
S ← S∪{i : ∆izi+2(S)−zi+1(S)(∆i+∆i+1)+∆i+1zi(S) < 0};
· Решить (2)–(3), используя точки из активного множества
S;
· Обновить z(S);

· Вывод z(S);
end

Вычислительная сложность двойственного алгоритма для построе-
ния выпуклой регрессии на основе использования активного множества
равна O(N 3). Это следует из двух замечаний:

• на каждой итерации алгоритма к активному множеству S присо-
единяется, по крайней мере, один индекс из [1 : n−2], что означает,
что число итераций цикла while не может быть больше, чем n− 2.

• вычислительная сложность решения задачи (2)–(3) равна O(n2).

Теорема. Для любого начального множества S ⊂ S∗, двойствен-
ный алгоритм для построения выпуклой регрессии на основе использо-
вания активного множества сходится к оптимальному решению за-
дачи (1) за, самое большее, n− 1− |S| итераций.
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ОЦЕНКИ Lp-НОРМ ПРОСТЫХ РАЦИОНАЛЬНЫХ
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Для простых рациональных дробей получены оценки Lp-норм, зависящие от по-
люсов этих дробей

Ключевые слова: простые рациональные дроби, Lp-оценки, аппроксимация, вы-
четы.

ESTIMATES OF Lp-NORMS OF SIMPLE RATIONAL
FRACTIONS1

V. I. Danchenko (Vladimir, Russia)
vdanch2012@yandex.ru

For the Lp-norms of the simple rational fractions we obtained estimates, which depend
on the poles of these fractions

Keywords: simple rational fractions, Lp - estimates, approximation, residues.

1. Простой дробью назовем рациональную функцию комплексного
переменного σ(z), имеющую конечное число простых полюсов и равную
нулю на бесконечности:

σ(z) =
n∑

k=1

ρk
z − zk

, ρk ∈ C, n ∈ N. (1)

В частности, при натуральных ρk получаются так называемые наипро-
стейшие дроби (НД). Интерес к оценкам Lp-норм дробей (1) возник в
связи с задачами о сходимости рядов НД. Известны оценки Lp-норм НД
через их Lr-нормы (т.е. неравенства разных метрик). Такие оценки на
ограниченных и неограниченных вещественных промежутках и при раз-
личных p и r получены, например, в работах [1], [2]. Так, в [2] показано,
что при 1 < r < p ≤ ∞ для НД имеем

‖σ‖qLp(R) ≤ A(p, r) ‖σ‖sLr(R) , где p−1 + q−1 = 1, r−1 + s−1 = 1,

где A > 0 и зависит только от указанных аргументов. Кроме того, в
задачах о сходимости бесконечных НД применяются оценки Lp-норм,

1Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России (задание 1.574.2016/1.4) и
РФФИ (проект 18-01-00744).

1The work is supported by the Ministry of Education and Science of the Russian Federation (project
No. 1.574.2016/1.4) and the Russian Foundation for Basic Research (project No. 18- 01-744).
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зависящие от полюсов zk явно (см., например, [3], [4]). В настоящей за-
метке приведен один простой способ получения такого рода оценок для
простых дробей.

2. Случай прямой. Докажем следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть простая дробь (1) отображает C− в C+ (в этом

случае все полюсы zk лежат в открытой полуплоскости C+). Тогда при
1 < p < 3 имеем: 2π κ1 ≤ ‖σ‖pp ≤ 2π c κ1, где

κ1 := Im

(
e−i

π(p−2)
2

n∑

k=1

ρkσ
p−1(zk)

)
, c := cosec

π(3− p)

2
,

и суммируются значения однозначной в нижней комплексной полу-
плоскости C− аналитической ветви

σp−1(z) = |σ(z)|p−1eiϕ(p−1), ϕ = arg σ(z) ∈ (0, π), z ∈ C−.

Для НД аналогичный результат получен в [5].
Доказательство. При z ∈ C− и ε ∈ (0, 1) выделяется однозначная

регулярная ветвь

σε(z) = |σ(z)|εeiϕε, где 0 < ϕ = arg σ(z) < π.

Функция w(z) = eiπ(1−ε)/2̺ε(z) отображает нижнюю полуплоскость в
угол π(1− ε)/2 < argw < π(1 + ε)/2. Поэтому при z ∈ C− имеем

Imw(z) ≤ |w(z)| = |σ(z)|ε ≤ c Imw(z), c := cosec
π(1− ε)

2
. (2)

Пусть p = 2m+ ε, m ∈ N, ε ∈ (0, 1). Учитывая (2), по теореме о вычетах
находим оценку:

‖σ‖pp =
ˆ

R

|σ(x)|2m |σ(z)|ε dx ≤ c Im


eiπ 1−ε

2

ˆ

R

|σ(x)|2mσε(x) dx


 =

= c Im


eiπ 1−ε

2

ˆ

R

σm+ε(x)σm(x) dx


 =

= 2π c Im

(
e−i

πε
2

n∑

k=1

Resz=zk σ
m+ε(z)σm(z)

)
.

Из первого равенства в (2) получается неравенство, противоположное
этому неравенству при c = 1. В случае p = 2m−ε, m ∈ N, ε ∈ (0, 1) полу-
чаются аналогичные оценки однозначной ветви w(z) = e−iπ(1−ε)/2σ−ε(z)
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с заменой в (2) Im на (−Im), а из них — оценки ‖σ‖pp. Утверждение тео-
ремы 1 получается в частном случае 1 < p < 3, m = 1 (т.е. при p = 2±ε).

2. Случай окружности. Предположим, что все полюсы простой
дроби (1) лежат в единичном круге и ρk > 0. Легко проверяется, что
Re (ξσ(ξ)) > 0 при всех ξ с |ξ| > 1. Значит, при ε ∈ (−1, 1) и |ξ| ≥ 1 мож-
но выделить регулярную однозначную ветвь(ξσ(ξ))ε, значения которой
лежат в угле (−επ/2, επ/2). Следовательно, для этой ветви имеем

Re (ξσ(ξ))ε ≤ |ξσ(ξ)|ε ≤ cRe (ξσ(ξ))ε , (3)

где c = cos−1(επ/2). Отсюда при p = 2 + ε имеем

‖σ‖pp =
ˆ

|ξ|=1

|σ(ξ)|2|σ(ξ)|ε|dξ| ≤ cRe

ˆ

|ξ|=1

|σ(ξ)|2 (ξσ(ξ))ε |dξ| =

= cRe

ˆ

|ξ|=1

σ(ξ) (ξσ(ξ))ε σ(ξ)|dξ| =

= cRe

ˆ

|ξ|=1

(ξσ(ξ))1+ε

ξ

(
n∑

k=1

ρkξ

1− ξzk

)
dξ

iξ
=

= c Im

ˆ

|ξ|=1

(ξσ(ξ))1+ε

ξ

(
n∑

k=1

ρk
1− ξzk

)
dξ.

Из первого неравенства в (4) аналогично получается оценка ‖σ‖pp снизу.
Вычислением последнего интеграла по теореме о вычетах получается

Теорема 2. Пусть полюсы дроби (1) лежат в единичном круге и
ρk > 0. Тогда при 1 < p < 3 имеем: 2πκ2 ≤ ‖σ‖pp ≤ 2πc κ2, где

κ2 := Re

(
n∑

k=1

ρk

(
1

zk
σ

(
1

zk

))p−1)
, c := sec

(
(p− 2)π

2

)
.
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In this work, we consider the simplified modified Camassa-Holm (MCH) equation by
applying the new extended direct algebraic method. The simplified MCH equation is
given as follows:

D
(µ)
t + ρD(µ)

x − u(3µ)xxt + p(u3)(µ)x = 0, t ≥ 0, 0 < µ ≤ 1, (1)

where p, ρ real parameters, Dµ
t is the conformable derivate operator of the order

µ respect to the variable. In this study,the exact solutions of (1) using Improved
Bernoulli Sub-Equation Function Method (IBSEFM) are obtained and the 3D graphs
acquired from the values of the solutions are given.

Keywords: IBSEF method, Conformable fractional derivative, Camassa–Holm
equation.

Introduction

The present work is devoted to solving the simplified modified Camassa–
Holm (MCH) equation by applying the Improved Bernoulli sub-equation
function method. Several methods have been implemented to solve the
simplified MCH equation by many authors [1–7] , such as sine-Gordon
expansion method [1], the (G′/G)-expansion method and the generalized
Riccati equation [2], modified extended tanh method [3].

The definition of conformable fractional derivative of order µ ∈ (0, 1], it
is defined by the following expression [6]:

dµf (t)

dtµ
= lim

ε→0

f
(
t+ εt1−µ

)
− f (t)

ε
; f : (0,∞]→ R.

Also, conformable fractional derivative has the following main properties
[6, 7]:

i. dµtϑ

dtµ = ϑtϑ−µ, ∀µ ∈ R,
ii. dµfg

dtµ = f d
µg
dtµ g + g d

µf
dtµ ,

iii. dµ(f◦g)
dtµ = t1−µg

′
(t) f

′
(g (t)) .

In this study, we will reach the exact solution of our equation by means
of software by using the basic features given in [6, 7] and the method given
in [8].
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Solutions of fractional simplified MCH equation

Consider a nonlinear conformable fractional partial differential equation of
the form

P
(
u, u

(µ)
t , u(µ)x , u

(2µ)
xt , u

(3µ)
xxt , ...

)
= 0, (2)

where U is an unknown function, P is a polynomial of U and their
derivatives and partial conformable fractional derivatives. Using the wave
transformation, as:

u (x, t) = U (ξ) , ξ =
xµ

µ
− r

tµ

µ
, (3)

where r is an arbitrary constant.
We use Eq. (3) to reduce Eq. (1) to the following nonlinear ordinary

differential equation

rU ′′ + (ρ− r)U + sU 3 = 0. (4)

When we apply the balance between U ′′ and U 3, we obtain following
relationship for m,n and M :

M = n−m+ 1.

Family 1. According to the balance principle, if we take M = 3, n = 3,
and m = 1, we can write

U(ξ) =

n∑
i=0

aiF
i(ξ)

m∑
j=0

bjF j(ξ)
=
a0 + a1F (ξ) + a2F

2(ξ) + a3F
3(ξ)

b0 + b1F (ξ)
=
ψ

φ
, (5)

U ′(ξ) =
ψ′φ− φ′ψ

φ2
,

...,

where F (ξ) is Bernoulli differential polynomial, F ′(ξ) = σF (ξ) + dFM(ξ),
σ 6= 0, d 6=, a3 6= 0, b1 6= 0, M ∈ R − {0, 1, 2} . When we use Equations

(5) in Equation (4), we obtain a system of algebraic equations from the
coefficients of polynomial of F . By solving this algebraic system of equations
with the help of software programme, it yields us the following coefficients:
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case1. For σ 6= d,

a0 = −
i
√−p+ ra2

2
√
2d
√
r

; a1 = −
i
√−p+ ra2b1

2
√
2d
√
rb0

; a3 = −
a2b1
b0

; s = −8d2rb20
a22

; (6)

σ = − i
√−p+r√

2
√
r

.

Putting Equation (6) coefficients in Equation (5), we obtain the complex
exponential function solution to the conformable time MCH equation as
follows:

U1(x, t) =

(
−i
√
2
√−p+r
d
√
r

+ 4
−i

√
2d

√
r√−p+r
+exp−i

√
2
√−p+r(−ctαxα)√

rα
ǫ

)
α2

4b0
, (7)

where a2, b0, α, d, r are constants and not zero.
As a result, we have succesfully applied the IBSEFM to the nonlinear

conformable time fractional MCH equation and we obtained the complex
prototype solution.Using software mathematics programme, it is constructed
two and three dimensional figures of this solution according to the suitable
values of these parameters.
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ОБ ОЦЕНКАХ КВАЗИМНОГОЧЛЕНОВ
И ПРОИЗВОДНЫХ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ1

А. Е. Додонов (Владимир, Россия)
art-dodonov@mail.ru

С помощью интерполяционного тождества, дополняющего результат В. Н. Ру-
сака, получена оценка производных рациональных функций типа Бернштейна–
Виденского–Русака, которая применяется для получения оценки квазимногочле-
на с помощью ассоциированных рациональных функций.

Ключевые слова: интерполяционные тождества, оценки производных рациональ-
ных функций, оценки квазимногочленов.

ON ESTIMATES OF QUASIPOLYNOMIALS
AND DERIVATIVES OF RATIONAL FUNCTIONS1

A. E. Dodonov (Vladimir, Russia)
art-dodonov@mail.ru

We obtain Bernshtein–Videnskii–Rusak type estimate of derivatives of rational
functions by dint of interpolation equality complementary to Rusak’s result. Also
we obtain estimate of quasipolynomial by norm of associated rational functions by
dint of this estimate of derivatives of rational functions.

Keywords: interpolation equalities, estimates of derivatives of rational functions,
estimates of quasipolynomials.

При фиксированном n ∈ N рассмотрим дроби

R1(z) = P (z)
n∏

k=1

1

z − zk
, R2(z) = Q(z)

n∏

k=1

1

z − zk
, R = R1 +R2, (1)

где P (z), Q(z) — произвольные многочлены с комплексными коэффици-
ентами, degP, degQ ≤ n, а zk ∈ C+ — не обязательно различные точки.

При 0 ≤ ϕ < π, α 6= π/2 + πk, положим

B(x) =
n∏

k=1

x− zk
x− zk

, µ(x) = −iB
′(x)

B(x)
=

n∑

k=1

2 Im zk
|x− zk|2

,

M(x) =Mϕ+α(x) = Re (ei(ϕ+α)B(x)), N(x) = Nϕ(x) = Im (eiϕB(x)),

и обозначим через ξm = ξm(ϕ, α) и ζk = ζk(ϕ) нули функций Nϕ+α и Mϕ

соответственно. Отметим, что все числа {ξm}2nm=1 (как и {ζk}2nk=1) веще-
ственные и попарно различные.

1Работа выполнена в рамках эффективного контракта ВлГУ.
1The article is done under the effective contract of Vladimir State University.
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С помощью интерполяционного тождества, полученного В. Н. Руса-
ком в монографии [1] для дроби того же вида, что и R(x), но с дополни-
тельным условием вещественнозначности на R, получается

Лемма. Для дроби вида (1) имеет место равенство

R′1(ξm)e
−iα +R′2(ξm)e

iα =
2n∑

k=1

R(ζk) ·
N(ζk)M(ξm) + sinα

µ(ζk)(ξm − ζk)2
.

Будем обозначать

R(ϕ) = max
1≤k≤2n

|R(ζk)|, ‖R‖ = max
x∈R

|R(x)|.

С помощью леммы методами монографии [1] получается

Теорема 1. При любых x, α ∈ R для рациональных функций вида (1)
имеют место неравенства

∣∣R′1(x)e−iα +R′2(x)e
iα
∣∣ ≤ µ(x)R(ϕ) ≤ µ(x)‖R‖, (2)

где ϕ ∈ R — такое число, что x — нуль функции Nϕ+α.

Оценка (2) экстремальна: для дробей R(x) = B(x), R1(x) ≡ 1,
R2(x) = B(x)− 1 с одной стороны имеем

∣∣R′1(x)e−iα +R′2(x)e
iα
∣∣ = |B′(x)|,

а с другой стороны

µ(x)‖R‖ = µ(x) =

∣∣∣∣
B′(x)

B(x)

∣∣∣∣ = |B′(x)|,

так что в этом случае (2) обращается в равенство.

Из (2) методами работы [2] получается оценка квазимногочлена

Ω(λ) =
n∑

k=1

(
m∑

s=1

ps,kλ
s

)
eizkλ, ps,k ∈ C, zk ∈ C+.

с помощью ассоциированных с ним рациональных функций

ρ1(z) =
n∑

k=1

m∑

s=0

p̂s,kz
s

(z − zk)m+1
, ρ2(z) = Q(z)

n∏

k=1

1

(z − zk)m+1
, (3)

154



где при каждом k коэффициенты {p̂s,k}ms=0 являются решениями системы
линейных алгебраических уравнений

m∑

s=j

Cj
mi

m−js!zs−jk

(s− j)!
p̂s,k = m!pm−j,k, j = 0, 1, . . . ,m,

а Q(z) — произвольный многочлен, degQ ≤ mn. Именно, справедлива

Теорема 2. Для любого вещественного λ > 0 и рациональных функ-
ций вида (3) справедливо неравенство

|Ω(λ)| ≤ n(m+ 1)

λ
inf
ρ2
‖ρ1 + ρ2‖ , (4)

где точная нижняя грань берется по всем дробям ρ2 вида (3).

Неравенство (4) обобщает оценки экспоненциальных сумм, получен-
ные в [3]. Примеры сумм Ω(λ), для которых неравенства типа (4) су-
щественно учитывают взаимное «погашение» гармонических слагаемых,
приводились в [3].
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[3] Danchenko V. I., Dodonov A.E. Estimates for exponential sums. Applications //
Journal of Mathematical Sciences. 2013. Vol. 188, № 3. P. 197–206.

155



УДК 517.53, 517.535

УСЛОВИЯ СХОДИМОСТИ РЯДОВ
НАИПРОСТЕЙШИХ ДРОБЕЙ В Lp(R)1

А. Е. Додонов (Владимир, Россия)
art-dodonov@mail.ru

Приводятся критерии и необходимые условия сходимости рядов наипростейших
дробей в Lp(R).

Ключевые слова: наипростейшие дроби, ряды наипростейших дробей, условия
сходимости.

CONVERGENCE CONDITIONS FOR SERIES
OF SIMPLE PARTIAL FRACTIONS1

A. E. Dodonov (Vladimir, Russia)
art-dodonov@mail.ru

Criteria and necessary conditions for the convergence of series of simple partial
fractions are given.

Keywords: simple partial fractions, series of simple partial fractions, conditions of
convergence.

В работах [1]– [4] рассматривалась сходимость в Lp(R), 1 < p < ∞,
рядов наипростейших дробей

∞∑

k=1

1

z − zk
, zk = xk + iyk, yk 6= 0. (1)

В частности, В.И. Данченко в работе [2] было получено следующее необ-
ходимое условие сходимости ряда (1) к некоторой функции ρ в Lp(R):

∞∑

k=1

1

|zk|1/q+ε
≤ A(p, ‖ρ‖Lp(R))

ε1/q
,

1

p
+

1

q
= 1, (2)

а И.Р. Каюмовым в работе [4] для рядов вида (1) с полюсами, лежащими
при фиксированном α > 0 в угле Vα = {z : |z| ≤ α|y|}, занумерованны-
ми в порядке возрастания |yk|, было получено необходимое и достаточное
условие сходимости в виде

∞∑

k=1

kp−1

|yk|p−1
<∞. (3)

1Работа выполнена в рамках эффективного контракта ВлГУ.
1The article is done under the effective contract of Vladimir State University.
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Нами доказано следующее необходимое условие сходимости в Lp(R)
ряда (1).

Теорема 1. Пусть ряд наипростейших дробей (1) сходится в Lp(R)
к некоторой функции ρ. Тогда при ε > 0

∞∑

k=1

1

|zk|1/q ln(1+ε)/q(|zk|+ 1)
<
A(p, ‖ρ‖Lp(R))

ε1/q
. (4)

Очевидно, условие (4) сильнее условия (2). При 2 ≤ p < 3 существен-
но усилить теорему 1 нельзя, поскольку существует такой сходящийся в
Lp(R) ряд наипростейших дробей, что

∞∑

k=1

1

|zk|1/q ln1/p−δ(|zk|+ 1)
=∞, δ > 0.

Нами получен также критерий сходимости в Lp(R), 1 < p < 2, ря-
да (1) с полюсами из угла Vα ∩ C+.

Теорема 2. Пусть zk ∈ Vα ∩ C+, 1 < p < 2. Тогда для сходимости
ряда (1) в Lp(R) необходимо и достаточно, чтобы при всех n ∈ N было
выполнено неравенство

n∑

k=1

(
n∑

j=1

1

yk + yj

)p−1

≤ A(p, {zk}). (5)

Отметим, что из условия (5) вытекает и условие (3) при 1 < p < 2.
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О МНОЖЕСТВЕ ЗНАЧЕНИЙ РЕШЕНИЙ ХОРДОВОГО
УРАВНЕНИЯ ЛЁВНЕРА1

А. В. Жердев (Саратов, Петрозаводск, Россия)
jerdevandrey@gmail.com

Рассмотрена задача описания множества {g(i, T )} значений решений хордового
уравнения Лёвнера с ограничением на управляющую функцию |λ(t)| ≤ c. Ис-
пользованы методы оптимального управления и принцип Понтрягина.

Ключевые слова: множество значений, уравнение Лёвнера, принцип максимума
Понтрягина.

ON A VALUE RANGE OF SOLUTIONS TO THE CHORDAL
LOEWNER EQUATION1

A. V. Zherdev (Saratov, Petrozavodsk, Russia)
jerdevandrey@gmail.com

We consider a value range {g(i, T )} of solutions to the chordal Loewner equation with
the restriction |λ(t)| ≤ c on the driving function. We use reachable set methods and
the Pontryagin maximum principle.

Keywords: Value range, Loewner equation, Pontryagin maximum principle.

Одной из типичных задач геометрической теории функция является
проблема отыскания множества значений {f(z0)} для различных классов
аналитических функций.

Обозначим H = {z : Im z > 0}, H(T ), T > 0 - класс всех конформных
отображений g : H\K → H, нормированных в окрестности бесконечно-
сти соотношением g(z) = z + 2T

z + O(|z|−2). Здесь K ⊂ H - так называ-
емый "хал"(hull), это означает что K = H ∩K и H\K есть односвязная
область. Решения хордового уравнения Лёвнера

dg(z, t)

dt
=

2

g(z, t)− λ(t)
, g(z, 0) = z, t ≥ 0, (1)

где λ(t) - вещественнозначная непрерывная функция (управляющая
функция), образуют всюду плотный подкласс в классе H(T ). Таким об-
разом, проблема отыскания множества значений {g(z0) : g ∈ H(T )}, z0 ∈
H, сводится к описанию множества {g(z0, T )} достижимости уравнения
(1). Без потери общности можно положить z0 = i. Множество

D(T ) = {g(i, T ) : g решение (1)}
1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект № 17-11-

01229).
1The article is done with the financial support of the Russian Science Foundation (project no. 17-11-

01229).
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было описано в работе [1]. Продолжая это исследование, мы рассматри-
ваем задачу описания множества значений

Dc(T ) = {g(i, T ) : g решение (1), |λ(t)| ≤ c},

таким образом, мы добавили ограничение |λ(t)| ≤ c. Мы используем ме-
тоды теории оптимального управления и прицип максимума Понтрягина
в качестве основных инструментов для решения указанной задачи (см.,
например [2, 3]).

Хотя множество D(T ) было описано в [1], мы приводим другое опи-
сание D(T ) в декартовых координатах (X, Y ).

Теорема 1. Граница области D(T ), T > 0 может быть задана
уравнением

2X2 = log Y (1− 4T − Y 2). (2)

Легко видеть, что при T ≤ 1
4 область D(T ) ограничена и ее граница

пересекает мнимую ось в точках y =
√
1− 4T , y = 1. С этого момента

мы будем рассматривать только этот случай.
Можно показать, что все точки некоторой дуги на ∂D(T ) в окрест-

ности точки (0,
√
1− 4T ) доставляются управляющими функциями со

значениями в интервале [−c, c], следовательно это дуга лежит на грани-
це ∂Dc(T ). Это утверждение содержится в следующей теореме.

Лемма 1. Сегмент границы ∂Dc(T ) задается уравнением (2), Y ∈
[1− 4T, Y0], где Y0 - решение одного из уравнений:

2c2 log Y + Y 2 = 1− 4T, c2 ≥ T − 1− e−4

4
, (3)

2c2 log Y

(1 + log Y )2
+ Y 2 = 1− 4T, c2 ≤ T − 1− e−4

4
. (4)

Заметим, что если c2 = T − 1−e−4

4 оба уравнения (3), (4) имеют общий
корень Y0 = e−2.

Следующая теорема описывает искомое множество Dc(T ) при усло-
вии c2 ≥ T − 1−e−4

4 .

Теорема 2. Пусть c2 ≥ T − 1−e−4

4 , T ≤ 1
4 и пусть кривые l1 − l4

определены следующим образом:
1. Кривая l1 задана уравнением (2), Y ∈ [1−4T, Y0], Y0 единственное

решение (3).
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Рис. 1: Граница множества значений Dc(T ), T=0.245, c=1

Рис. 2: Граница множества значений Dc(T ), T=0.247, c=0.05

2. Кривая l2 задана решениями (X, Y ), X + iY = z, µ ∈ [0, 1] урав-
нения

z2 + 1− 2c(2µ− 1)(z − i) + 8µc2(µ− 1) ln
z + c(2µ− 1)

i+ c(2µ− 1)
= 4T.

3. Кривая l3 задана системой




2p2 log
Y p

c
+ Y 2 − p2 = 1− 4T − c2,

X = −c+ p(1− log
Y p

c
),

(5)

где p ∈ [c, p0] и

p0 =

√
1

2
(
√

(4T + c2 − 1)2 + 4c2 + (4T + c2 − 1)).
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Кривая l4 симметрична кривой l3 относительно мнимой оси.
В случае, если уравнение

−4pc+ c2

p2
exp (−4c

p
)− p2 = 1− 4T − c2 (6)

имеет два различных решения p1 < p2 в интервале (c, p0) мы также
определим кривые l5 − l10.

4. Кривая l5 задана системой (5), p ∈ [c, p1]. Кривая l6 симметрична
l5 относительно мнимой оси.

5. Кривая l7 задана системой



4cp+ (X − c)2 − Y 2 − 4T = c2 − 1,

− p log
(X − c)Y

c
= 2c,

где p ∈ [p1, p2]. Кривая l8 симметрична l7 относительно мнмимой оси.
6. Кривая l9 задана системой (5), p ∈ [p2, p0]. Кривая l10 симмет-

рична l9 относительно мнмимой оси.
Возможны два случая:
(1) Dc(T ) ограничена кривыми l1, l2, l5 − l10, если (6) имеет два раз-

личных решения p1 < p2 в интервале (c, p0).
(2) Dc(T ) ограничена кривыми l1− l4, если (6) имеет не более одного

решения в интервале (c, p0).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
[1] Prokhorov D., Samsonova K. Value range of solutions to the chordal Loewner

equation. // J. Math. Anal. Appl. 2015. Vol. 428, №. 2. P. 910–919.

[2] Prokhorov D. Sets of values of systems of functionals in classes of univalent
functions. // Mat. Sb., 1990. Vol. 181, №. 12. P. 1659–1677. English translation:
Math. USSR Sb. 1992. Vol. 71, № 2. P. 499–516.

[3] Prokhorov D. Reachable Set Methods in Extremal Problems for Univalent Functions.
Saratov : Saratov Univ. 1993.

161



УДК 517.9

О ГЛОБАЛЬНЫХ КЛАССИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ
ДВУМЕРНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ1

Н. В. Зайцева (Казань, Россия)
n.v.zaiceva@yandex.ru
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В настоящее время достаточно полно и глубоко изучены задачи для
дифференциально-разностных уравнений в ограниченных областях (см.,
напр., [1–4] и имеющуюся там библиографию), которые не могут быть
описаны классическими моделями математической физики, но имеющие
большое значение в различных приложениях. В случае неограничен-
ных областей рассмотрены задачи для параболических [5] и эллиптиче-
ских уравнений [6–10]. В данной работе исследуется дифференциально-
разностное уравнение гиперболического типа

∂2u

∂t2
= a1

∂2u

∂x2
(x− h1, t) + a2

∂2u

∂x2
(x− h2, t), (1)

где aj, hj (j = 1, 2) — заданные вещественные числа, при этом a1+a2 > 0,
на параметры h1 и h2 никакие условия соизмеримости не накладываются.

Применив классическую схему Гельфанда–Шилова, доказана следу-
ющая

1Автор выражает глубокую благодарность Региональному научно-образовательному математи-
ческому центру Казанского (Приволжского) федерального университета за финансовую поддержку
(проект № 0212/02.12.10179.001).

1The author is grateful to the Regional scientific and educational mathematical center of Kazan (Volga
region) federal university (project no. 0212/02.12.10179.001).
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Теорема. Функция

G(x, t; ξ) = sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ) + θ(ξ) + ξx)eρ(ξ)ξt sin θ(ξ)+

+sin (ρ(ξ)ξt cos θ(ξ)− θ(ξ)− ξx)e−ρ(ξ)ξt sin θ(ξ)

удовлетворяет уравнению (1) при любом вещественном значении пара-
метра ξ. Здесь

ρ(ξ) =
(
a21 + a22 + 2a1a2 cos (h1 − h2)ξ

)1/4
,

θ(ξ) =
1

2
arctg

a1 sinh1ξ + a2 sinh2ξ

a1 cosh1ξ + a2 cosh2ξ
.
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Birkhäuser, Basel, Boston, Berlin, 1997. 293 p.

[5] Муравник А.Б. Функционально-дифференциальные параболические уравнения:
интегральные представления и качественные свойства решений задачи Коши //
Соврем. мат. Фундам. направл. 2014. Т. 52. С. 3–143.

[6] Муравник А.Б. Эллиптические задачи с нелокальным потенциалом, возникаю-
щие в моделях нелинейной оптики // Матем. заметки. 2019. Т. 105, вып. 5. С. 747–
762.

[7] Муравник А.Б. Асимптотические свойства решений двумерных
дифференциально-разностных эллиптических задач // Соврем. мат. Фун-
дам. направл. 2017. Т. 63, № 4. С. 678–688.

[8] Муравник А.Б. О задаче Дирихле в полуплоскости для дифференциально-
разностных эллиптических уравнений // Соврем. мат. Фундам. направл. 2016.
Т. 60. С. 102–113.

[9] Муравник А.Б. Асимптотические свойства решений задачи Дирихле в полуплос-
кости для некоторых дифференциально-разностных эллиптических уравнений //
Матем. заметки. 2016. Т. 100, вып. 4. С. 566–576.

[10] Muravnik A. On the half-plane Diriclet problem for differential-difference elliptic
equations with several nonlocal terms // Math. Model. Nat. Phenom. 2017. Vol. 12,
№ 6. P. 130–143.

163



УДК 517.984
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Рассматривается система дифференциальных уравнений y′ = (ρB+x−1A+q(x))y,
где матрицы B = diag(b1, . . . , bn) и A постоянны, q(·) ∈ L1(0,∞) ∩ Lp(0,∞).
Устанавливается ряд свойств матрицы сопряжения для решений типа Вейля на
прямых вида {ρ : Re(ρbj) = Re(ρbk)}, j 6= k.

Ключевые слова: спектральная теория, обратные задачи, системы с особенно-
стью.

PROPERTIES OF SCATTERING DATA OF DIFFERENTIAL
SYSTEMS WITH A SINGULARITY1
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We consider differential system y′ = (ρB + x−1A + q(x))y, where the matrices B =
diag(b1, . . . , bn) and A are constant, q(·) ∈ L1(0,∞) ∩ Lp(0,∞). Some properties of
conjugation matrix for the Weyl-type solutions on the lines of the form {ρ : Re(ρbj) =
Re(ρbk)}, j 6= k are established.

Keywords: spectral theory, inverse problems, systems with a singularity.

Предположим, что постоянные комплексные n×n, n > 2 матрицы A,
B удовлетворяют следующим условиям.

Условие 1. Матрица A внедиагональна. Собственные значения
{µj}nj=1 матрицы A различны и удовлетворяют условию µj − µk /∈ Z
при j 6= k, кроме того, Reµ1 < Reµ2 < · · · < Reµn, Reµk 6= 0, k = 1, n.

Условие 2. B = diag(b1, . . . , bn), элементы b1, . . . , bn – различные
ненулевые комплексные числа, никакие три из которых не лежат на

одной прямой, и такие, что
n∑
j=1

bj = 0.

Обозначим через Σ объединение прямых вида:

Σ =
⋃

(k,j):j 6=k
{z : Re(zbj) = Re(zbk)} .

Представим множество C\Σ в виде C\Σ =
N⋃
ν=1
Sν объединения непересе-

кающихся открытых секторов Sν . В каждом из секторов Sν существует

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-00102).
1The article is done with the financial support of RFBR (project No. 19-01-00102).
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перестановка R1, . . . , Rn чисел b1, . . . , bn такая, что Re(R1z) < Re(R2z) <
· · · < Re(Rnz) при z ∈ Sν .

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений:

dy

dz
= (B + z−1A)y. (1)

При выполнении Условия 1 система (1) имеет фундаментальную систему
решений, состоящую из функций вида ck(z) = zµk ĉk(z), k = 1, n, где
ĉk(z) – целые функции. При выполнении Условия 2 система (1) имеет в
каждом из секторов Sν фундаментальную систему решений {ek(z)}nk=1,
такую, что:

ek(z) = exp(zRk)(fk +O(z−1)), z →∞, z ∈ Sν.
Здесь (f1, . . . , fn) = f – матрица перестановок, такая что (R1, . . . , Rn) =
(b1, . . . , bn)f.

Предположим, далее, что выполнено также следующее условие.
Условие информативности. Для каждого из секторов Sν и для

всех k = 2, n числа ∆0k := det(e1(z), . . . , ek−1(z), ck(z), . . . , cn(z)), z ∈ Sν
отличны от 0.

В дальнейшем рассматривается следующая система дифференциаль-
ных уравнений:

y′ = (ρB + x−1A+ q(x))y (2)

со спектральным параметром ρ, где матрица-функция q(x) удовлетворя-
ет условиям: qkj ∈ L1(0,∞) ∩ Lp(0,∞), p > 2 для всех k, j, qkk(x) ≡ 0,
k = 1, n.

Определение. Пусть ρ ∈ Sν , k ∈ {1, . . . , n} фиксированы. Решение
Ψk(x, ρ), x ∈ (0,∞) системы (2) называется k-м решением типа Вейля,
если оно удовлетворяет условиям:

Ψk(x, ρ) = O (xµk) , x→ 0, Ψk(x, ρ) = exp(ρxRk)(fk + o(1)), x→∞.

Вопросы построения и исследования свойств решений типа Вейля по-
дробно изучались в работе [1]. Известно, в частности, что k-е решение
типа Вейля существует и единственно для всех таких ρ ∈ C \ Σ, для
которых ∆k(ρ) 6= 0. Здесь ∆k(ρ) – характеристическая функция краевой
задачи, образованной системой (2) и краевыми условиями

y(x) = O (xµk) , x→ 0, y(x) = o(exp(ρxRk)), x→∞.

Обозначим через Σν открытый луч, разделяющий секторы Sν и Sν+1

(здесь предполагается, что нумерация секторов осуществляется в на-
правлении против часовой стрелки и SN+1 := S1). Если некоторая функ-
ция f(ρ) определена при ρ ∈ Sν ∪Sν+1, то через f±(ρ), ρ ∈ Σν обозначим
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пределы
f−(ρ) = lim

ξ→ρ,ξ∈Sν
f(ξ), f+(ρ) = lim

ξ→ρ,ξ∈Sν+1

f(ξ).

Известно, в частности, что предельные значения ∆±
k (ρ), ρ ∈ Σν суще-

ствуют для всех k, ν.
Определим Σ1

ν как множество таких ρ ∈ Σν , для которых

n∏

k=2

∆±
k (ρ) 6= 0.

Для любого ρ ∈ Σ1
ν существуют предельные значения Ψ±(x, ρ),

где Ψ(x, ρ) := (Ψ1(x, ρ), . . . ,Ψn(x, ρ)). Поскольку каждая из матриц
Ψ−(x, ρ), Ψ+(x, ρ) удовлетворяет системе (2), для каждого ρ ∈ Σ1 :=
N⋃
ν=1

Σ1
ν определена (единственная) матрица (матрица сопряжения) v(ρ)

такая, что Ψ+(x, ρ) = Ψ−(x, ρ)v(ρ).
Обозначим через Π(ρ), ρ ∈ Σ \ {0} матрицу перестановок такую,

что f+(ρ) = f−(ρ)Π(ρ). Заметим, что при выполнении Условия 2 мат-
рица Π(ρ) – блочно-диагональная, причём диагональные блоки имеют
либо размер 1× 1 и равны 1 («тривиальные блоки»), либо размер 2× 2
(«нетривиальные блоки»).

Теорема 1. Для каждого ρ ∈ Σ1 матрица v(ρ) является нижне-
треугольной и блочно-диагональной, причём нетривиальные диагональ-
ные блоки расположены в тех же строках и столбцах, что нетриви-
альные диагональные блоки матрицы Π(ρ). Каждый нетривиальный
диагональный блок матрицы v(ρ) имеет вид:

(
vkk 0

1 vk+1,k+1

)
,

причём vkkvk+1,k+1 = −1.
Обозначим через v0(ρ) матрицу сопряжения, соответствующую «про-

стейшей» системе вида (2) с q = 0.
Теорема 2. При ρ→∞, ρ ∈ Σ1 v(ρ)− v0(ρ)→ 0. Если, кроме того,

lim
ρ→0,ρ∈Sν

n∏
k=2

∆k(ρ) 6= 0 для всех ν = 1, N , то

lim
ρ→0,ρ∈Σ1

(v(ρ)− v0(ρ)) = 0.
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СВОЙСТВА ЭКСТРЕМУМОВ КОНФОРМНЫХ
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Установлены новые условия единственности критической точки конформного ра-
диуса. Исследуется проблема существования критических точек для новых кон-
струкций обобщённых приведенных модулей.

Ключевые слова: конформный радиус, обобщенный приведенный модуль.

PROPERTIES OF EXTREMA OF CONFORMAL RADII
AND GENERALIZED REDUCED MODULI1

A. V. Kazantsev, М. I. Kinder (Kazan, Russia)
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New conditions for the uniqueness of the critical point of the conformal radius
are established. We study the problem of the existence of critical points for new
constructions of generalized reduced moduli.

Keywords: generalized reduced modulus, conformal radius.

Единственность критической точки
конформного радиуса

Через H обозначим класс функций, голоморфных в D = { ζ ∈ C :
| ζ | < 1 }, через H∞ — пространство функций F ∈ H, ограниченных
в D; ||F ||∞ = supζ∈D |F (ζ) | — норма элемента F ∈ H∞. Справедлива

Теорема 1. Голоморфная в D функция f(ζ) = ζ + . . . , удовлетворя-
ющая условию

| f ′′(ζ)/f ′(ζ) | ≤ 2, ζ ∈ D, (1)

имеет единственную (не обязательно нулевую) критическую точку
конформного радиуса

hf(ζ) = (1− | ζ |2) | f ′(ζ) | (2)

в круге D. Постоянная 2 в (1) неулучшаема; одновременное наруше-
ние условия (1) и единственности критической точки функции hfb

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Правительства Республики Татарстан
в рамках научного проекта № 18-41-160017.

1This work was funded by the subsidy of the Russian Foundation for Basic Research and the
Government of the Republic of Tatarstan, Grant 18-41-160017.
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при движении вдоль лучей Хорнича fb(ζ) =
´ ζ

0 f
′(t)b dt с ростом b, где

|| f ′′/f ′ ||∞ = 1, происходит только в случае функции f(ζ) =
´ ζ

0 e
t2/2 dt

и её вращений.

Пусть A — подкласс H, состоящий из функций f с нормировками
f(0) = f ′(0)− 1 = 0, H0 — класс функций f ∈ A, локально однолистных
в D. Регулярный класс Гахова G1 состоит из всех функций f ∈ H0, для
которых уравнение Гахова

f ′′(ζ) / f ′(ζ) = 2 ζ / (1− | ζ |2), (3)

имеет единственный корень в D, являющийся максимумом функции (2).
Рассмотрим отображение P : H0 → H : f 7→ F = f ′′ / f ′. Пусть

∆ = {F ∈ H∞ : ||F ||∞ ≤ 2 } и C = P (G1) ∩ H∞; через FrH∞C обо-
значается граница множества C в пространстве H∞. Теорема 1 означа-
ет выполнение неулучшаемого включения ∆ ⊂ P (G1). Использование
погружения PH∞ : P−1(H∞) → H∞ позволяет усилить утверждение о
неулучшаемости из теоремы 1. Справедлива

Теорема 2. Имеет место соотношение

∆ ∩ FrH∞C = {F (ζ) = 2εζ : | ε | = 1} .

Рассмотрим теперь другой подход к неулучшаемости условия един-
ственности (1). Пусть kf — число критических точек функции (2), лежа-
щих в D. Если X ⊂ H0, то X̃ определяется как подкласс всех функций
f из X с нулевым корнем уравнения (3), т.е. с условием f ′′(0) = 0. При
выполнении последнего неравенство (1) можно записать в виде подчи-
ненности

f ′′(ζ) / f ′(ζ) ≺ F (ζ) = 2ζ, ζ ∈ D. (4)

Из результатов [1] следует, в частности, такое утверждение.

Теорема 3. Пусть функция f ∈ H̃0 удовлетворяет условию (3).
Тогда f ∈ G̃1. Кроме того, имеет место эффект Новикова–Хохлова,
заключающийся в том, что мажоранту единственности, F (D) = 2D,
нельзя звездообразно расширить. Это значит, что если голоморфная
в D функция H с H ′(0) 6= 0 удовлетворяет условию H /H ′(0) ∈ S∗ и
если F (D) $ H(D), то существует функция g ∈ H̃0 с g′′ / g′ ≺ H в D
и kg > 1.

Обобщённые приведенные модули

Пусть D — конечносвязная ограниченная плоская область, и пусть
F (w,w0) = (w − w0)f(w,w0), f(w0, w0) 6= 0, — функция, отображаю-
щая D на каноническую область в виде единичного круга с центром в
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начале координат и с разрезами предписанной формы: круговыми кон-
центрическими дугами, радиальными разрезами, а также их различными
комбинациями.

Обобщенным приведенным модулем области D относительно задан-
ной канонической области называется функция

M(w) = − 1

2π
ln | f(w,w) |.

Конформным радиусом области D в точке w будем называть функцию

R(w) = exp (2πM(w)) .

Критические точки обобщённого приведённого модуля, очевидно, сов-
падают с критическими точками конформного радиуса области D и яв-
ляются корнями уравнения

∂M(w)/∂w = 0. (5)

В этой части статьи мы приводим результаты, связанные с исследова-
нием критических точек обобщённых приведённых модулей двусвязных
областей относительно различных канонических областей.

Круг с круговым концентрическим разрезом

Если в качестве канонической области выбран единичный круг с кру-
говыми концентрическими разрезами, то количество критических точек
функции M =M(w) не меньше порядка связности области D [2].

В качестве примера найдём обобщённый приведённый модуль кольца
Eq = {w | q < |w | < 1 } относительно единичного круга с разрезом вдоль
дуги с центром в начале координат. Функция F (w,w0), осуществляющая
конформное и однолистное отображение Eq на область указанного типа,
имеет вид (см. например, [3, с. 233]):

F (w,w0) =
w − w0

1− w0w

∞∏

k=1

[
(1− q2kw/w0)(1− q2kw0/w)

(1− q2kww0)(1− q2k/(ww0))

]
.

Обобщённый приведённый модуль кольца Eq относительно единичного
круга с круговым концентрическим разрезом равен M(w) = 1

2π lnR(w),
где R(w) — конформный радиус в точке w, с точностью до постоянного
сомножителя равный

R(w) = (1− r2)
∞∏

k=1

(1− q2kr2)(1− q2kr−2), r = |w |,
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Критические точки обобщённого приведённого модуля кольцевой обла-
сти Eq относительно единичного круга с круговым концентрическим раз-
резом находятся из уравнения (5):

r2

1− r2
+

∞∑

k=1

[
q2kr2

1− q2kr2
− q2k / r2

1− q2k / r2

]
= 0 ⇐⇒

∞∑

k=0

q2k(r4 − q2)

(1− q2kr2)(r2 − q2k+2)
= 0 .

Теорема 4. Обобщённый приведённый модуль кольца Eq относи-
тельно единичного круга с круговым концентрическим разрезом имеет
бесконечное количество критических точек, расположенных на окруж-
ности |w | = √q.

Единичный круг с радиальным разрезом

Найдем обобщённый приведённый модуль кольца Eq относительно еди-
ничного круга с радиальным разрезом. Обозначим через F (w,w0) функ-
цию, которая конформно и однолистно отображает Eq на область указан-
ного типа, при этом для удобства будем считать, что радиальный разрез
расположен на вещественной оси. Функция F (w,w0) имеет вид

F (w,w0) =
w − w0

1− w0w

∞∏

k=1

[
(1− q2kw /w0)(1− q2kw0 /w)

(1− q2kww0)(1− q2k / (ww0))

](−1)k
.

Обобщённый приведённый модуль кольца Eq относительно этой об-
ласти равен M(w) = 1

2π lnR(w), где R(w) — конформный радиус в точке
w, с точностью до постоянного сомножителя равный

R(w) = (1− r2)
∞∏

k=1

[
(1− q2kr2)(1− q2kr−2)

](−1)k
, r = |w |.

Уравнение (5) для нахождения критических точек обобщённого приве-
дённого модуля области Eq относительно единичного круга с радиаль-
ным разрезом

r2

1− r2
+

∞∑

k=1

(−1)k
[

q2kr2

1− q2kr2
− q2k / r2

1− q2k / r2

]
= 0 ⇐⇒

∞∑

m=1

r2m + r−2mq2m

1 + q2m
= 0.

не имеет решений.
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Теорема 5. Обобщённый приведённый модуль кольца Eq относи-
тельно единичного круга с радиальным разрезом не имеет критических
точек.

Обобщённый приведённый модуль кольца Eq можно исследовать так-
же относительно других канонических двусвязных областей специаль-
ного вида, у которых внутренний контур — круговой или радиальный
разрез, а внешний — звездообразная кривая.
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Пусть (X, d, µ) — метрическое пространство с мерой. Приводятся условия на ядра
ϕt : X ×X → R, t ∈ (0, 1], интегральных операторов, при которых они образуют
аппроксимативную единицу. Основные утверждения описывают свойство Фату
(сходимость почти всюду вдоль некоторого семейства областей подхода к границе
X × (0, 1]) для таких операторов.

Ключевые слова: аппроксимативные единицы, метрические пространства смерой,
свойство Фату.

FATOU PROPERTY FOR APPROXIMATIONS
OF IDENTITY ON METRIC MEASURE SPACES

G. A. Karagulyan (Erevan, Armenia),
I. N. Katkovskaya (Minsk, Belarus),

V. G. Krotov (Minsk, Belarus),
M. H. Safaryan (Erevan, Armenia)
g.karagulyan@gmail.com, krotov@bsu.by

Let (X, d, µ) be a metric measure space. The conditions on the kernels of ϕt : X×X →
R, t ∈ (0, 1], integral operators for which they form an approximative unit are given.
The main statements describe the Fatou property (convergence almost everywhere
along some family areas of approach to the boundary X × (0, 1]) for such operators.

Keywords: approximations of identity, Metric measure spaces, Fatou property.

Пусть X — ограниченное метрическое пространство с метрикой d и
борелевской мерой µ, причем мера каждого шара B ⊂ X положительна
и конечна. Будем использовать обозначения

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r},

для открытого шара с центром в точке x ∈ X радиуса r > 0,

fB =

 

B

f dµ =
1

µ(B)

ˆ

B

f dµ

для среднего значения функции f ∈ L1(B) по шару B ⊂ X .
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Для p ∈ [1,∞] используем стандартное обозначение

‖f‖Lp(X) = ‖f‖p :=



ˆ

X

|f |p dµ




1/p

, p ∈ [1,∞),

‖f‖L∞(X) = ‖f‖∞ := inf{A : µ{|f | > A} = 0}, p =∞.

Lp(X) означает множество (классов эквивалентности) измеримых
функций, для которых эта величина конечна.

Мы будем предполагать, что выполнено условие удвоения: существует
такое число aµ > 0, что

µ(B(x, 2r)) ≤ aµµ(B(x, r)), x ∈ X, r > 0. (1)

Кроме того, нам понадобится следующее условие на меру µ: суще-
ствуют постоянные C1, C2 > 1

µ(B(x, C1r)) ≥ C2µ(B(x, r)), x ∈ X, r > 0, (2)

которое не представляется очень ограничительным.
Запись A . B всегда будет означать, что A ≤ cB, где c — некото-

рая положительная постоянная, зависящая, возможно, от определенных
параметров, но эти зависимости для нас несущественны.

Мы рассматриваем семейства интегральных операторов

Φtf(x) =

ˆ

X

ϕt(x, z)f(z) dµ(z),

где ядра ϕt : X ×X → R, t > 0, образуют аппроксимативную единицу,
то есть удовлетворяют следующим условиям:

1) ϕt ∈ L∞(X ×X),
ˆ

X

ϕt(x, z) dµ(z) = 1 при всех x ∈ X, t > 0,

2) для любого δ > 0

sup
d(x,y)>δ

ϕ∗t (x, y)→ 0 при t→ +0,

где
ϕ∗t (x, y) := sup{|ϕt(x, z)| : d(x, y) ≤ d(x, z)},

3) Cϕ := sup
t∈(0,1)

sup
x∈X

‖ϕ∗t (x, ·)‖L1(X) <∞.
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Пусть задана функция λ : (0, 1] → (0, 1], λ(+0) = 0, порождающая
области подхода к «границе» абстрактного полупространства X × (0, 1]

Dλ(x) = {(y, t) ∈ X × (0, 1] : d(x, y) < λ(t)}, x ∈ X.

Предел функции, заданной на X × (0, 1], вдоль области Dλ(x) будем
обозначать Dλ(x) − lim. Введем еще максимальный оператор Фату, со-
ответствующий этим областям

Nλu(x) := sup{|u(y, t)| : (y, t) ∈ Dλ(x)}

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1) и (2). Тогда если функция
λ такова, что

Cλ := sup
x∈X

‖ϕ∗t (x, ·)‖L∞(X) µ(B(x, λ(t))) <∞. (3)

Тогда

µ ({Nλ(Φtf) > A}) . Cλ
A
‖f‖L1(X) , A > 0, f ∈ L1(X).

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1) и (2). Тогда если функция
λ удовлетворяет условию (3), то для любой функции f ∈ L1(X)

Dλ(x)− limΦtf = f(x) для почти всех x ∈ X.

Теорему 2 можно уточнить следующим образом. Будем говорить, что
x ∈ X является точкой Лебега функции f ∈ L1(X), если

lim
t→+0

 

B(x,t)

|f(y)− f(x)| dµ(y) = 0.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (1), (2) и функция λ удовле-
творяет условию (3). Тогда для любой функции f ∈ L1(X) соотноше-
ние

Dλ(x)− limΦtf = f(x)

выполнено в каждой точке Лебега x ∈ X.
В силу условия удвоения для любой функции f ∈ L1(X) почти все

точки x ∈ X являются точками Лебега [1, §2.7] (для этого еще необ-
ходима плотность непрерывных функций в L1(X)), что обеспечивается
регулярностью меры µ).
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Утверждения типа теорем 1–3 для «радиальной» и «некасательной»
сходимости хорошо известны для аппроксимативных единиц на Rn вида
f ∗ ϕt, где ϕt(x) = t−nϕ(x/t) (см., например, [2, глава 3, §2]).

В случае X = [−π, π] подобные утверждения были получены в [3]
для ядер сверточного вида ϕt(x − y). Они содержали как следствие 1)
некасательное граничное поведение интегралов Пуассона в круге и 2)
касательное (с логарифмическим порядком касания) граничное поведе-
ние для свертки с корнем квадратным из этого ядра, которое изучались
ранее в [4] и [5]).

Результаты из [4] и [5]) были перенесены на пространства однородного
типа в [6] и [7]. В частности в [7] в качестве иллюстрирующих примеров
рассматривались операторы, ядрами которых были нормированные сте-
пени многомерных ядер Пуассона:

p(x, θ) =
1− |x|2
|x− θ|n , |x| < 1, |θ| = 1

для единичного шара в Rn (см, например, [8, глава 2, §1]) и

p(z, ζ) =
(1− |z|2)n
|1− 〈z, ζ〉|2n

|z| < 1, |ζ| = 1

(инвариантное ядро Пуассона) для единичного шара в Cn (см, например,
[9, глава 3, §3]).

Указанные работы и послужили поводом для нашей заметки — в них
рассматривались ядра конкретного вида или структуры. Мы же хотели
выделить те общие свойства ядер, которые позволяют рассматривать ин-
тегральные операторы с этими ядрами как аппроксимативные единицы
с различным граничным поведением, не обязательно «некасательным».
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УДК 517.518.43

О МНОЖЕСТВАХ ОТНОСИТЕЛЬНОЙ
ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ СИСТЕМЫ

ВИЛЕНКИНА–ДЖАФАРЛИ 1

Т. Д. Козловская (Москва, Россия)
tdkozl2018@mail.ru

Доказывается теорема: объединение счетного множества замкнутых Ur-
множеств (r > 2) для системы Виленкина–Джафарли является Ur-множеством
для этой системы.

Ключевые слова: группа целых p-адических чисел, нуль-мерная группа, характе-
ры групп, система Виленкина–Джафарли, Ur-множества.

ON SETS OF RELATIVE UNIQUENESS
FOR THE VILENKIN–DZHAFARLI SYSTEM1

T. D. Kozlovskaya (Moscow, Russia)
tdkozl2018@mail.ru

We prove a theorem: the union of countable many closed Ur-sets (r > 2) for the
Vilenkin–Dzhafarli system is again Ur-set for this system.

Keywords: group of p-adic intergers, zero-dimensional group, characters of a group,
Vilenkin–Dzhafarli system, Ur-sets.

Группа Zp целых p-адических чисел (p— простое число) определяется
следующим образом. Элементами этой группы являются последователь-
ности

g = (x0, x1, ..., xn, ...),

где xn может принимать значения 0, 1, ..., p− 1. Топология задается под-
группами

Gn = {g ∈ Zp, xj = 0 для j = 0, 1, ..., n− 1}.

Zp = G0 ⊃ G1 ⊃ ... Gn ⊃ ... .

Если a = (a0, ..., an, ...), b = (b0, ..., bn, ...), a
(k), b(k) — последовательно-

сти финитных элементов — «срезок» элементов a и b соответственно, то
будем считать

a+̇b ≡ lim
k−→∞

(a(k) + b(k)),

где предел понимается в смысле сходимости в топологическом простран-
стве Zp.

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-
01-00584.

1The reported study was funded by RFBR, project number 20-01-00584.
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Множество G = Zp с введённой топологией и операцией сложения
является компактной коммутативной нуль-мерной топологической груп-
пой.

Смежные классы группы G по подгруппе Gn будем обозначать Kn
j ,

j = 0, 1, ..., pn − 1.
Группу характеров Γ для группы Zp образует так называемая система

Виленкина-Джафарли.

γn(g) = exp
(
2πi

s∑

k=0

tk
pk+1

s∑

j=0

xjp
j
)
.

Здесь n =
s∑

k=0

tkp
k, 0 ≤ tk ≤ p− 1.

Система Виленкина–Джафарли является ортонормированной
(см. [1]).

Пусть
∞∑

k=0

akγk (1)

— ряд по системе Γ.
Множество E в области определения системы функций называется

множеством единственности, или U -множеством, для этой системы,
если из сходимости к нулю всюду вне E ряда по этой системе вытекает,
что все его коэффициенты равны нулю. Если в определении множества
единственности наложить на коэффициенты ряда an условие an ∈ lr

(1 ≤ r <∞), то получим определение Ur-множества.
В работе [2] было доказано, что объединение счетного множества

замкнутых Ur-множеств (r > 2) для системы Уолша является Ur-
множеством для этой системы.

В настоящей работе аналогичный результат доказан для системы
Виленкина–Джафарли:

Теорема 1. Объединение счетного множества замкнутых Ur-
множеств (r > 2) для системы Джафарли является Ur-множеством
для этой системы.

Доказательство предваряет несколько лемм. В их доказательстве ис-
пользуем интегральное представление для частичных сумм ряда Фурье
функции f ∈ L(G) по системе характеров компактной нуль-мерной ком-
мутативной группы G (см. [1]):

Sn(f ; g) =

ˆ

G

f(g ·− u)Dn(u)dµ(u), (2)
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µ — мера Хаара на группе G, Dn(u) — ядро Дирихле для этой системы.
Используем также оценку ядра Dn(g) для системы Виленкина–

Джафарли (см. [1]):

Dps(g) =

{
ps, еслиg ∈ Gs;

0, еслиg ∈ Zp \Gs.
(3)

Нам понадобится также некоторый аналог теоремы Валле-Пуссена,
доказанный в работе [3] (теорема 4.2). Приведем частный случай этой
теоремы.

Теорема A. Пусть частичные суммы Spn =
pn−1∑
k=0

akγk ряда (1) почти

всюду на G сходятся к суммируемой функции f , и выполнены условия

lim
k→∞

ak = 0, lim
n→∞

|Spn(g)| < +∞

всюду, кроме счетного множества. Тогда ряд (1) является рядом
Фурье функции f по системе Γ.

Лемма 1. Пусть 2 ≤ r < ∞, измеримое множество E ⊂ Zp и явля-
ется Ur-множеством для системы характеров группы Zp. Тогда мера
Хаара множества E равна нулю.

Доказательство. Предположим, что µ(E) > 0. Зафиксируем чис-
ло ε: 0 < ε < µ(E). Множество CE можно покрыть объединением D
счетного множества смежных классов Kn

j так, что µ(CE) < µ(D) <
µ(CE)+ ε. Тогда µ(CD) > µ(E)− ε > 0. Получим замкнутое множество
F = CD ⊂ E, µ(F ) > 0.

Построим нетривиальный ряд
∞∑
l=0

clγl по рассматриваемой системе

характеров Γ с коэффициентами из lr, сходящийся к нулю всюду вне
множества E. Характеристическая функция χ

F
замкнутого множества

F принадлежит L2(G); поэтому ее коэффициенты Фурье по системе Γ
cl(χ) ∈ l2 ⊂ lr, r > 2, и c0 = µ(F ) > 0. Пусть g ∈ CF . Тогда существует
смежный класс Kn0 ⊂ CF такой, что g ∈ Kn0; ясно, что для всех n > n0
элемент g входит в некоторый смежный класс Kn.

Согласно (2), (3) имеем

Spn(χF
; g) =

ˆ

G

χ
F
(g ·− u)Dpn(u)dµ(u) = pn

ˆ

Gn

χ
F
(g ·− u)dµ(u).

Так как g ∈ Kn, u ∈ Gn, то и g ·− u ∈ Kn; значит, χ
F
(g ·− u) = χ

F
(g) = 0,

и Spn(χF
; g) = 0 для всех n ≥ n0, всех g ∈ CF .
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Итак, подпоследовательность частичных сумм ряда

∞∑

l=0

cl(χ)γl Spn(χ, g)

сходится к нулю в любой точке открытого множества CF . Согласно [4]
(теорема 3.4) из этого следует, что рассматриваемый ряд сходится к нулю
на CF .

Нуль-рядом Виленкина–Джафарли назовем всякий нетривиальный

ряд
∞∑
k=0

ckγk(g), сходящийся почти всюду на Zp к нулю.

Пусть Sn(g) — последовательность частичных сумм нуль-ряда. Мно-
жество элементов группы Zp, где нуль-ряд не сходится к нулю, будем
называть ядром нуль-ряда. Множество элементов, где

lim
n→∞

|Sn(g)| = +∞,

будем называть приведенным ядром нуль-ряда.
Порцией δ(E) множества E ⊂ G назовём множество E

⋂
Kn, где

Kn — некоторый смежный класс группы G по подгруппе Gn.

Лемма 2. Пусть δ(B) — непустая порция ядра B нуль-ряда
Виленкина–Джафарли, N — приведенное ядро этого нуль-ряда. Суще-
ствует другой нуль-ряд Виленкина–Джафарли, для которого соответ-
ственно ядром и приведенным ядром являются порции δ(B) и δ(N)
ядра и приведенного ядра исходного нуль-ряда.

Доказательство. Пусть рассматриваемая порция ядра B нуль-ряда
есть пересечение ядра B и смежного класса Kn. Характеристическая
функция любого смежного класса может быть представлена как поли-
ном по системе характеров Γ. Согласно теореме локализации для нуль-
мерных групп (см. теорему 3.2 из [4]) формальное произведение

∞∑

l=0

clγl (4)

этого полинома и данного нуль-ряда
∞∑
i=0

aiγi равномерно сходится к нулю

внеKn и равномерно равносходится с данным нуль-рядом наKn. Значит,
ряд (4) сходится к нулю почти всюду на G = Zp, но не всюду: в точках
множества δ(B) ряд (4) не сходится к нулю. Итак, ряд (4) — нуль-ряд; из
теоремы локализации ясно, что δ(B) и δ(N) — его ядро B1 и приведенное
ядро N1 соответственно.
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Лемма 3. Приведенное ядро нуль-ряда Виленкина–Джафарли является
несчетным множеством.

Доказательство. Предположим, что приведенное ядро нуль-ряда
∞∑
k=0

ckγk счетное. Тогда

lim
n→∞

|Spn(g)| < +∞

всюду, кроме счетного множества. Кроме того, lim
k→∞

ck = 0 (для этого

достаточно сходимости ряда хотя бы в одной точке g ∈ G). Таким об-
разом, применима теорема А с f = 0. Значит, ck = 0 для всех k, что

невозможно, так как ряд
∞∑
k=0

ckγk является нуль-рядом.

Лемма 4. Приведенное ядро нуль-ряда Виленкина–Джафарли является
множеством второй категории на себе.

Доказательство. Пусть N — приведенное ядро нуль-ряда
Виленкина–Джафарли:

N = {g ∈ Zp : lim
n→∞

|Sn(g)| = +∞}.

Согласно лемме 3 N — несчетное множество. Так как функции Sn(g) =
n∑
k=0

ckγk(g) непрерывны, множества

Nk = {g ∈ Zp : |Sn(g)| > k для некоторого n}

являются открытыми. Ясно, чтоN =
⋂
k

Nk, т.е.N типаGδ. Известно, что

несчетное множество типа Gδ является множеством второй категории на
себе (см., например, [5, с. 548]).

Лемма 5. Пусть B — ядро нуль-ряда Виленкина–Джафарли. Суще-
ствует замкнутое множество P , B ⊂ P, любая непустая порция δ(P )
которого содержит непустую порцию δ(B).

Доказательство. Пусть N — приведенное ядро рассматриваемого
нуль-ряда, P — множество всех его точек конденсации. Поскольку N
несчетно, то P замкнуто. Предположим, что определяемая некоторым
смежным классом Kn из открытого множества CP порция δ(B) непу-
стая. Используя леммы 2 и 3 получаем, что δ(B) содержит несчетное
множество δ(N). Но множество N \ P не более чем счетно. Из получен-
ного противоречия вытекает, что B ⊂ P .
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Пусть теперь δ(P ) — любая непустая порция множества P . Так как
любая точка P есть точка конденсации приведенного ядра N , то δ(N)
непусто, а тогда и δ(B) непусто.

Лемма полностью доказана.
Доказательство теоремы. Пусть {Ej}∞j=1 — последовательность

замкнутых Ur-множеств для системы Виленкина–Джафарли, 2 < r <

∞, E =
∞⋃
j=1

Ej. Согласно лемме 1 имеем µ(Ej) = 0 (j = 1, 2, ...). Предпо-

ложим, что существует нетривиальный ряд

∞∑

k=0

akγk, ak ∈ lr, (5)

сходящийся к нулю всюду вне E.
Хотя бы одно множество Ej0 плотно на некоторой порции δ(P ), где

P — замкнутое множество из леммы 5. Действительно, если бы это бы-
ло неверно, то {Ej}∞j=1 — последовательность нигде не плотных на P
множеств, а E — множество первой категории на P ; значит, приведен-
ное ядро N нуль-ряда (5) и подавно первой категории на P и на себе.
Получили противоречие с леммой 4.

Итак, замкнутое множество Ej0 плотно на некоторой порции δ(P ), а
потому содержит δ(P ). Согласно лемме 5 имеем δ(B) ⊂ δ(P ) где δ(B) —
соответствующая порция ядра B нуль-ряда (5). Множество δ(B) явля-
ется Ur-множеством как подмножество Ur-множества Ej0.

С другой стороны, согласно лемме 2 порция δ(B) является ядром но-
вого нуль-ряда (4). Теперь ряд (4) является формальным произведением
исходного нуль-ряда (5) и полинома по системе Виленкина–Джафарли с
коэффициентами bn (характеристической функции χ

Kn). Коэффициенты
ряда (4) имеют вид

cl =
m∑

n=0

bnak(l,n),

где индекс k(l, n) определяется равенством γlγ
−1
n = γk(l,n) (см. [4]). При

этом cl ∈ lr как линейная комбинация последовательностей из lr. Итак,
множество δ(B) как ядро нуль-ряда с коэффициентами из lr является и
Mr-множеством.

Полученное противоречие доказывает, что E — Ur-множество для си-
стемы функций Виленкина–Джафарли.
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УДК 517.5

О НЕРАВЕНСТВАХ РАЗНЫХ МЕТРИК
ДЛЯ НАИПРОСТЕЙШИХ ДРОБЕЙ1

М. А. Комаров (Владимир, Россия)
kami9@yandex.ru

В работе получены неравенства разных метрик типа Джексона–Никольского для
наипростейших дробей (логарифмических производных многочленов) и их про-
изводных на произвольных областях комплексной плоскости. Также получены
новые неравенства разных метрик для таких функций на сегментах действи-
тельной оси.

Ключевые слова: логарифмическая производная многочлена, наипростейшая
дробь, неравенства Джексона–Никольского.

ON INEQUALITIES BETWEEN DIFFERENT
METRICS FOR SIMPLEST FRACTIONS1

M. A. Komarov (Vladimir, Russia)
kami9@yandex.ru

We obtain the Jackson–Nikolskii type inequalities between different metrics for
simplest fractions (i.e., for the logarithmic derivatives of polynomials) and their
derivatives on an arbitrary domains of the complex plane. We also obtain some new
inequalities between different metrics for such functions on a segments of the real axis.

Keywords: logarithmic derivative of a polynomial, simplest fraction, Jackson–Nikolskii
inequalities.

Введение

Наипростейшей дробью (НД) порядка n, n = 1, 2, . . . , называется раци-
ональная функция вида

ρn(z) =
n∑

k=1

1

z − zk
, z, zk ∈ C,

т.е. логарифмическая производная многочлена с нулями к точках zk. За-
дача построения неравенств разных метрик, хорошо известная для слу-
чая полиномов по классическим работам Д. Джексона, С. М. Никольско-
го и других авторов, в последнее время активно исследуется для случая
рациональных функций и, в том числе, для НД и их производных (см.
статьи [1–5] и библиографию в них). Большинство полученных резуль-
татов такого рода для НД относится к случаю окружностей и прямых и
их сегментов. При этом, в отличие от случая многочленов, оценки для

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-31-00312 мол а).
1The work is done with the financial support of RFBR (project № 18-31-00312 mol a).
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НД как правило нелинейны относительно сравниваемых норм, могут не
зависеть от длины сегмента либо от порядка НД и иметь другие особен-
ности [1,2]. Некоторые авторы получали оценки Lp-норм НД посредством
специальных сумм, явно зависящих от полюсов НД (см., например, [3,4]).

В данной работе мы впервые исследуем неравенства разных метрик
для НД и их производных на произвольных областях E комплексной
плоскости, а также получим новые неравенства в случае сегментов дей-
ствительной оси. Основной метод состоит в применении известных оце-
нок сверху [6–8] меры пересечения множества E с множеством тех точек,
в которых модуль |ρn(z)| больше заданного числа δ > 0.

1. Основные результаты

Далее для произвольной НД ρn полагаем

‖ρn‖ := ‖ρn‖L∞[−1,1], ‖ρn‖p := ‖ρn‖Lp(R) (1 < p ≤ ∞).

2. Неравенства разных метрик на отрезке

С помощью результатов работы [7] получается следующая

Теорема 1. Пусть все полюсы z1, . . . , zn НД ρn принадлежат верх-
нему единичному полукругу D+ = {z : |z| ≤ 1, Im z ≥ 0}. Тогда при
0 < q < p ≤ ∞ и n ≥ 35e‖ρn‖

‖ρn‖Lp[−1,1] ≤ ‖ρn‖Lq[−1,1]

(
q + 1

2

) 1
q− 1

p

. (1)

Отметим, что до настоящего времени для отрезка была известна лишь
следующая точная по порядку оценка [1, теорема 4]: если НД ρn веще-
ственнозначна, то при r > 0 и достаточно больших n

‖ρn‖ ≤ 2 · 321/r · n2/r‖ρn‖Lr[−1,1].

В отличие от этой, оценка (1) (очевидно, также точная по порядку) со-
держит множитель, не зависящий от n.

3. Неравенства разных метрик в областях

С помощью результатов работы [6], восходящих к методу покрытий А.
Картана, получается следующая
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Теорема 2. Для любой ограниченной либо неограниченной области
E ⊂ C и любой НД ρn(z) при p > 2

‖ρn‖pLp(E) ≤ 16πn2
p

p− 2
‖ρn‖p−2L∞(E). (2)

Оценка точна по порядку величины n, что показывает
Пример 1. Пусть ρ(z) = n/z, E = C\{|z| ≤ ε} (ε > 0). Тогда

‖ρ‖pLp(E) =
2πnp

(p− 2)εp−2
=

2πn2

p− 2

(n
ε

)p−2
=

2πn2

p− 2
‖ρ‖p−2L∞(E).

Аналогично, при помощи оценок [6], но уже для произвольного p > 1,
получается обобщение теоремы 2 на производные ρ(s)n (z) любого порядка.

Теорема 3. Для любой ограниченной либо неограниченной области
E ⊂ C, любой НД ρn(z), p > r := 2/(s+ 1) и s = 1, 2, . . .

‖ρ(s)n ‖pLp(E) ≤
4πp

p− r
(s!As,n)

r · ‖ρ(s)n ‖p−rL∞(E), (3)

где r ≤ 1, A1,n = n ln(en), As,n =
(
(s+ 1)n(s+1)/2 − 2n

)
/(s− 1) (s ≥ 2).

Отметим, что при s = 1 множитель в (3) равен 4πn ln(en)p/(p− 1), а
при s ≥ 2 он оценивается сверху величиной A(p, s)n.

4. Неравенства разных метрик на сегментах оси R
Константу в (3) удаётся уточнить в случае оценок на сегментах прямой.

Теорема 4. Для любого ограниченного либо неограниченного сегмен-
та E ⊆ R, любой НД ρn(z), p > r := 1/(s+ 1) и s = 1, 2, . . .

‖ρ(s)n ‖pLp(E) ≤
4p

p− r
(s!Bs,n)

r · ‖ρ(s)n ‖p−rL∞(E), (4)

где r < 1, Bs,n =
(
(s+ 1)ns+1 − n

)
/s < (rs)−1n1/r.

Далее, с помощью весьма простого технического приёма мы заметно
уточняем константу в теореме 4.5 из [5] (неравенство разных метрик для
НД на всей прямой R). А именно, верна

Теорема 5. Для любой НД ρn(z) и любых 1 < q < p ≤ ∞

‖ρn‖p ≤ 21−q
′/p′

(
mq

π

)q′( 1q− 1
p )

(1 + hq)
q′(p−q)/p‖ρn‖q

′/p′

q ,
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где mq — натуральное число из промежутка [q/2, q/2 + 1),

1

p
+

1

p′
= 1 =

1

q
+

1

q′
, hq =

{
tan(π/2q), 1 < q ≤ 2,

cot(π/2q), 2 ≤ q <∞.

При любом конечном p эта оценка точнее результата [5], где величина
1 + hq ≥ 2 возводится в степень q′(p− 1)/p, большую, чем q′(p− q)/p.

В заключение скажем, что известные оценки меры множества тех
x ∈ R, где |ρn(x)| > δ (δ > 0), обобщаются на случай сумм вида

fn(z) =
n∑

k=1

pk
z − zk

, zk, pk ∈ C (5)

(некоторые обобщения см., например, в [8, Sec. 7.2]). Отсюда получается

Теорема 6. Для любых комплексных zk и pk = αk + iβk, любого
ограниченного либо неограниченного сегмента E ⊆ R и любого p > 1

‖fn‖pLp(E) ≤ 16ν(fn)
p

p− 1
‖fn‖p−1L∞(E), ν(fn) :=

∑
|αk|+

∑
|βk|.

Оценку нельзя значительно улучшить, что показывает
Пример 2. Для fn(z) = ρ(z) = n/z и E = E0 = [ε,+∞) (ε > 0)

‖ρ‖pLp(E0)
=
npε1−p

p− 1
=
n(n/ε)p−1

p− 1
=
ν(ρ)‖ρ‖p−1L∞(E0)

p− 1
.

Теоремы 2 и 3 (соответственно, теоремы 4 и 6) остаются в силе для
произвольного множества E ⊂ C (E ⊂ R), локально измеримого по
плоской (линейной) мере Лебега.
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УДК 517.518.34

НЕСТАЦИОНАРНЫЙ КМА
НА ЛОКАЛЬНО-КОМПАКТНЫХ НУЛЬМЕРНЫХ
ГРУППАХ С ПРОИЗВОЛЬНОЙ ОБРАЗУЮЩЕЙ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬЮ
Н. Е. Комиссарова (Саратов, Россия)

nataliyakomissarov@yandex.ru

В данной работе мы построим нестационарный кратно масштабный анализ и
всплесковый ортонормированный базис на произвольной локально компактной
нуль-мерной группе с произвольной образующей последовательностью, т. е. в
случае, когда порядки смежных классов — различные простые числа. В данном
случае НКМА порождается последовательностью функций, а всплесковый базис
— последовательностью всплеск-функций.

Ключевые слова: нульмерные группы, кратно масштабный анализ, всплесковые
базисы.

NON-STATIONARY MRA ON LOCALLY COMPACT
ZERO-DIMENSIONAL GROUPS WITH ARBITRARY

GENERATION SEQUENCE
N. E. Komissarova (Saratov, Russia)

nataliyakomissarov@yandex.ru

We construct non-stationary multiresolution analysis and orthonormal wavelet basis
for locally compact zero-dimensional group with arbitrary generation sequence. In
this case MRA is generated by the sequence of refinable functions and wavelet basis
— by the sequence of wavelet functions.

Keywords: zero dimensional group, multiresolution analisys, wavelet basis.

1. Локально компактные группы, топология,
характеры

В работе [1] была рассмотрена задача построения ортогональных всплес-
ковых базисов на произвольных локально компактных нульмерных груп-
пах, для которых порядки смежных классов совпадают и равны неко-
торому простому числу. Рассмотрим несколько более общую ситуацию,
когда порядки смежных классов могут быть различными.

Пусть (G, +̇) — локально компактная абелева группа, топология в
которой задана счётной системой открытых подгрупп:

· · · ⊃ G−n ⊃ · · · ⊃ G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . ,

таких, что
+∞⋃

n=−∞
Gn = G,

+∞⋂
n=−∞

Gn = 0 (0-нулевой элемент группы G).

GN ⊃ GN+1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . .
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Так как каждая группа Gn компактна, то каждая фактор-группа
Gn/Gn+1 конечна, и пусть pn — её порядок. Можно считать, что pn —
простые числа.

Определим далее числа (mn)
+∞
n=−∞ следующим образом:

m0 = 1, mn+1 = mn · pn .

Ясно, что при n ≥ 1 mn = p0p1 . . . pn−1, m−n = 1
p−1p−2...p−n

. На каждом

смежном классе Gn+̇g мера µ определена равенством µ(Gn+̇g) = µGn =
1/mn. Таким образом, если n ∈ N и pn = p, то µGn · µG−n = 1.

При каждом N ∈ Z выберем элементы gn ∈ Gn\Gn+1 и зафиксируем
их. Тогда любой элемент x ∈ G единственным образом представим в
виде

x =
+∞∑

n=−∞
angn (an = 0, pn − 1),

причём в этой сумме слагаемых с отрицательными номерами конечное
число, т. е.

x =
+∞∑

n=−N
angn (an = 0, pn − 1, an 6= 0).

Систему элементов (gn) будем называть базисной.
Пусть далее X — совокупность характеров группы G, которая явля-

ется группой относительно умножения, G⊥n — аннулятор группы Gn, т.
е. G⊥n = {χ ∈ X : ∀x ∈ Gn, χ(x) = 1}.
Каждый аннулятор G⊥n есть группа относительно умножения, G⊥n обра-
зуют возрастающую последовательность:

· · · ⊂ G⊥−n ⊂ · · · ⊂ G⊥0 ⊂ G⊥1 ⊂ · · · ⊂ G⊥n ⊂ . . . ,

такую, что
+∞⋃

n=−∞
G⊥n = X,

+∞⋂

n=−∞
G⊥n = 1,

причём фактор-группа G⊥n+1/G
⊥
n имеет порядок pn. x ∈ G является ха-

рактером группы X и Gn есть аннулятор группы G⊥n .
Обозначим

Hn =



q ∈ G : q =

n−1∑

j=N

ajgj, N ∈ Z, aj = 0, pn − 1



 .
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2. Нестационарный кратно масштабный анализ
на локально компактной нуль-мерной группе

Определение. Нестационарным кратно масштабным анализом(НКМА)
будем называть совокупность замкнутых подпространств Vj ⊂ L2(G) ,
для которых справедливы следующие аксиомы:

A1. Vj ⊂ Vj+1.

A2.
⋃
j∈Z

Vj = L2(G).

A3.
⋂
j∈Z

Vj = 0.

A4. Для любого n ∈ Z найдутся функции ϕ
(n)
j (x); j = 1, kn, и множе-

ства Hn такие, что система
(
ϕ
(n)
j (x−̇h); j = 1, kn, h ∈ Hn

)
образует

ортонормированный базис в Vn.

Для построения кратно масштабного анализа выберем функции
ϕ
(n)
jn,jn+1

∈ L2(G) следующим образом.

ϕ
(n)
jn,0

=
√
mn+1 1Gn+1+̇jngn(x), jn = 0, pn − 2,

ϕ
(n)
pn−1,jn+1

=
√
mn+2 1Gn+2+̇jn+1gn+1+̇(pn−1)gn(x), jn+1 = 0, pn+1 − 1,

suppϕ
(n)
jn,jn+1

⊂ Gn,

и положим

Vn = span
{
ϕ
(n)
jn,0

(x−̇hn), ϕ(n)
pn−1,jn+1

(x−̇hn)
}
,

jn = 0, pn − 2, jn+1 = 0, pn+1 − 1, hn ∈ Hn .

Теорема 1. Совокупность подпространств (Vn)n∈Z образует НК-
МА.

3. Всплесковые базисы

Основным свойством КМА является возможность на их основе строить
базисы всплесков [2]. Опишем конструкцию пространств всплесков.

Пусть (Vn)n∈Z — НКМА с масштабирующей последовательностью(
ϕ
(n)
jn,0
, ϕ

(n)
pn−1,jn+1

)
. Обозначим Wn — ортогональное дополнение к Vn в

пространстве Vn+1, т. е. Vn+1 = Vn ⊕Wn и Vn ⊥ Wn. Причём
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1. Wn ⊥ Wm, n 6= m;

2. L2(G) =
+∞⊕

n=−∞
Wn.

Определим пространства Wn следующим образом. Сначала опреде-
лим функции

ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x) =
√
mn+1 · rαn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn(x),

αn+1 = 1, pn+1 − 1, jn = 0, pn − 2, hn ∈ Hn,

ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x) =
√
mn+2 · rαn+2

n+2 (x−̇(pn+1 − 1)gn+1−̇jngn−̇hn) ·
· 1Gn+2+̇(pn+1−1)gn+1+̇jngn+̇hn(x),

αn+2 = 1, pn+2 − 1, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn,

Wn = span
{
ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x)
}
.

Получим последовательность подпространств (Wn)
+∞
n=−∞ .

Теорема 2. Функции
(
ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x)
)
, jn =

0, pn − 1, hn ∈ Hn, αn+1 = 1, pn+1 − 1, αn+2 = 1, pn+2 − 1 образуют ор-
тонормированную последовательность.

Итак, функции
(
ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x)
)

образу-
ют ортонормированную систему, а значит и ортонормирован-

ный базис в Wn. В силу L2(G) =
+∞⊕

n=−∞
Wn последовательность

(
ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x), n ∈ Z
)

— ортонормированный базис

в L2(G).
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Получена точная оценка производных высших порядков для произвольных комп-
лексных многочленов, улучшающая ранее известные оценки.
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We obtain a sharp upper estimate for higher order derivatives of arbitrary complex
polynomials. The estimate improves known results in this direction.

Keywords: polynomial, derivative, inequality, differential operator.

Обозначим Pn множество всех многочленов степени, не превосходя-
щей n ∈ N.

В 1887 Д.И. Менделеев [1, § 86] поставил следующую проблему: для
многочлена f, deg f = 2, удовлетворяющего условию |f(x)| ≤ M для
x ∈ [a; b], оценить |f ′(x)| для x ∈ [a; b]. В книге В.И. Смирнова и Н.А. Ле-
бедева [2, c. 340] эта проблема сформулирована в более общем виде и
названа проблемой Менделеева: пусть B ⊂ C — компакт, f(z) —
многочлен, deg f = n ≥ 1, удовлетворяющий условию |f(z)| ≤ M для
z ∈ B. Дать наилучшую оценку |f ′(z)| для z ∈ B.

Для вещественных многочленов и компакта B = [a; b] проблему Мен-
делеева решил А.А. Марков.

Теорема A [3]. Пусть f ∈ Pn и |f(x)| ≤M для x ∈ [a; b]. Тогда

|f ′(x)| ≤ 2n2M

b− a
.

Равенство достигается только для функций

f(x) = ±MTn

(
2x− a− b

b− a

)
,

где Tn = cos(n arccos x) — многочлены Чебышева.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №17-11-01229).
1This work is supported by the Russian Science Foundation under grant 17-11-01229.
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В.А. Марков в 1892 получил аналогичный результат для производной
k-го порядка вещественных многочленов, 1 ≤ k ≤ n.

Обозначим D единичный круг {z ∈ C : |z| < 1}. В.И. Смирнов ре-
шил проблему Менделеева для комплексных многочленов и компакта
B = ∂D.

Теорема B [4]. Пусть f ∈ Pn и |f(z)| ≤M на ∂D. Тогда на ∂D

|f ′(z)| ≤Mn.

Равенство достигается только для функции f(z) = eiγzn, γ ∈ R.
Теорему B можно переформулировать следующим образом:
Теорема B′. Пусть f ∈ Pn и |f(z)| ≤ |Mzn| на ∂D. Тогда

|f ′(z)| ≤ |(Mzn)′| на ∂D.

Равенство достигается только для функции f(z) = eiγzn, γ ∈ R.
С.Н. Бернштейн обобщил Теорему B′, заменив многочленMzn на про-

извольный многочлен F, degF = n. А именно, он получил следующий
результат:

Теорема C [5]. Пусть f и F — многочлены, удовлетворяющие усло-
виям

(∗)





1) deg f ≤ degF = n,

2) нули многочлена F лежат в D,
3) |f(z)| ≤ |F (z)| на ∂D.

Тогда
|f ′(z)| ≤ |F ′(z)| для z ∈ C \ D.

Для z ∈ C \ D равенство реализуется тогда и только тогда, когда
f = eiγF, γ ∈ R.

Теорема C показывает, что при выполнении условий (∗) оператор
дифференцирования сохраняет неравенства между многочленами: если
на ∂D имеет место неравенство |f(z)| ≤ |F (z)| для самих многочленов f
и F, то на ∂D аналогичное неравенство верно и для их производных.

Еще одним оператором такого типа является оператор В. И. Смирно-
ва Sα[f ] = zf ′(z) − nαf(z), где α принадлежит множеству Ω|z|−образу

круга {t ∈ C : |t| < |z|} под действием функции ψ(t) =
t

1 + t
.

Теорема D [2, гл.V, § 1, с. 356]. Пусть f и F — многочлены,
удовлетворяющие условиям (∗). Тогда для z ∈ C \ D

|Sα[f ](z)| ≤ |Sα[F ](z)| (1)
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для всех α ∈ Ω|z|.
Для α ∈ Ω|z| в (1) реализуется равенство в точке z ∈ C \D тогда и

только тогда, когда f = eiγF, γ ∈ R.
Дальнейшим исследованиям операторов, сохраняющих неравенства

между многочленами, посвящено большое количество работ, см., напри-
мер, работы [6] – [10] и их библиографию.

Для многочлена g(z) и r > 0 обозначим M(r, g) = max
|z|=r

|g(z)|.
С помощью неравенства В.И. Смирнова (1) для f ∈ Pn мы получили

точные оценки для |f (k)(z)|, 1 ≤ k ≤ n, в терминах |f(z)| и M(r, f).
Теорема 1 [10]. Пусть f ∈ Pn, r > 0 и 1 ≤ k ≤ n. Тогда для |z| ≥ r

|f (k)(z)| ≤ n!

(n− k)!(r + |z|)k ·
[
|f(z)|+M(r, f)

|z|n−k
rn−k

(( |z|
r

+ 1

)k

− |z|
k

rk

)]
.

Равенство достигается для f(z) = zn.
Следствие 1 [10]. Для f ∈ Pn, r > 0 и 1 ≤ k ≤ n

|f (k)(z)| ≤ n!

(n− k)!2krk
[
|f(z)|+M(r, f)(2k − 1)

]
, |z| = r.

Равенство достигается для f(z) = zn.
Замечание. В частном случае r = 1 Следствие 1 улучшает следу-

ющее неравенство Бернштейна [11, с. 169]: для f ∈ Pn и 1 ≤ k ≤ n

|f (k)(z)| ≤ n!

(n− k)!
M(1, f), |z| = 1.
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Обобщенным рангом (функцией ранга) матрицы A называется rank(A, k), рав-
ный минимальному рангу матрицы, получаемой из A изменением не более k ее
элементов. Для произвольных матриц дается верхняя оценка rank(A, k). В слу-
чае устойчивых матриц установлены неулучшаемая гладкая нижняя оценка и
точная формула для rank(A, k).

Ключевые слова: матрица, ранг, Л Г. Валиант, устойчивая матрица, обобщенный
ранг (функция ранга) матрицы, верхняя и нижняя оценка.

ON GENERALIZED RANKS OF RIGID MATRICES
B. V. Konoplev (Saratov, Russia)

borikon@bk.ru

Minimal rank of a matrix obtained from a given matrix A by changing of less than k
entries is called its generalized rank (rank function): rank(A, k). For arbitrary matrices
an upper bound of rank(A, k) is given. In the case of rigid matrices, an unimprovable
smooth lower bound and a precise formula for rank(A, k) are set.

Keywords: matrix, rank, L. G. Valiant, igid matrix, generalized rank (rank function)
of a matrix, upper and lower bound.

Пусть A = (aij) — квадратная матрица размера n × n, n ≥ 2 над
некоторым полем F . Под rank(A) будем понимать ранг этой матрицы
в традиционном смысле. Ранг нулевой матрицы считаем равным нулю.
Плотностью матрицы A назовем dens(A) = | supp(A)|, то есть количе-
ство ее ненулевых элементов.

В 1977 году Л. Г. Валиант [1] ввел понятие функции устойчивости
(жесткости) матрицы от аргумента r, определяемое как минимальное
число изменений элементов матрицы A, необходимое для получения мат-
рицы ранга не выше r:

rig(A, r) = min
B
{dens(B)

∣∣ rank(A− B) ≤ r},

где B пробегает все матрицы размера n× n, а r изменяется от 0 до n.
Нетрудно видеть, что дискретная функция rig(A, r) невозрастающая

для всех матриц A.
Как отметил Валиант, для всех значений r выполняется неравенство

rig(A, r) ≤ (n− r)2.

Он же доказал существование над каждым бесконечным полем при лю-
бом n матриц, достигающих при всех r максимальной устойчивости
(n − r)2. Будем называть такие матрицы устойчивыми. Значения их
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функции устойчивости при возрастании r образуют регрессию ряда из
квадратов: 0, 1, 4, 9, . . . , n2.

С. Ф. Лукомский сообщил нам о задаче, предложенной В. Н. Тем-
ляковым в сентябре 2018 года на международной конференции «High-
Dimensional Approximation and Discretization»:

Определение 1. Обобщенным рангом (функцией ранга) произволь-
ной матрицы A при каждом 0 ≤ k ≤ n2 называется

rank(A, k) = min
B
{rank(A− B)

∣∣ dens(B) ≤ k}.

Задача. Построить в явном виде устойчивые матрицы, для которых

rank(A, n1+δ) ≥ δn, 0 ≤ δ ≤ 1. (1)

Покажем, что для произвольных матриц A условие (1) может выпол-
няться лишь отчасти при росте δ от 0 до некоторого значения; затем
неравенство меняется в противоположную сторону.

Изучим, как изменяется обобщенный ранг матрицы с ростом k от 0
до n2.

Рассмотрим
rank(A, rig(A, r)).

Сравнивая определение функции устойчивости и определение 1, получа-
ем оценку

rank(A, rig(A, r)) ≤ r, 0 ≤ r ≤ n. (2)

Можно показать, что дискретная функция rank(A, k) невозрастающая;
поэтому (2) приводит к неравенствам

rank(A, (n− r)2) ≤ rank(A, rig(A, r)) ≤ r

и
rank(A, r2) ≤ rank(A, rig(A, n− r)) ≤ n− r, 0 ≤ r ≤ n. (3)

Оценка (3) означает, что график функции rank(A, k) расположен не
выше графика ступенчатой функции n − [

√
k]. Отсюда для любой мат-

рицы A справедлива верхняя оценка

rank(A, k) ≤ n− [
√
k], 0 ≤ k ≤ n2.

Теперь обратимся к неравенству (1). Обозначим k = n1+δ, тогда

δ = logn
k

n
, nδ = logn

(
k

n

)n

.
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При δ = 0 правая часть (1) равна 0, и неравенство очевидно выполняется.
Затем правая часть (1) растет до своего наибольшего значения n при
δ = 1, где неравенство очевидно не выполняется, так как левая часть
равна 0. На этом пути логарифмическая кривая роста правой части (1)
пересекает ступенчатый график, и неравенство перестает выполняться.

Для устойчивой матрицы rig(A, r) = (n − r)2, причем для любых
матриц B с dens(B) ≤ (n− r)2 будет rank(A−B) ≥ r, так как, если бы
ранг понижался до r0 < r, то вместо положенных (n − r0)

2 изменений
он достигался бы за меньшее их число ≤ (n − r)2, что противоречит
устойчивости A. Откуда, используя (3),

rank(A, rig(A, r)) = rank(A, (n− r)2) =

= min
B
{rank(A− B)

∣∣ dens(B) ≤ (n− r)2} ≥ r,

rank(A, r2) = rank(A, rig(A, n− r)) = n− r.

(4)

Из (4) следует, что для устойчивой матрицы A точки графика дис-
кретной функции rank(A, k) при k от 0 до n2 лежат на графике вы-
шеупомянутой ступенчатой функции n − [

√
k], что приводит к точной

формуле
rank(A, k) = n− [

√
k], 0 ≤ k ≤ n2,

Можно показать, что для любой матрицы A справедливо

rig(A, rank(A, k)) ≤ k, 0 ≤ k ≤ n2,

Следовательно, для устойчивых матриц имеет место гладкая нижняя
оценка

n−
√
k ≤ rank(A, k), 0 ≤ k ≤ n2 (5)

Эта оценка неулучшаема, так как для k = r2 имеет место равенство.
Для неустойчивых матриц оценка (5) не верна.
При k = n1+δ оценка (5) для устойчивых матриц приобретает вид

rank(A, n1+δ) ≥ n− n
1+δ
2 .
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О ВЛИЯНИИ ВЫБОРА МАСШТАБНЫХ ФУНКЦИЙ
НА СВОЙСТВА ИНТЕГРАЛА ХЕНСТОКА– КУРЦВЕЙЛЯ

С. Н. Копылов (Москва, Россия)
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Рассматриваются свойcтва интеграла Хенстока–Курцвейля при наложении огра-
ничений на масштабную функцию. Представлено доказательство утверждения о
связи классов интегрируемых функций и классов масштабных функций в ряде
частных случаев.

Ключевые слова: теория функций, теория интегрирования, интеграл Хенстока–
Курцвейля.

ABOUT EFFECT OF GAUGE FUNCTIONS ON PROPERTIES
OF THE HENSTOCK – KURZWEIL INTEGRAL

S. N. Kopylov (Moscow, Russia)
ksergei16@yandex.ru

Investigation of the Henstock–Kurzweil integral properties with a gauge under
imposed restrictions is given. The statement about connection between classes of
integrable functions and classes of gauges is proved in a number of particular cases

Keywords: real analysis,theory of integration, gauge integral.

Одним из обобщений интеграла Лебега на отрезке является интеграл
Хенстока–Курцвейля. Его конструкция схожа с конструкцией интеграла
Римана, однако определение использует понятия масштабной функции
и δ-разбиения. Необходимое и достаточное условие интегрируемости в
смысле Хенстока–Курцвейля [1] определяет класс интегрируемых функ-
ций. Ограничив выбор масштабных функций, можно получить сужение
интеграла Хенстока–Курцвейля на более узкий класс функций. Данная
работа представляет собой исследование свойств интеграла Хенстока–
Курцвейля при некоторых ограничениях на класс масштабных функций.

Определение 1. Пусть [a, b] — отрезок, а δ(x) — положительная
функция, определенная на нем. Система τ = {(ξi,∆i)}ni=1 называется
δ-разбиением Хенстока, если выполняются следующие условия:

1. ξi ∈ ∆i ⊂
(
ξi − δ(ξi), ξi + δ(ξi)

)
для всех i = 1, . . . , n

2. {∆i}ni=1 - система неперекрывающихся отрезков

3.
n⋃
i=1

∆i = [a, b]

Существование такого разбиения немедленно следует из леммы Гейне–
Бореля о конечном покрытии. Функцию δ(x) обычно называют масшта-
бом.
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Определение 2. Интеграл Хенстока–Курцвейля. Функция f(x),
определенная на отрезке [a, b], интегрируема на нём в смысле Хенстока–
Курцвейля со значением I , если для любого ε > 0 существует такой
масштаб δ(x) > 0, что для любого δ-разбиения τ = {(ξi,∆i)}ni=1 выпол-
няется следующее неравенство:

∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ξi)|∆i| − I

∣∣∣∣ < ε.

Пишут (H)
b́

a

f(x) dx = I .

В определении выше ничего не сказано о выборе масштабных функ-
ций. Тем не менее, если ограничиться выбором масштабных функций
только лишь из одного класса, то можно получить сужение интеграла
Хенстока–Курцвейля. Например, ограничившись выбором только лишь
непрерывных масштабных функций, класс интегрируемых функций бу-
дет совпадать с таким для интеграла Римана. Из работы Пфеффера [2]
следует, что ограничившись выбором полунепрерывных сверху масштаб-
ных функций, класс интегрируемых функций не изменится. Следующая
теорема относится к тому же направлению исследований.

Теорема 1. Для любого фиксированного 1 ≤ p ≤ ∞, ограничив-
шись в выборе масштабных функций δ(x) такими функциями, что
1

δ(x) ∈ Lp([a, b]), получим конструкцию интеграла, класс интегрируе-

мых функций которого целиком лежит в Lp([a, b]).

Вопрос о том, совпадает ли упомянутый класс интегрируемых функ-
ций с Lp([a, b] остаётся открытым в случае 1 ≤ p < ∞. В случае p = ∞
вопрос разрешается отрицательно.
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[1] Лукашенко Т.П., Скворцов В.А., Солодов А.П. Обобщённые интегралы. М. :

Книжный дом «Либроком», 2011. 280 с.

[2] Pfeffer W.F. A note on the generalized Riemann integal // Proc. Amer. Math. Soc.
1988. Vol. 103, № 4,. С. 1161–1166.

201



УДК 517.95
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Приводятся доказательства полученных ранее результатов в смешанной задаче
для неоднородного волнового уравнения с суммируемым потенциалом и закреп-
ленными концами при минимальных требованиях на начальные данные.
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ON THE MIXED PROBLEM FOR NON-HOMOGENEOUS
WAVE EQUATION

V. V. Kornev, A. P. Khromov (Saratov, Russia)
KornevVV@info.sgu.ru, KhromovAP@info.sgu.ru

The proofs are given of the results derived earlier in the mixed problem for non-
homogeneous wave equation with a summable potential and fixed end points is derived
in the form of the series under minimal conditions on initial data.

Keywords: wave equation, fixed end points, classic solution.

В данной работе приводятся доказательства теорем из [1].
Рассмотрим смешанную задачу

u′′tt(x, t) = u′′xx(x, t)− q(x)u(x, t) + f(x, t), x, t ∈ Q = [0, 1]× [0, T ], (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x), (2)

где q(x) ∈ L[0, 1], f(x, t) ∈ L(Q). В дальнейшем считаем, что ϕ(x) и ψ(x)
продолжены на [−1, 1] нечетным образом, а затем 2 — периодически на
всю ось, q(x) продолжена четным образом на [−1, 1] и 2 — периодически
на всю ось.

Под решением (1), (2) будем понимать непрерывно дифференцируе-
мую функцию u(x, t), удовлетворяющую условиям (2), у которой u′t(x, t)
и u′x(x, t) абсолютно непрерывны по t и x соответственно и которая удо-
влетворяет (1) почти всюду. Через Π обозначим множество суммируемых
в Q функций f(x, t), нечетных и 2 — периодических по x ∈ R.

Обозначим

u1(x, t) =
1

2
(ϕ(x+ t) + ϕ(x− t)) , u2(x, t) =

1

2

x+t
ˆ

x−t

ψ(τ)dτ,
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u3(x, t) =
1

2

ˆ t

0

dτ

x+t−τ
ˆ

x−t+τ

f̃(η, τ)dτ,

где "волна"означает, что функция g̃(η, τ) — нечетная и 2 — периодиче-
ская по η ∈ R, g̃(η, τ) = g(η, τ) при η, τ ∈ Q.

Лемма 1. Если u(x, t) — решение задачи (1), (2) при q(x) = 0, то

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t),

причем u1(x, t) — решение (1), (2) при q(x) = ψ(x) = f(x, t) = 0, u2(x, t)
– решение при q(x) = ϕ(x) = f(x, t) = 0, u3(x, t) — решение при q(x) =
ϕ(x) = ψ(x) = 0.

Справедливость этой леммы следует из результатов работы [2].
Лемма 2. Пусть q(x) = ϕ(x) = ψ(x) = 0, f(x, t) ∈ L(Q), почти при

каждом x f(x, t) абсолютно непрерывна по t и f ′t(x, t) ∈ L(Q). Тогда
u3(x, t) — решение задачи (1), (2).

Эта лемма совпадает с теоремой 3 из [2].
Теорема 1. Если решение задачи (1), (2) существует, то оно яв-

ляется решением уравнения

u(x, t) +
1

2

ˆ t

0

dτ

x+t−τ
ˆ

x−t+τ

q(η)ũ(η, τ)dη = F (x, t), (3)

где F (x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t).
Справедливость этой теоремы вытекает непосредственно из лемм 1,

2.
Введем в рассмотрение оператор B : C(Q)→ C(Q), действующий по

формуле

Bv = −1

2

ˆ t

0

dτ

x+t−τ
ˆ

x−t+τ

q(η)v(η, τ)dη,

где непрерывная в Q функция v(x, t) продолжена соответствующим об-
разом и в интеграле рассматривается как v(x, t) ∈ Π.

Уравнение (3) запишем в виде

u(x, t) = Bu+ F (x, t). (4)

Теорема 2. При F (x, t) ∈ C(Q) уравнение (4) имеет единственное
непрерывное решение, которое определяется формулой

u(x, t) = F (x, t) + BF +B2F + . . . . (5)
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Доказательство. Из оценок, полученных в лемме 16 в работе [2], сле-
дует, что B является линейным ограниченным оператором, причем неко-
торая его степень является сжимающим оператором в C(Q) (отсюда сле-
дует единственность решения уравнения (4)), и ряд (5) сходится абсолют-
но и равномерно в Q. Обозначим его сумму w(x, t). Тогда

w(x, t) = F (x, t) + BF +B2F + . . . = F (x, t)+

+B
(
F (x, t) + BF +B2F + . . .

)
= F (x, t) + Bw.

Следовательно, w(x, t) — решение (4).
Теорема доказана.
Теорема 3. Предположим, что ϕ(x), ϕ′(x), ψ(x) — абсолютно

непрерывны, ϕ(0) = ϕ(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0, f(x, t) удовлетворяет
условиям леммы 2. Тогда задача (1), (2) имеет решение, которое опре-
деляется по формуле (5).

Доказательство. Непосредственная проверка, а также лемма 2, пока-
зывают, что при сделанных предположениях функции u1(x, t), u2(x, t)
и u3(x, t) имеют тот же смысл, что и в лемме 1. Следовательно F (x, t)
есть решение задачи (1), (2) при q(x) = 0. Обозначим сумму ряда (5) как
w(x, t). По теореме 2 справедливо тождество

w(x, t) ≡ F (x, t) + Bw. (6)

По лемме 2 функция Bw является решением задачи (1), (2) при
q(x) = 0, f(x, t) = −q(x)w(x, t) и нулевых краевых и начальных услови-
ях. Следовательно, почти всюду

(
∂2

∂t2
− ∂2

∂u2

)
w(x, t) = f(x, t)− q(x)w(x, t),

и выполняются условия w(0, t) = w(1, t) = 0, w(x, 0) = ϕ(x), w′t(x, 0) =
= ψ(x).

Теорема доказана.
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Рассматривается многомерная нелокальная по времени задача для уравнения
теплопроводности. Указаны точные экспоненциальные классы единственности
решения. Установлена разрешающая формула с функцией Грина, исследован-
ной вблизи нуля и на бесконечности. Оценки функции Грина дают возможность
обосновать разрешимость нелокальной задачи в той же шкале экспоненциальных
пространств.
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Multi-dimensional nonlocal in time problem for the heat equation is considered. An
exact description of the uniqueness classes is given. We establish a resolving formula
with Green’s function investigated near zero and at infinity. Estimates of the Green’s
function make it possible to prove solvability of a nonlocal problem on the same scale
exponential spaces.

Keywords: heat equation, nonlocal in time problem, Green’s function, asymptotic
expansion, exponential classes of functions.

Рассматриваем многомерную нелокальную задачу для уравнения теп-
лопроводности

{
ut(x, t) = ∆u(x, t), x ∈ Rn, 0 < t 6 T,

u(x, 0) + u(x, T ) = ϕ(x).
(1)

Здесь n ∈ N.
Функцию ϕ ∈ C(Rn) и число T > 0 считаем заданными. Нелокальное

условие выражает усреднение функции u(x, t) по ее значениям в началь-
ный и финальный моменты времени. Близкие к (1) задачи рассматрива-
лись в [1, 2]. Проводя исследование, мы пользуемся схемой, разработан-
ной в [3–5]. Некоторые детали подробнее приводятся в наших прежних
публикациях [6, 7].

Так, в частности, для задачи (1) найдены экспоненциальные классы
единственности решения с оценкой

|u(x, t)| 6M exp (σ |x|) , x ∈ Rn, 0 6 t 6 T, (2)
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где M — положительная константа, зависящая от функции u = u(x, t),
а показатель σ удовлетворяет условию σ < σ0(T ) ≡

√
π/2T .

Решение задачи (1) с учетом (2) представимо формулой Пуассона

u(x, t)|0<t6T =
1

(4πt)n/2

ˆ

Rn

exp

(
−|x− y|2

4t

)
u0(y) dy.

При этом начальное условие u0(x) ≡ u(x, 0) выражается формулой

u0(x) = ϕ(x)−
ˆ

Rn

gT (x− y)ϕ(y) dy, x ∈ Rn. (3)

Здесь gT (x) — функция Грина задачи (1), имеющая вид

gT (x) =
1

(2π)n

ˆ

Rn

1

exp (|ξ|2 T ) + 1
exp (iξx) dξ, x ∈ Rn. (4)

Данный интеграл не вычисляется в явном виде, и потому важен следу-
ющий результат.

Теорема. Для функции gT (x), определенной формулой (4), справед-
ливо разложение в ряд по первым функциям Ханкеля

gT (x) =
(π|x|)−ν

2T

∞∑

k=0

Im
((zk

2

)ν
H(1)
ν (zk|x|)

)
, (5)

со значением ν = (n− 2)/2 и числами

zk ≡
√

(2k + 1)π

2T
(1 + i), k ∈ N ∪ {0}. (6)

Ряд (5) сходится всюду при |x| 6= 0.
Отсюда, с использованием асимптотики функции Ханкеля

H(1)
ν (z) =

√
2

πz
exp

(
iz − πi

4
(2ν + 1)

)(
1 +O(|z|−1)

)
, |z| → ∞,

взятой на луче arg z = π/4, получено представление функции Грина

gT (x) = (2|x|)−(n−1)/2 (π T )−(n+1)/4 exp

(
−
√

π

2T
|x|

)
×

×
[
sin

(√
π

2T
|x| − π

8
(n+ 1)

)
+O

(
|x|−1

)]
, |x| → ∞. (7)
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Основной компонент в (7) соответствует значению z0 из формулы (6).
Разложение функции Грина, удобное вблизи нуля, имеет вид

gT (x) =
1

(4πT )n/2

∞∑

k=0

(−1)k
k!

(
1− Cn

2k

)
ζ
(
k +

n

2

)( |x|2
4T

)k

, (8)

где Cn = 2−(n−2)/2, а ζ(s) — дзета-функция Римана, и 0 · ζ(1 + 0) = 1.
Полагая n = 1 и T = 1, получаем из (7) и (8) соответствующие

выражения для одномерной функции Грина

g1(x) = −
1√
π

exp

(
−
√
π

2
|x|

)[
cos

(√
π

2
|x|+ π

4

)
+O

(
|x|−1

) ]
,

g1(x) =
1√
4π

∞∑

k=0

(−1)k
k!

(
1−

√
2

2k

)
ζ

(
k +

1

2

)(x
2

)2k

.

Последние две формулы полезны при проведении численных расчетов.
Кроме того, используя найденные оценки функции Грина, планирует-

ся обосновать разрешимость нелокальной задачи (1) в экспоненциальных
классах (2) при прежнем ограничении σ < σ0(T ) ≡

√
π/2T . Централь-

ный момент здесь — анализ разрешающей формулы (3).
Автор выражает признательность своему научному руководителю

Тихонову Ивану Владимировичу за полезные замечания и конструктив-
ные предложения при подготовке работы.
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УДК 517.518.82

СУММЫ ТИПА РЭЛЕЯ ДЛЯ КОРНЕЙ УРАВНЕНИЯ,
СВЯЗАННОГО СО СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕЙ1

А. Б. Костин, В. Б. Шерстюков (Москва, Россия)
abkostin@yandex.ru, shervb73@gmail.com

Изучается уравнение вида

a z J ′
ν(z) + b Jν(z) = 0, z ∈ C,

с параметрами ν, a, b ∈ C, |a| + |b| > 0, и функцией Бесселя Jν(z). Доказана се-
рия специальных суммационных соотношений, действующих для корней уравне-
ния при различных сочетаниях параметров. Полученные результаты согласуются
с теорией классических сумм Рэлея, вычисляемых по нулям функции Бесселя.
Подобные уравнения возникают в спектральной задаче с наклонной производной
для оператора Лапласа.

Ключевые слова: задача с наклонной производной, оператор Лапласа, функции
Бесселя, нули функций Бесселя, суммы типа Рэлея.

SUMS OF RAYLEIGH TYPE
FOR THE ROOTS OF THE EQUATION

ASSOCIATED WITH THE SPECTRAL PROBLEM1

A. B. Kostin, V. B. Sherstyukov (Moscow, Russia)
abkostin@yandex.ru, shervb73@gmail.com

We study equation of the form

a z J ′
ν(z) + b Jν(z) = 0, z ∈ C,

with parameters ν, a, b ∈ C, |a| + |b| > 0, and the Bessel function Jν(z). A series
of special summation relations is proved that are valid for the roots of the equation
for various combinations of parameters. The results are consistent with the theory
of classical Rayleigh sums calculated from the zeros of the Bessel function. Similar
equations arise in the spectral problem with an oblique derivative for the Laplace
operator.

Keywords: oblique derivative problem, Laplace operator, Bessel functions, zeros of
Bessel functions, sums of Rayleigh type.

В работе [1] изучался вопрос о расположении на комплексной плоско-
сти собственных значений λ = µ2 следующей спектральной задачи для
оператора Лапласа в круге:

∆w + µ2w = 0 в D =
{
(x, y) | x2 + y2 < 1

}
,
∂w

∂ℓ
= 0 на ∂D. (1)

Здесь ∆ — оператор Лапласа, µ2 ∈ C — спектральный параметр, ℓ — на-
правление, составляющее фиксированный угол α ∈ (−π/2, π/2) с внеш-
ней нормалью n к ∂D. Наш интерес к этой тематике был стимулирован

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00236).
1The article is done with the financial support of RFBR(project № 18-01-00236).
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известной статьей [2], в которой доказано отсутствие свойства базисно-
сти в L2(D) у системы корневых функций задачи (1). В [2] (см. также [1])
показано, что все собственные значения спектральной задачи (1) описы-
ваются корнями уравнений вида

µJ ′n(µ) cosα + i n Jn(µ) sinα = 0, (2)

с параметрами n ∈ Z, α ∈ (−π/2, π/2) и функцией Бесселя Jn(µ) пере-
менной µ ∈ C.

Если 0 < |α| < π/2, то из общей теории целых функций и результатов
работы [1] вытекает, что при фиксированном n 6= 0 уравнение (2) имеет
бесконечное счетное множество нетривиальных корней. Все они являют-
ся простыми, не попадают на действительную и мнимую оси, располага-
ясь симметрично относительно точки µ = 0.

В докладе будут представлены результаты о вычислении сумм четных
степеней обратных величин нетривиальных корней уравнения вида (2)
и его естественного обобщения. Для описания характера этих результа-
тов введем четную целую функцию экспоненциального типа

L(µ;n, α) ≡ µJ ′n(µ) cosα + i n Jn(µ) sinα

(µ/2)n
, µ ∈ C. (3)

При µ 6= 0 уравнение (2) равносильно уравнению L(µ;n, α) = 0 с сов-
падением кратностей корней. Функция (3) имеет бесконечное счетное
множество корней. Обозначим это множество через {±µn, k(α)}k∈N, где
µn, k(α) расположены в полуплоскости Reµ > 0, упорядочены по воз-
растанию модулей, и µn, k(α) → ∞ при k → ∞. Очевидная цепочка
соотношений

L(µ;n, α) = 0⇔ L(µ;n,−α) = 0⇔ L(µ;−n, α) = 0⇔ L(µ;−n,−α) = 0

позволяет ограничиться изучением корней µ ∈ C уравнения

L(µ;n, α) = 0, n ∈ N, α ∈ [0, π/2]. (4)

В ходе нашего исследования корней уравнения (4) (см. [1]) были по-
лучены явные формулы для сумм специальной структуры, содержащих
корни µn, k(α). В частности, найдено соотношение

∞∑

k=1

1

µ2n, k(α)
=
n+ 2 cos2 α

4n(n+ 1)
− i

sin 2α

4n(n+ 1)
=
n+ 1 + e−2αi

4n(n+ 1)
, (5)

выполненное для всех n ∈ N и α ∈ [0, π/2]. При α = π/2 формула (5)
дает выражение

σ(2)(n) ≡
∞∑

k=1

1

j2n, k
=

1

4(n+ 1)
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для первой из классических сумм Рэлея (см. [3–5])

σ(2m)(n) ≡
∞∑

k=1

1

j2mn, k
, m ∈ N,

где jn, k — положительные корни функции Бесселя Jn(µ). При α = 0
формула (5) также хорошо известна (см. [6–8]) и принимает вид

∞∑

k=1

1

j′ 2n, k
=

n+ 2

4n(n+ 1)
,

где j′n, k — положительные корни производной J ′n(µ) функции Бесселя.
В процессе получения основных суммационных соотношений вида (5)

авторы обнаружили большое количество работ [3–12] на близкую тему.
В цитированных исследованиях представлен ряд формул для сумм на-
туральных (четных) степеней обратных величин корней уравнения ти-
па (4), но, как правило, без явного описания области изменения пара-
метров в формулах и без обоснования ряда ключевых моментов вывода.
На наш взгляд, в изложении этих вопросов наиболее последовательны
П. Л. Капица [7] и Н. Н. Мейман [8], рассмотревшие уравнения

Jν(z) = 0, ν > −1, (6)

z J ′ν(z)−H Jν(z) = 0, ν + 1/2 > 0, H > 0. (7)

В (6), (7) даны ограничения на параметры из работы [7]. Эти ограниче-
ния гарантируют вещественность корней и сходимость интегралов в ме-
тоде Капицы. В статье [8], написанной под несомненным влиянием [7], но
содержащей новый подход, относительно параметров сказано лишь, что
ν отлично от целого отрицательного числа, и можно считать ν 6= H. При
этом не ясно, допускаются ли в формулах из [8] комплексные значения
ν и H. В других известных нам работах на эту тему анализ и описа-
ние допустимых значений параметров или отсутствуют или проведены
не достаточно полно. Отметим также, что уравнение (6) с произволь-
ным комплексным ν изучалось в классическом трактате [4, гл. 15]. Там
обосновано существование бесконечного счётного множества корней, по-
казано, что все корни лежат в некоторой горизонтальной полосе, и при-
ведены выражения для сумм Рэлея σ(2m)(ν) при m = 1, 2, 3, 4, 5, но без
указания ограничений на параметр ν.

Указанные обстоятельства дают повод рассмотреть обобщение урав-
нения (2) в виде

azJ ′ν(z) + bJν(z) = 0, z ∈ C, (8)
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с параметрами ν, a, b ∈ C такими, что |a|+ |b| > 0.
Корни z 6= 0 уравнения (8) будем называть нетривиальными.
Зафиксируем произвольные ν, a, b ∈ C, |a| + |b| > 0. Нетривиаль-

ные корни уравнения (8) расположены в некоторой горизонтальной по-
лосе на плоскости C симметрично относительно точки z = 0. Обозначим
эти корни ±µν, k(a, b) ≡ ±µν, k, k ∈ N, где µν, k — корни (8), лежащие
в {Re z > 0} ∪ {Re z = 0, Im z > 0} и занумерованные в порядке возрас-
тания модуля. Тогда µν, k →∞, Reµν, k → +∞ при k →∞. По аналогии
с классическими суммами Рэлея [3] определим суммы типа Рэлея

η(r)(ν, a, b) ≡ 1

2

∑ 1

(±µν, k(a, b))r
, r ∈ N. (9)

Введём целую четную функцию

L(z) = L(z; ν, a, b) ≡ azJ ′ν(z) + bJν(z)

(z/2)ν
, z ∈ C,

нули которой совпадают с нетривиальными корнями уравнения (8). По-
казатель сходимости последовательности корней функции L(z) равен
единице. Поэтому ряд (9) в общем случае сходится абсолютно лишь при
r > 1. При всех нечетных r = 2m − 1 сумма η(2m−1)(ν; a, b) ряда (9)
равна нулю, а при четных r = 2m имеем формулу

η(2m)(ν, a, b) =
∞∑

k=1

1

µ2mν, k(a, b)
, m ∈ N.

Для всех значений m ∈ N и ν ∈ C\{−1,−2, . . .} справедливы рекур-
рентные формулы Меймана (ср. с [8]; см. также [5])

σ(2m+2)(ν) =
1

m+ ν + 1

m∑

p=1

σ(2p)(ν) σ(2m+2−2p)(ν), (10)

где σ(2)(ν) = 1/(4(ν + 1)). Мы выводим аналогичные соотношения

η(2)(ν, a, b) =
a

2(aν + b)
− aν − b

aν + b
σ(2)(ν) ≡ aν + b+ 2a

4(ν + 1)(aν + b)
,

η(2m+2)(ν, a, b) =
2a

aν + b

m∑

p=1

σ(2p)(ν) η(2m+2−2p)(ν, a, b)− aν − b

aν + b
σ(2m+2)(ν),

справедливые для m ∈ N при всех значениях ν, a, b ∈ C таких, что
aν + b 6= 0 и ν 6∈ {−1,−2, . . .}. Случаи aν + b = 0, ν ∈ {−1,−2, . . .} рас-
сматриваются отдельно. Используя новые соотношения и (10), находим,
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например,

η(6)(ν, a, b) =
2a2(ν + 1)(5aν + 8a+ 3b) + (aν + b+ 2a)3

25(ν + 1)3(ν + 2)(ν + 3)(aν + b)3
,

где c = aν + b+ 2a; ν, a, b ∈ C, aν + b 6= 0, ν 6∈ {−1,−2, . . .}.
Получены также рекуррентные формулы для сумм η(2m)(ν, a, b) через

такие же суммы, но более низких порядков.
Приведем еще формулу для специальной двойной суммы

∞∑

k=1

∞∑

m=1

1

j2n,m − µ2n, k(α)
=
n+ 2 + i n tgα

8(n+ 1)
.

При α = 0 формула записывается в виде
∞∑

k=1

∞∑

m=1

1

j2n,m − j′ 2n, k
=

n+ 2

8(n+ 1)

и авторам в литературе не встречалась.
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УДК 517.5

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЙ ПРИНЦИП В ИНВАРИАНТНОМ
ПОДПРОСТРАНСТВЕ В НЕОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ1

О. А. Кривошеева (Уфа, Россия)
kriolesya2006@yandex.ru

В работе изучается проблема фундаментального принципа для инвариантного
подпространства аналитических функций в неограниченной выпуклой области.
Получен критерий того, когда каждую функцию из замкнутого подпространства
инвариантного относительно оператора дифференцирования можно представить
рядом экспоненциальных мономов.

Ключевые слова: Инвариантное подпространство, фундаментальный принцип,
неограниченная область.

FUNDAMENTAL PRINCIPLE IN INVARIANT SUBSPACE
IN UNBOUNDED DOMAIN1

O. A. Krivosheeva (Ufa, Russia)
kriolesya2006@yandex.ru

In the paper fundamental principle problems for invariant subspace of analytic
functions in a unbounded convex domain are studied. A criterion for every function
from closed subspace and invariant with respect to the differentiation operator may
be represented by series of exponential monomials is obtained.

Keywords: invariant subspace, fundamental principle, unbounded domain.

Пусть Λ = {λk, nk}∞k=1 — последовательность различных комплекс-
ных чисел λk и их кратностей nk. Считаем, что |λk| не убывает и
|λk| → ∞, k →∞.

Пусть H(D) — пространство функций аналитических в области D с
топологией равномерной сходимости на компактах K ⊂ D, и W ⊂ H(D)
— нетривиальное (W 6= {0}, H(D)) замкнутое подпространство инвари-
антное относительно оператора дифференцирования. Спектр этого опе-
ратора в подпространстве W является не более чем счетным множе-
ством {λk} ([1], гл.II, §7). Пусть Λ = {λk, nk}∞k=1 — кратный спектр
оператора дифференцирования в подпространстве W . Тогда система
E(Λ) = {zneλkz}∞,nk−1k=1,n=0 — семейство его собственных и присоединенных
функций в W . Говорят, что подпространство W допускает спектраль-
ный синтез, если оно совпадает с замыканием W (Λ, D) (в пространстве
H(D)) линейной оболочки системы E(Λ). В этой связи отметим, что про-
блема спектрального синтеза в случае одной переменной полностью ре-
шена в работах [1] и [2]. Если D — неограниченная выпуклая область, то
всегда верно равенство W = W (Λ, D) ([5], теорема 8.2).

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-31-00029).
1The article is done with the financial support of RFBR (project No. 18-31-00029).)
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Следующим шагом на пути к представлению всех функций из
W (Λ, D) является решение проблемы фундаментального принципа. Пер-
вым результатом в рамках этой проблемы является фундаментальный
принцип Л. Эйлера для пространств решений линейных однородных
дифференциальных уравнений конечного порядка с постоянными коэф-
фициентами. Любое такое решение записывается в виде конечной сум-
мы

∑
zn exp(λkz), где λk — корни характеристического многочлена с

кратностью nk и n меняется в пределах от 0 до nk − 1. В случае, когда
спектр подпространстваW бесконечен, задача представления значитель-
но усложняется. Идеальным вариантом представления функции g ∈ W ,
безусловно, является ряд

g(z) =

∞,nk−1∑

k=1,n=0

dk,nz
n exp(λkz), (1)

равномерно сходящийся на компактных подмножествах плоскости. Если
каждая g ∈ W представляется рядом (1), то говорят, что в W имеет
место фундаментальный принцип.

Отметим, что в случае, когда D — ограниченная область, проблема
фундаментального принципа полностью решена. При этом был получен
критерий справедливости фундаментального принципа в W (Λ, D), кото-
рый формулируется в терминах простых геометрических характеристик:
индекса конденсации (его определим ниже), угловой плотности последо-
вательности Λ и длины дуги границы области D.

Также был получен критерий справедливости фундаментального
принципа в случае всей плоскости. Критерий формулируется только при
помощи индекса конденсации.

Все указанные выше результаты, касающиеся решения проблемы
фундаментального принципа, были получены автором совместно с
А. С. Кривошеевым. С ними можно ознакомится в работах [3–7].

Символом Ξ(Λ) обозначим множество пределов сходящихся последо-
вательностей вида {λ̄kj/|λkj)|}∞j=1 (λ̄ — комплексное сопряжение). Мно-
жество Ξ(Λ) замкнуто и является подмножеством единичной окружно-
сти S(0, 1).

Пусть D ⊂ C — выпуклая область и

HD(ϕ) = sup
z∈D

Re(ze−iϕ), ϕ ∈ [0, 2π]

— ее опорная функция. Положим

J(D) = {eiϕ ∈ S(0, 1) : h(ϕ,D) = +∞}.
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Если D — ограниченная область, то J(D) = ∅. В случае неограниченной
области возможны следующие ситуации: 1) J(D) = S(0, 1), т.е. D = C,
2) D — полуплоскость {z ∈ C : Re(ze−iϕ) < a} и J(D) = S(0, 1) \ {eiϕ},
3) D — полоса {z ∈ C : b < Re(ze−iϕ) < a} и J(D) = S(0, 1)\{eiϕ, eiϕ+π},
4) в остальных случаях J(D) является дугой единичной окружности,
которая опирается на угол раствора не меньше чем π.

Пусть n(r,Λ) — число точек λk с учетом их кратностей nk, которые
попадают в круг B(0, r). Верхней плотностью последовательности Λ на-
зывается величина

n̄(Λ) = lim
r→∞

n(r,Λ)

r
.

Также, следуя работе [3], положим

qΛ(z, w, δ) =
∏

λk∈B(w,δ|w|)

(
z − λk
3δ|λk|

)nk

,

qkΛ(z, δ) =
∏

λm∈B(λk,δ|λk|),m6=k

(
z − λm
3δ|λm|

)nm

.

Модуль функции qΛ(z, w, δ) можно интерпретировать как меру сгуще-
ния точек λk ∈ B(w, δ|w|) около точки z. Если B(w, δ|w|) не содер-
жит ни одной λk (λm 6= λk), считаем, что qΛ(z, w, δ) ≡ 1. Величина
ln |qΛ(z, w, δ)|/|w| аналогична по смыслу логарифму среднего геометри-
ческого (среднему арифметическому логарифмов) нормированных рас-
стояний от точек λk ∈ B(w, δ|w|) до точки z. Положим

SΛ = lim
δ→0

lim
k→∞

ln |qkΛ(λk, δ)|
|λk|

.

Величина SΛ называется индексом конденсации (А.С. Кривошеева). Она
схожа по смыслу с классическим индексом конденсации Бернштейна-
Леонтьева.

Следующий результат распространяет решение проблемы фундамен-
тального принципа в случае всей плоскости на произвольные неограни-
ченные области.

Теорема. Пусть Λ = {λk, nk} имеет конечную верхнюю плотность
n̄(Λ), D — неограниченная выпуклая область. Следующие утверждения
эквивалентны:

1) каждая функция g ∈ W (Λ, D) представляется рядом (1) во всей
плоскости;

2) Ξ(Λ) ⊂ J(D), SΛ > −∞.
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Замечание. Если n̄(Λ) < ∞, то по теореме Абеля для рядов экспо-
ненциальных мономов (см. [8]) из сходимости ряда (1) во всей плоскости
следует его абсолютная сходимость и равномерная сходимость на ком-
пактах.
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УДК 517.518

НЕРАВЕНСТВО ТИПА ШВАРЦА
И КРУГИ ОДНОЛИСТНОСТИ ПОДКЛАССА

ОГРАНИЧЕННЫХ ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ1

О. С. Кудрявцева (Волгоград, Россия)
Kudryavceva_OS@mail.ru

В классе голоморфных функций, отображающих единичный круг в себя и имею-
щих внутреннюю и две граничные неподвижные точки, получено описание мно-
жества значений производной в нуле в терминах угловых производных в гра-
ничных неподвижных точках. Также на этом классе функций найдены круги
однолистности.

Ключевые слова: голоморфное отображение, неподвижные точки, угловая про-
изводная, области однолистности.

INEQUALITY OF SHWARZ TYPE
AND DISKS OF UNIVALENCE FOR SUBCLASS
OF BOUNDED HOLOMORPHIC FUNCTIONS 1

O. S. Kudryavtseva (Volgograd, Russia)
Kudryavceva_OS@mail.ru

In the class of holomorphic functions that mapping the unit disk into itself and having
an inner and two boundary fixed points, the range of values for derivative at zero in
terms of angular derivatives at the boundary fixed points is given. Also on this class
of functions the disks of univalence are found.

Keywords: holomorphic mapping, fixed points, angular derivative, domains of univa-
lence.

Пусть B — совокупность голоморфных функций, отображающих еди-
ничный круг D = {z ∈ C : |z| < 1} в себя. Из классической леммы
Шварца [1] следует, что для функции f , принадлежащей классу B и со-
храняющей начало координат, справедливо неравенство

|f ′(0)| 6 1, (1)

равенство в котором достигается в случае тождественного отображения.
В. В. Горяйнов получил описание множества значений f ′(0) на под-

классе функций, которые, кроме начала координат, оставляют непо-
движной граничную точку z = 1 и имеют в ней конечную угловую
производную f ′(1). При этом множество значений f ′(0) установлено в
зависимости от угловой производной f ′(1). Более точно, обозначим

B[0, 1] =
{
f ∈ B : f(0) = 0, ∠ lim

z→1
f(z) = 1, ∠ lim

z→1
f ′(z) = f ′(1) <∞

}
.

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-
01-00584.

1The reported study was funded by RFBR, project number 20-01-00584.
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Теорема А ([2]). Пусть f ∈ B[0, 1] и f ′(1) = α > 1. Тогда имеет
место неравенство ∣∣∣∣f

′(0)− 1

α

∣∣∣∣ 6 1− 1

α
. (2)

При этом равенство достигается на функции

f(z) = z
αz − (α− 2)

α− (α− 2)z
. (3)

В данной работе получено уточнение множества значений f ′(0) в слу-
чае, когда существует вторая неподвижная граничная точка z = −1 и
f ′(−1) <∞. Обозначим

B[−1, 0, 1] =
{
f ∈ B[0, 1] : ∠ lim

z→−1
f(z) = −1,∠ lim

z→−1
f ′(z) = f ′(−1) <∞

}
.

Теорема 1. Пусть f ∈ B[−1, 0, 1] и f ′(1) = α > 1, f ′(−1) = β > 1.
Тогда имеет место неравенство

∣∣∣∣f
′(0)− α + β − 2

αβ − 1

∣∣∣∣ 6 1− α + β − 2

αβ − 1
. (4)

При этом равенство достигается на функции

f(z) = z
(1− αβ)z2 + 2(α− β)z + αβ − 2(α + β) + 3(
αβ − 2(α + β) + 3

)
z2 + 2(α− β)z + 1− αβ

.

Заметим, что предельный переход в неравенствах (2), (4) при α→∞,
β →∞ приводит к неравенству (1).

Классическая теорема Э. Ландау утверждает, что на классе BN [0],
состоящем из функций, сохраняющих точку z = 0 и у которых модуль
производной в точке z = 0 отделен от нуля:

BN [0] = {f ∈ B : f(0) = 0, |f ′(0)| > 1/N} , N > 1,

наибольшей областью однолистности является круг.

Теорема B ( [3]). Пусть f ∈ BN [0]. Тогда f однолистна в круге
|z| < R(N), где R(N) = N−

√
N 2 − 1. При этом для каждого κ, |κ| = 1,

функция

fκ(z) = z
κ −Nz

Nκ − z
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принадлежит классу BN [0] и имеет в точке z(κ) = κR(N) нулевую
производную.

Следствиями теоремы Э. Ландау с учетом неравенств (2), (4) явля-
ются результаты о кругах однолистности на подклассах B[0], имеющих
граничные неподвижные точки с конечными угловыми производными.

Теорема C ([2]). Пусть f ∈ B[0, 1] и f ′(1) = α, 1 < α < 2. Тогда f
однолистна в круге

|z| < 1−
√
α− 1

1 +
√
α− 1

.

При этом функция (3) принадлежит классу B[0, 1], f ′(1) = α и имеет
нулевую производную в точке zα = −(1−

√
α− 1)/(1 +

√
α− 1).

Теорема 2. Пусть f ∈ B[−1, 0, 1] и f ′(1) = α > 1, f ′(−1) = β > 1.
Тогда при α 6 2 и любом β, а также при α > 2 и β < (3− 2α)/(2− α)
функция f однолистна в круге

|z| < αβ − 1− 2
√
(α− 1)(β − 1)(α + β − 2)

2(α + β)− αβ − 3
.
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СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ОПЕРАТОРОВ
ШТУРМА– ЛИУВИЛЛЯ НА СТРУКТУРАХ

ИЗ ОТРЕЗКОВ1

М. А. Кузнецова (Саратов, Россия)
kuznetsovama@info.sgu.ru

Рассмотрены дифференциальные операторы Штурма – Лиувилля на структурах,
состоящих из конечного числа отрезков, со спектральным параметром в условиях
склейки. Мы исследовали свойства спектральных характеристик данных опера-
торов и получили асимптотические формулы для собственных значений и весо-
вых чисел. Также доказана теорема единственности восстановления оператора
по спектральным данным трех типов: двум спектрам; одному спектру и весовым
числам; функции Вейля.

Ключевые слова: операторы Штурма –Лиувилля, замкнутые множества, асимп-
тотические формулы, обратные спектральные задачи.

SPECTRAL ANALYSIS OF STURM– LIOUVILLE
OPERATORS ON THE SEGMENT STRUCTURES1

M. A. Kuznetsova (Saratov, Russia)
kuznetsovama@info.sgu.ru

In the paper, Sturm–Liouville differential operators on structures consisting of a
finite number of segments with a spectral parameter in matching conditions are
considered. We study properties of their spectral characteristics and obtain asymptotic
formulae for eigenvalues and weight numbers. Uniqueness theorem is proved as well
for recovering an operator from the spectral data of three types: two spectra; the
spectrum and the weight numbers; Weyl function.

Keywords: Sturm–Liouville operators, closed sets, asymptotic formulae, inverse
spectral problems.

Введение

Дифференциальные уравнения на графах возникают при моделирова-
нии различных процессов (примеры и основы теории см. в [2, 3]). В ра-
боте рассматривается граф-цепочка Γ, состоящий из вершин {vl}N+1

l=1 и
неориентированных ребер ek = (vk, vk+1), k = 1, N, где N — натуральное
число. Обозначим длину ek числом dk > 0 и зададим параметризацию
xk ∈ [0, dk] так, что xk = 0 соответствует вершине vk, а xk = dk —
вершине vk+1. Тогда уравнение Штурма – Лиувилля на Γ записывается
следующим образом:

−y′′k(xk) + qk(xk)yk(xk) = λyk(xk), xk ∈ (0, dk), k = 1, N, (1)

1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНФ (проект 19-71-00009).
1This work was supported by Grant 19-71-00009 of the Russian Science Foundation.
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где q = [qk]
N
k=1 — вещественный потенциал, qk ∈ C[0, dk], y = [yk]

N
k=1 —

решение, а k-е компоненты определены на ребре ek.
В качестве условий склейки возьмем

yl+1(0) = αl11(λ)yl(dl) + αl12(λ)y
′
l(dl),

y′l+1(0) = αl21(λ)yl(dl) + αl22(λ)y
′
l(dl),

l = 1, N − 1,



 (2)

с коэффициентами αl11(λ) := 1, αl12(λ) := tl, α
l
21(λ) := tl(ql(dl) − λ),

αl22(λ) := 1 + t2l (ql(dl)− λ), где tl > 0, l = 1, N − 1.
Уравнения (3) вместе с условиями склейки (2) эквивалентны следую-

щему уравнению с ∆-производными на замкнутом множестве, состоящем
из N отрезков:

−y∆∆(x) + q(x)y(σ(x)) = λy(σ(x)), x ∈
N⋃

k=1

[ak, bk],

где bk = ak + dk, k = 1, N, al+1 = bl + tl, l = 1, N − 1. Определения σ(x)
и ∆-производной даны в [3] и [1].

1. Свойства спектральных характеристик

Обозначим Lj краевую задачу для (3), (2) с краевыми условиями

y(j)(v1) := y
(j)
1 (0) = 0, y(vN+1) := yN(dN) = 0, j = 0, 1.

Пусть S = [Sk(xk, λ)]
N
k=1 и C = [Ck(xk, λ)]

N
k=1 являются решениями (3),

(2) с начальными условиями

S ′1(0, λ) = C1(0, λ) = 1, S1(0, λ) = C ′1(0, λ) = 0.

Введем целые функции

Θ0(λ) := SN(dN , λ), Θ1(λ) := CN(dN , λ).

Для j = 0, 1 собственные значения {λnj}n≥1 краевой задачи Lj совпадают
с нулями целой функции Θj(λ), которая является характеристической
функцией Lj. Из вещественности q следует, что эти нули — простые и
вещественные. Кроме того, Θ0(λ) и Θ1(λ) не имеют общих нулей.

Пусть Φ = [Φk(xk, λ)]
N
k=1 является решением (3), (2) при условиях

Φ′1(0, λ) = 1, ΦN(dN , λ) = 0.
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Назовем M(λ) := Φ1(0, λ) функцией Вейля. Нетрудно проверить, что

Φ = S +M(λ)C, M(λ) = −Θ0(λ)

Θ1(λ)
.

Введем весовые числа

αn := Res
λ=λn1

M(λ) = −Θ0(λn1)

Θ′1(λn1)
, n ≥ 1.

Можно показать, что αn > 0 при n ∈ N.
Функция Вейля M(λ), спектры {λnj}n≥1, j = 0, 1, и весовые числа

{αn}n≥1 называются спектральными характеристиками.
При выводе асимптотических формул для спектральных характери-

стик необходимо условие соизмеримости длин ребер:

dk = rxk, xk ∈ Q, k = 1, N, для некоторого r > 0. (3)

Условие соизмеримости ребер графа используется также в [5].

Теорема 2. Каждый спектр состоит из N + 1 части:

{λnj}n≥1 = Λj
⋃( N⋃

k=1

{
(ρ

(k)
nj )

2
}
n≥1

)
, j = 0, 1,

где Λj — конечное множество из N + j sign(N − 1)− 1 элементов,

ρ
(k)
nj =

π(n− δ
jδ(1,k)
k )

dk
+ r

(k)
nj , r

(k)
nj = o(1), δjk ∈

{
0,

1

2

}
, δ1k + δ0k =

1

2
. (4)

Обозначим

zk :=
1

π

(1
2

ˆ dk

0

qk(x) dx+

min(k,N−1)∑

l=max(1,k−1)
t−1l

)
, k = 1, N.

Если выполнено (3) и числа zk, k = 1, N, различны, то в (4)

r
(k)
nj =

zk + κnkj
n

, {κnkj}n≥1 ∈ l2, k = 1, N.

Теорема 3. Обозначим

αkn := Res
λ=(ρ

(k)
n1 )

2

M(λ).

Если выполнено (3) и числа zk, k = 1, N , различны, то

αkn =





2

d1

(
1 +

κnk2
n

)
, k = 1,

κnk2
n
, k > 1,

{κnk2}n≥1 ∈ l2.
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2. Обратные задачи

Рассмотрим три следующих обратных задачи.

Обратная задача 1. По M(λ) восстановить q.

Обратная задача 2. По {λnj}n≥1, j = 0, 1, восстановить q.

Обратная задача 3. По {λn1}n≥1 и {αn}n≥1 восстановить q.

Данные три задачи эквивалентны: по входным данным одной задачи
можно восстановить входные данные любой другой задачи. В частности,

M(λ) =
∞∑

n=1

αn
λ− λn1

.

Кроме краевой задачи L0, зассмотрим задачу L̃0 того же вида, но с
другим потенциалом q̃. Пусть символ γ обозначает объект, относящийся
к L0, тогда γ̃ обозначает аналогичный объект, относящийся к L̃0.

Используя метод спектральных отображений [5], мы доказали теоре-
му единственности решения обратных задач 1–3.

Теорема 4. Если выполнено одно из следующих условий, то q = q̃ :

1. M(λ) = M̃(λ);

2. {λnj}n≥1 = {λ̃nj}n≥1, j = 0, 1;

3. {λn1}n≥1 = {λ̃n1}n≥1 и {αn}n≥1 = {α̃n}n≥1.
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С помощью идей Эйлера об использовании расходящихся рядов получены необ-
ходимые и достаточные условия существования классическоего решения смешан-
ной задачи для волнового уравнения и обобщенное решение с суммируемой на-
чальной функцией.

Ключевые слова: метод Фурье, расходящиеся ряды, волновое уравнение.

CLASSICAL AND GENERALIZED SOLUTIONS
OF THE MIXED PROBLEM FOR A HOMOGENEOUS

EQUATION WITH ZERO INITIAL SPEED
AND SINGLE-ORDER BOUNDARY CONDITIONS

WITH A DERIVATIVE
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Using Euler’s ideas about using divergent series, the necessary and sufficient conditions
for the existence of a classical solution of the mixed problem for the wave equation
and a generalized solution with a summable initial function are obtained.

Keywords: Fourier method, divergent series, wave equation.

Рассматрим задачу

∂2

∂t2
u(x, t) =

∂2

∂x2
u(x, t)− q(x)u(x, t) + f(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,∞),

(1)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x), (2)

u′x(0, t) = u′x(1, t) = 0, (3)

где q(x) ∈ L[0, 1], q(x), ϕ(x), ψ(x) — комплекснозначные функции, ϕ(x)
и ψ(x) не выходят за рамки L[0, 1], комплекснозначная f(x, t) ∈ L[QT ],
QT = {x, t| x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ]} при любом T > 0.

Применяем новый прием в методе Фурье, основанный на использова-
нии расходящихся рядов в понимании Эйлера [1] (важная информация
о расходящихся рядах приведена также в [2]), позволяющий получать
новые результаты, избегая при этом дополнительных трудностей, возни-
кающих при обосновании промежуточных утверждений.
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Формальное решение по методу Фурье берем в виде [3]:

u(x, t) = − 1

2πi




ˆ

|λ|=r

+
∑

n≥n0

ˆ

γn




[
(Rλϕ) cos ρt+ (Rλψ)

sin ρt

ρ
+

+

t
ˆ

0

Rλ(f(·, τ))
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

]
dλ, (4)

где λ = ρ2, Re ρ ≥ 0, Rλ — резольвента опертора Ly = −y′′ + q(x)y,
y′(0) = y′(1) = 0, r > 0 и достаточно велико, γn — образ в λ-плоскости
окружности γ̃n = {ρ| |ρ−nπ| = δ}, δ > 0 достаточно мало и фиксировано,
контуры |λ| = r и γn при n ≥ n0 не пересекаются, Rλ(f(·, τ)) означает,
что Rλ применяется к f(x, τ) по x.

Обозначим Z(x, t, ϕ) ряд (4) при ψ(x) = f(x, t) = 0. Тогда формаль-
ный ряд (4), как и в [2, формула (8)] использованием расходящихся рядов
приводится к виду

u(x, t) = Z(x, t, ϕ) +

t
ˆ

0

Z(x, t, ψ) dτ +

ˆ t

0

dτ

t−τ
ˆ

0

Z(x, η, f(·, τ)) dη. (5)

Важность формулы (5) в том, что в формальном решение неоднород-
ной задачи (1)–(3) участвует лишь формальное решение такой однород-
ной задачи

∂2

∂t2
u(x, t) =

∂2

∂x2
u(x, t)− q(x)u(x, t), (6)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0), (7)

u′x(0, t) = u′x(1, t) = 0, (8)

но при различных ϕ(x).
Рассматриваем задачу (6)–(8).
Аналогично [4], с помощью рекомендаций А. Н. Крылова [5], идей Эй-

лера о расходящихся рядах и формулы (5), от ряда Z(x, t, ϕ) переходим
к ряду

A(x, t) =
∞∑

n=0

an(x, t),

где

a0(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)],
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an(x, t) =
1

2

t
ˆ

0

dτ

x+t−τ
ˆ

x−t+τ

f̃n−1(η, τ) dη, n = 1, 2, . . . ,

fn(x, t) = −q(x)an(x, t), n = 0, 1, . . . ,

ϕ̃(x) есть четное 2-периодическое продолжение на всю ось функции ϕ(x),
x ∈ [0, 1], f̃n(η, τ) — четная 2-периодическая по η и f̃(η, τ) = fn(η, τ)
при η ∈ [0, 1].

Лемма 1. Пусть ϕ(x) ∈ L[0, 1] и пусть T > 0, произвольно и m —
наименьшее натуральное число, такое, что T ≤ m. Тогда

‖an(x, t)‖C[QT ] ≤M1

(
M2

2

)n−1
T n−1

(n− 1)!
, n = 1, 2, . . . ,

где M1 = ‖a1(x, t)‖C[QT ], M2 = (2m + 1)‖q‖1 (‖ · ‖1 — норма в L[0, 1]).
Кроме того, M1 ≤ CT‖ϕ‖1 и постоянная CT не зависит от ϕ(x).

Теорема 1. Если ϕ(x) ∈ L[0, 1], то ряд A1(x, t) =
∞∑
n=1

an(x, t) схо-

дится абсолютно и равномерно в QT с экспоненциальной скоростью.

Теорема 2. Для того, чтобы существовало классическое решение
задачи (6)–(8), необходимо и достаточно, чтобы ϕ(x), ϕ′(x) были абсо-
лютно непрерывны и ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0. Это решение дается формулой
u(x, t) = A(x, t). Оно является единственным среди решений из класса
∂2u(x,t)
∂t2 ∈ L[QT ].

Теорема 3. Если ϕ(x) ∈ L[0, 1] и uh(x, t) есть классическое решение
задачи (6)–(8) для uh(x, t) с ϕh(x) вместо ϕ(x) и lim

h→0
‖ϕh − ϕ‖1 = 0, то

lim
h→0

‖uh(x, t)− A(x, t)‖L[QT ] = 0.

Таким образом, u(x, t) = A(x, t) является обобщенным решением за-
дачи (6)–(8).

Подробные доказательства подобных теоремам 1–3 для задачи (6),
(7) с граничными условиями u(0, t) = u(1, t) = 0 приведены в [4, 6].
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УДК 517.518

О ДОПУСТИМОМ РОСТЕ ЛАКУН В СИСТЕМЕ УОЛША
C. В. Левизов (Владимир, Россия)

levizov@rambler.ru

исследуются условия, при которых для слабо лакунарных подсистем системы
Уолша выполняется (или не выполняется) предельное соотношение вида закона
повторного логарифма

Ключевые слова: система Уолша–Пэли, слабая лакунарность, закон повторного
логарифма.

ABOUT THE PERMISSIBLE GROWTH OF LACUNES
IN WALSH’S SYSTEM

S. V. Levizov (Vladimir, Russia)
levizov@rambler.ru

The conditions, under which the law of the iterated logarithmis for the weakly
lacunary subsystems of the Walsh’s system is valid (or not), are considered.

Keywords: Walsh–Paley’s system, weakly lacunarity, law of the iterated logarithm.

Для системы функций Уолша (в нумерации Пэли) {ϕn(x)}, n =
0, 1, 2, . . .; 0 ≤ x ≤ 1 (подробное определение см., например, в [1]) рас-
сматривается подсистема {ϕn(k)(x)}, где {n(k)} — некоторая возрастаю-
щая последовательность номеров.

Говорят, что подсистема {ϕn(k)(x)} подчинена закону повторного ло-
гарифма (ЗПЛ), если имеет место равенство:

lim
N→∞

(2N log logN)−1/2
N∑

k=1

ϕn(k)(x) = 1 почти всюду. (1)

В [2] было доказано, что если последовательность {n(k)} является лаку-
нарной, т.е.

n(k + 1)

n(k)
> c > 1 для некоторого c, k = 1, 2, . . . ,

то равенство (1) имеет место.
В дальнейшем этот результат обобщался (см. [3–5]) на случай так

называемой слабой лакунарности, когда

n(k + 1)

n(k)
→ 1 при k →∞; точнее,

n(k + 1)

n(k)
> 1 +

c

kα

для некоторого c > 0 и 0 < α < 1
2 .
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Показатель α, регулирующий размеры лакун (пробелов) в последо-
вательности {n(k)}, является «достаточным» для выполнения (1), если
α < 1

2 . В то же время ЗПЛ может выполняться и в случае более «густых»
(с показателем α > 1

2) последовательностей {n(k)}, если они подчинены
условию "нерегулярной"лакунарности (см. об этом в [5]).

В критическом случае (для «рубежа» α = 1
2) обычно рассматривается

лакунарность вида n(k+1)
n(k) > 1+ ck√

k
, где {ck}— неограниченная, монотонно

возрастающая (но не быстрее, чем
√
k ) последовательность. Оказывает-

ся, равенство (1) начинает «пропадать», если последовательность {n(k)}
растёт не слишком быстро, создавая сравнительно небольшие пробелы в
номерах последовательности {n(k)}. А именно, справедливо следующее
утверждение.

Теорема. Существует последовательность {n(k)}, для которой

n(k + 1)

n(k)
> 1 +

log(log k)√
k

, k = 1, 2, . . . ("регулярная"лакунарность),

и такая, что при этом для подсистемы {ϕn(k)(x)} закон повторного
логарифма не выполняется, т.е. равенство (1) не имеет места.

Этот факт уточняет результат, полученный в [6].
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МЕТОД А. П. ХРОМОВА РЕШЕНИЯ СМЕШАННОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ.
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И. С. Ломов (Москва, Россия)
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Установлен критерий существования (единственного) классического решения
смешанной задачи для телеграфного уравнения с суммируемым потенциалом.
Рассмотрен случай периодических краевых условий. Решение получено в явном
виде: оно записывается как ряд, представляющий собой обобщенную формулу
Даламбера. Ряд сходится с экспоненциальной скоростью. При нулевом потен-
циале этот ряд переходит в обычную формулу Даламбера. Получены условия
существования обобщенного решения задачи.

Ключевые слова: метод Фурье, резольвента оператора, формула Даламбера,
спектр оператора, телеграфное уравнение, расходящиеся ряды.

A. P. KHROMOV’S METHOD FOR SOLVING A MIXED
PROBLEM FOR A HYPERBOLIC EQUATION. A
GENERALIZED FORMULA OF D’ALEMBERT

I. S. Lomov (Moscow, Russia)
lomov@cs.msu.ru

A criterion is established for the existence of a (unique) classical solution to the mixed
problem for a telegraph equation with a summable potential. The case of periodic
boundary conditions is considered. The solution is obtained in an explicit form: it is
written as a series, which is a generalized one of d’Alembert formula. Row converges
with exponential rate. At zero potential, this series goes over to the usual d’Alembert
formula. The conditions for the existence of a generalized solution to the problem are
obtained.

Keywords: Fourier method, operator resolvent, d’Alembert formula, operator
spectrum, telegraph equation, divergent series.

1. Постановка задачи

Рассмотрим смешанную задачу:

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
− q(x)u(x, t), (x, t) ∈ Q = (0, 1)× (0,∞), (1)

u(l)(0, t) = u(l)(1, t), l = 0, 1, t ≥ 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], (3)

где функции q(x), ϕ(x)– комплекснозначные, q(x), ϕ(x) ∈ L(0, 1), сумми-
руемые функции.

Требуется решить две задачи: 1) найти точные условия существова-
ния и единственности классического решения задачи (1)–(3); 2) показать,
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что при перечисленных выше условиях на данные задачи классическое
решение переходит в обобщенное решение задачи.

Классическим решением задачи (1)–(3) назовем функцию u(x, t),
непрерывную и непрерывно дифференцируемую по x и t в полуполосе
Q = [0, 1] × [0,∞), причем функции u′x(x, t), u

′
t(x, t) абсолютно непре-

рывны соответственно по x ∈ [0, 1] и t ∈ [0,∞), удовлетворяющую почти
всюду в Q уравнению (1) и условиям (2), (3).

Из приведенного определения следует, что необходимыми условиями
существования классического решения задачи (1)–(3) являются следу-
ющие условия на ϕ(x): функции ϕ(x), ϕ′(x) абсолютно непрерывны на
отрезке [0, 1], ϕ′′(x) ∈ L(0, 1) и ϕ(l)(0) = ϕ(l)(1) для l = 0, 1.

Для исследования задачи применяем метод А. П. Хромова [1–3], мо-
дифицировавшего метод Фурье путем использования резольвентного ме-
тода, привлечения идеи А. Н. Крылова [4] об ускорении сходимости рядов
Фурье, связанных с дифференциальными операторами и применившего
идею Л. Эйлера о работе с расходящимися рядами.

Ранее А. П. Хромовым и его учениками этот метод был применен к ис-
следованию первой краевой задачи [1–3, 5, 6], при этом в работах [2, 3, 6]
получен критерий существования классического решения задачи. Полу-
чены и условия существования обобщенного решения. В [5] исследована
периодическая задача (1)–(3) с дополнительными условиями гладкости
на данные задачи. В работе [3] впервые применен подход Л. Эйлера ис-
пользования расходящихся рядов.

Первый результат данной работы сформулируем в виде следующего
утверждения.

Теорема 1. Для того чтобы существовало единственное класси-
ческое решение u(x, t) задачи (1)–(3), необходимо и достаточно, что-
бы функции ϕ(x), ϕ′(x) были абсолютно непрерывны на отрезке [0, 1] и
ϕ(l)(0) = ϕ(l)(1) при l = 0, 1. Это решение дается формулой

u(x, t) = A(x, t) =
∞∑

n=0

an(x, t), (4)

где

a0(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)], (5)

an(x, t) =
1

2

t
ˆ

0

dτ

x+t−τ
ˆ

x−t+τ

f̃n−1(η, τ) dη, n = 1, 2, . . . , (6)

ϕ̃(x) есть 1-периодическое продолжение функции ϕ(x) с отрезка [0, 1]
на всю прямую, f̃n(η, τ) — 1-периодическая по η функция, f̃n(η, τ) =
fn(η, τ) ≡ −q(x)an(x, t) при η ∈ [0, 1], n = 0, 1, 2, . . ..
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2. Формализм метода

Продемонстрируем здесь процесс получения ряда A(x, t) (4).
Формальное решение задачи (1)–(3) по методу Фурье берем в виде

([2, 3, 6])

u(x, t) = − 1

2πi

(
˛

|λ|=r

+
∑

n≥n0

˛

γn

)
(Rλϕ) cos ̺t dλ, (7)

где Rλ = ((l − λE)−1) — резольвента оператора L, действующего в
L2(0, 1), связанного с задачей (1)–(3):

L : ly = −y′′(x) + q(x)y(x), y(l)(0) = y(l)(1), l = 0, 1,

λ ∈ C — спектральный параметр, E – единичный оператор, λ = ̺2,
Re ̺ ≥ 0, γn — образ в λ-плоскости окружности γ̃n = {̺ : |̺− 2πn| = δ},
n ≥ n0, число δ > 0 и достаточно мало, число r > 0 достаточно велико
и фиксировано, n0 такой номер, что при n ≥ n0 внутри γn находится
по одному собственному значению λn оператора L и все γn при n ≥ n0
находятся вне |λ| = r.

Для получения формулы (4) проведем формальные преобразования
представления (7) решения u(x, t) задачи (1)–(3). При этом на данные за-
дачи налагаем минимальные требования: q, ϕ ∈ L(0, 1), f(x, t) ∈ L(QT ),
QT = (0, 1)× (0, T ) при любом фиксированном T > 0.

Нам потребуется далее задача, получаемая из задачи (1)–(3) при за-
мене уравнения (1) на неоднородное уравнение

utt(x, t) = uxx(x, t)− q(x)u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Q. (8)

Формальное решение задачи (8), (2), (3) имеет вид ([2])

u(x, t) = − 1

2πi

(
˛

|λ|=r

+
∑

n≥n0

˛

γn

)[
(Rλϕ) cos ̺t+

+

t
ˆ

0

Rλ(f(·, τ))
sin ̺(t− τ)

̺
dτ

]
dλ, (9)

где Rλ(f(·, τ)) означает, что резольвента Rλ оператора L применяется к
f(x, τ) по x.

Обозначим через Z(x, t, ϕ) ряд (7) — формальное решение задачи (1)–
(3). Как показал А. П. Хромов [7], используя теорию расходящихся рядов
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в понимании Л. Эйлера, ряд (9) можно преобразовать к следующему
виду:

u(x, t) = Z(x, t, ϕ) +

t
ˆ

0

dτ

t−τ
ˆ

0

Z(x, η, f(·, τ)) dη. (9.1)

Представим ряд Z(x, t, ϕ) в виде

Z(x, t, ϕ) = u01(x, t) + u1(x, t), (10)

где u01(x, t) есть представление (7), где Rλ заменено на R0
λ: R

0
λ есть Rλ

при q(x) = 0 и имеет следующий вид:

(R0
λg)(x) = −

1

2̺ sin ̺
2

1
ˆ

0

cos ̺(x− t+
1

2
)g(t) dt− 1

̺

x
ˆ

0

sin ̺(x− t)g(t) dt.

(11)
Подставим (11) в выражение для u01(x, t). Так как теперь

u01(x, t) = −
1

2πi

∑

n≥0

˛

γn

(R0
λϕ)(x) cos ̺t dλ,

то, применяя теорему о вычетах, получаем

u01(x, t) =
∑
n≥0

1
2πi

¸

γn

1
2̺ sin ̺

2

1́

0

cos ̺(x− τ + 1
2)ϕ(τ) dτ cos ̺t dλ =

= (1, ϕ) + 2
∞∑
n=1

[
(ϕ, cos 2πnτ) cos 2πnx+ (ϕ, sin 2πnτ) sin 2πnx

]
cos 2πnt.

(12)
Мы знаем сумму следующего ряда в случае его сходимости

(1, ϕ) + 2
∞∑

n=1

[
(ϕ, cos 2πnτ) cos 2πnx+ (ϕ, sin 2πnτ) sin 2πnx

]
= ϕ̃(x),

(13)
где ϕ̃(x) = ϕ(x) при x ∈ [0, 1], ϕ̃(x) — 1-периодическая функция. Ряд
(13) при ϕ ∈ L(0, 1), вообще говоря является расходящимся (пример
А. Н. Колмогорова). Но мы теперь будем считать, что его сумма — функ-
ция ϕ̃(x), как сумма расходящегося ряда в понимании Л. Эйлера. Из (13)
и (12) следует, что

u01(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)], x ∈ R, t ≥ 0. (14)
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Правая часть (14) имеет смысл при любых (x, t) ∈ (−∞,∞)× [0,∞),
поэтому в этом случае u01(x, t) из (14) будем обозначать через a0(x, t).
Получаем формулу (5) теоремы 1.

Так как функция a0(x, t) похожа на решение задачи (1)–(3) при q(x) =
0, то функция u1(x, t) из представления (10) похожа на решение задачи

∂2u1(x, t)

∂t2
=
∂2u1(x, t)

∂x2
− q(x)u1(x, t) + f0(x, t), (x, t) ∈ Q, (15)

u
(l)
1 (0, t) = u

(l)
1 (1, t), l = 0, 1, t ≥ 0, (16)

u1(x, 0) = 0, u′1t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], (17)

где f0(x, t) = −q(x)a0(x, t). Поэтому от ряда для функции u1(x, t) из
(10) перейдем, в силу (9.1), к формальному ряду для решения задачи
(15)–(17), т. е. к ряду

u1(x, t) =

t
ˆ

0

dτ

t−τ
ˆ

0

Z(x, η, f0(·, τ)) dη. (18)

Представим

Z(x, η, f0(·, τ)) = Z0(x, η, f0(·, τ)) + Z1(x, η, f0(·, τ)),

где Z0(x, η, f0(·, τ)) есть Z(x, η, f0(·, τ)) при q(x) = 0. Но Z0(x, η, f0(·, τ)),
в силу (14), есть

Z0(x, η, f0(·, τ)) =
1

2
[f̃0(x+ η, τ) + f̃0(x− η, τ)],

где f̃0(η, τ) — 1-периодическая функция по η при каждом τ, f̃0(η, τ) =
f0(η, τ) при η ∈ [0, 1]. И поэтому a1(x, t) есть

a1(x, t) =
1

2

t
ˆ

0

dτ

x+t−τ
ˆ

x−t+τ

f̃0(η, τ) dη,

и так далее, продолжаем этот процесс до бесконечности. В итоге от ряда
(7) приходим к ряду (4) с коэффициентами (5), (6). Этим завершается
формализм метода А. П. Хромова.

Далее формулируется последовательность утверждений, аналогич-
ных утверждениям из [2, 3], доказывающих теорему 1, т. е., что ряд (4)
действительно представляет единственное классическое решение исход-
ной задачи.
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3. Обобщенное решение

Теорема 2. Если ϕ ∈ L(0, 1), то ряд A(x, t) сходится абсолютно и
равномерно с экспоненциальной скоростью в QT , ∀T > 0.

Теорема 3. Если ϕ ∈ L(0, 1), а ϕh удовлетворяет условиям теоре-
мы 1 и ‖ϕh−ϕ‖ → 0 при h→ 0, то соответствующие ϕh классические
решения uh(x, t) задачи (1)–(3) сходятся по норме L(QT ) к A(x, t), т. е.
в этом случае u(x, t) = A(x, t) является обобщенным решением задачи
(1)–(3).
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УДК 519.6+523.68

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ МАЛОГО
МЕТЕОРНОГО ТЕЛА В СЛЕДЕ БОЛЕЕ КРУПНОГО ТЕЛА

В. Т. Лукашенко, Ф. А. Максимов (Москва, Россия)
lukashenko-vt@yandex.ru, f_a_maximov@mail.ru

Представлен метод моделирования, позволяющий рассматривать динамику груп-
пы тел летящих со сверхзвуковой скоростью с учетом соударений между отдель-
ными телами. При помощи данного метода проведено численное исследование
задачи о возможных колебаниях малого метеорного тела при его попадании в
след от более крупного метеороида. Результаты вычислений при различных зна-
чениях плотности малого тела показывают, что существует режим, когда малое
тело совершает колебания и периодически соударяется с лидирующим телом,
однако устойчивость данной конфигурации тел зависит от режима течения.

Ключевые слова: моделирование, метеороид, фрагменты, соударения, колебания.

NUMERICAL STUDY OF OSCILLATIONS OF A SMALL
METEOR BODY IN THE TRACE OF LARGER BODY

V. T. Lukashenko, F. A. Maksimov (Moscow, Russia)
lukashenko-vt@yandex.ru, f_a_maximov@mail.ru

A modeling method is presented that allows one to consider the dynamics of a group of
bodies flying with supersonic speed, taking into account collisions between individual
bodies. Using this method, a numerical study is carried out for the problem of possible
oscillations of a small meteoroid when it falls into the trail from a larger meteoroid.
The results of calculations for various values of the density of a small body show that
there is a mode when a small body oscillates and periodically collides with a leading
body, however the stability of this configuration of bodies depends on the flow regime.

Keywords: modeling, meteoroid, fragments, collisions, oscillations.

Введение

При полете в атмосфере метеорное тело испытывает значительные на-
грузки под воздействием увеличивающего скоростного напора и тепло-
вого нагрева, что приводит к постепенному разрушению и распаду тела
на отдельные фрагменты [1, 2]. В результате образовывается достаточно
сложная система из фрагментов, которые в ряде случаев оказываются
достаточно близки по своим размерам и параметрам [3]. Данные фраг-
менты продолжают свое движение совместно, при этом со временем бу-
дет происходить перестройка их конфигурации.

В работе [4] было проведено моделирование динамики двух сфериче-
ских тел при помощи постановки сопряженной задачи с исследованием
эффекта коллимации — затягиванием меньшего фрагмент в след боль-
шего лидирующего тела. При этом был сделан общий вывод о характе-
ре поведения системы из двух фрагментов метеорного тела: если фраг-
менты имеют близкие размеры, то они должны разойтись в поперечном
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направлении и впоследствии двигаться независимо друг от друга; если
же один из образовавшихся фрагментов оказывается более крупным, то
он становится лидирующим, а меньшие фрагменты затягиваются в его
след, реализуется модель иглы с постепенным отставанием малых фраг-
ментов от лидирующего. Целью данной работы является более подробное
изучение эффекта коллимации, чтобы выяснить, возможна ли реализа-
ции конфигурации, когда меньшее тело удерживается непосредственно
вблизи лидирующего большего тела без отставания вдоль направления
движения.

Метод расчета

Авторами был реализован метод сопряженного расчета [5] с использова-
нием системы сеток. Изначально рассчитывается аэродинамическая кар-
тина обтекания, находится распределение давления на поверхности тел.
После этого тела сдвигаются согласно уравнениям движения за малый
промежуток времени ∆t, картина течения перерасчитывается за данный
интервал времени. Находится новое распределение давления на поверх-
ности тел, итерационным методом прослеживается динамика системы на
больших временных интервалах.

Представленный метод был дополнен алгоритмом для моделирования
соударений между телами [6]. Считается, что соударение между телами
происходит, когда фрагменты подлетают близко друг к другу. В плоском
случае, когда тела имеют форму круговых цилиндров с радиусами Ri и
Rj, соударение моделируется при условии

√
(Xi −Xj)

2 + (Yi − Yj)
2 < Ri +Rj + C,

где (Xi, Yi) - координаты центра масс i-го тела; константа C подбирается
в зависимости от размера сеток тел, а также заданного максимально воз-
можного смещения тел за шаг времени ∆t. То есть, между телами всегда
присутствует тонкая воздушная прослойка. Моделирование типа удара
задается при помощи коэффициента восстановления удара k, значение
которого зависит от реальных свойств веществ соударяющихся тел [7].

Результаты

В работе [6] было показано, что конфигурация совместного полета двух
одинаковых тел, расположенных на прямой вдоль направления полета,
реализуется, однако оказывается неустойчивой к малым возмущениям.
В данной работе рассматривается полет системы из двух фрагментов
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разного размера и состава. Бралось лидирующее тело железного состава
с радиусом R = 0.027 м (и соответственно массой m = 1 кг); радиус
остающего тело задавался R0 = 0.02025 м при варьируемой плотности.
Изначально тела располагались близко друг к другу с расстояним между
центрами масс вдоль направления движения ∆X0/R = 3 и со смещением
отстающего тела в бок ∆Y0/R = 1 для имитации начального возмуще-
ния. Все расчеты проводились для полета со скоростью 2 км/с на высоте
10 км над поверхностью Земли.

Результаты расчетов показали, что реализуются три варианта поведе-
ния системы. Если плотность отстающего близка или больше лидирую-
щего, то тела расходятся в поперечном направлении. Если плотность от-
стающего тело мала, то данное тело будет постепенно отходить от лиди-
рующего. В промежуточном случае отстающее тело будет осуществлять
колебания около лидирующего. На рис.1 представлены характеристики
данных колебаний для малого тела с массой m0 = 0.4 кг.

а б

Рис. 1. Поперечные (а) и продольные (б ) колебания малого тела с радиусом
R0/R = 0.75 и массой m0/m = 0.4 в следе лидирующего тела при 1 – устано-
вившемся режиме течения; 2 – неустановившемся режиме течения

Устойчивость данных колебаний меняется в зависимости от харак-
теристик течения. При квазистационарном полете (линия 1) амплиту-
да данных колебаний носит расходящийся характер с выбросом при
t > 0.12 с отстающего тела в бок на ударную волну от лидирующего
тела. При нестационарном режиме (линия 2) малое тело удерживается в
следе.
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УДК 517.518

ОРТОНОРМИРОВАННЫЕ БАЗИСЫ ДВУМЕРНЫХ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ ИЗ

СДВИГОВ ОДНОГО ИЗ НИХ1

Т. П. Лукашенко (Москва, Россия)
email: lukashenko@mail.ru

В ряде пространств двумерных тригонометрических многочленов указаны кон-
струкции ортонормированных базисов из последовательных сдвигов одного мно-
гочлена. Также указывается способ построения ортоподобных систем (фреймов
Парсеваля) из последовательных сдвигов одного многочлена в более широком
классе пространств тригонометрических многочленов.

Ключевые слова: двумерные тригонометрические многочлены, сдвиги многочле-
нов, ортонормированные системы, фреймы Парсеваля.

THE ORTHONORMAL BASES OF TWO-DIMENSIONAL
TRIGONOMETRIC POLYNOMIALS OF CONSECUTIVE

SHIFTS OF ONE POLYNOMIAL1

T. P. Lukashenko ((Moscow, Russia)
email: lukashenko@mail.ru

In some spaces of two-dimensional trigonometric polinomials the orthonormal bases
of consecutive shifts of one polinomial are constructed. Method for constructing of
Parseval frames of consecutive shifts of a polinomial in wider classes of trigonometric
polinomials are proposed.

Keywords: two-dimensional trigonometric polinomials, shift of a polinomials,
orthonormal systems, Parseval frames.

Введение

В работах [1] и [2] в конечномерных пространствах одномерных тригоно-
метрических многочленов рассматривались ортонормированные базисы
из последовательных сдвигов одного многочлена. В пространствах Tn

тригонометрических многочленов степени не выше n

T n(x) =
a0
2
+

n∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx =
n∑

k=−n
cke

ikx

с действительными (или комплексными) коэффициентами ak, bk (соот-
ветственно, ck) такие базисы существуют и они были указаны.

Пространство Tn тригонометрических многочленов степени не выше
n имеет размерность 2n+1 как над полем R, так и над полем C, и один

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-
01-00584.

1The reported study was funded by RFBR, project number 20-01-00584.
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из ортонормированных базисов в нем образуют сдвиги нормированных
ядер Дирихле

√
2

(2n+ 1)π

(
1

2
+

n∑

k=1

cos k

(
x− 2rπ

2n+ 1

))
,

r = 0, 1, . . . , 2n.
В [1] и [2] привелены и другие примеры ортонормированных базисов в

пространствах Tn
0
, в [2] указан общий вид таких базисов. В данной работе

рассматриваются тригонометрические многочлены двух переменных и
базисы сдвигов в них.

1. Базисы сдвигов многочленов двух переменных

Рассмотрим пространство T
n,m
0,0 тригонометрических многочленов двух

переменных x, y степени не выше n по переменной x и степени не выше
m по переменной y

T n,m(x, y) =
n∑

k=−n

m∑

l=−m
ck,le

i(kx+ly)

с комплексными коэффициентами ck,l, причем в случае действительных
тригонометрических многочленов выполняются равенства ck,l = c−k,l =
ck,−l = c−k,−l (где черта сверху обозначает комплексное сопряжение).

Это пространство размерности (2n+1)(2m+1) как в случае действи-
тельных многочленов, так и в случае комплексных.

Укадем ортонормированные базисы в нем из последовательных сдви-
гов одного многочлена.

Пусть P (x) — одномерный тригонометрический многочлен. сдвиги
которого P (x+kα), k = 0, 1, . . . , 2n, образуют ортонормированный базис
в пространстве Tn переменной x.

Как известно, для любой 2π-периодической функции f и любого
α ∈ R

2π
ˆ

0

f(x) dx =

2π
ˆ

0

f(x+ α) dx.

Отсюда следует, что многочлен P (x+ (2n+ 1 + j)α) ортогонален всем
многочленам P (x+ (2n+ 1 + k)α) = P (x + kα), k = 0, . . . , j − 1, j +
1. . . . .2n, а значит, равен многочлену P (x + jα). Следовательно, число
(2n + 1)α кратно 2π. А тогда если целые числа k и l равны по модулю
(2n+ 1), то многочлены P (x+ kα) и P (x+ lα) равны.
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Пусть Q(y) — также одномерный тригонометрический многочлен,
сдвиги которого Q(y + lβ), l = 0, 1, . . . , 2m, образуют ортонормирован-
ный базис в пространстве Tm

0
переменной y.

Теорема. Система сдвигов
(
jα, j

2n+1β
)
, j = 0, 1, . . . , (2n + 1)(2m +

1)− 1, тригонометрического многочлена P (x)Q(y), то есть многочле-
ны

P (x+ jα)Q

(
y +

j

2n+ 1
β

)
,

j = 0, 1, . . . , (2n + 1)(2m + 1) − 1, образуют ортонормированный базис
в пространстве Tn,m (как в действительном, так и в комплексном
случае.

Доказательство. Так как размерность T
n,m
0,0 равна (2n+1)(2m+1),

то достаточно показать, что приведенные многочлены образуют орто-
нормированную систему. Если целые j и s не равны по модулю 2n+ 1,
то многочлены P (x + jα) и P (x + sα) ортогональны, а тогда ортого-
нальны многочлены P (x+ jα)Q

(
y + j

2n+1β
)

и P (x+ sα)Q
(
y + s

2n+1β
)
,

ведь по теореме Фубини
2π́

0

2π́

0

P (x+ jα) · Q
(
y + j

2n+1β
)
· P (x+ sα) ·

Q
(
y + s

2n+1β
)
dxdy =

2π́

0

P (x+ jα) · P (x+ sα) dx ·
2π́

0

Q
(
y + j

2n+1β
)
·

Q
(
y + s

2n+1β
)
dy = 0. А если j = s по модулю (2n + 1), то

многочлены Q
(
y + j

2n+1β
)

и Q
(
y + s

2n+1β
)

ортогональны и по той

же формуле ортогональны многочлены P (x+ jα)Q
(
y + j

2n+1β
)

и
P (x+ sα)Q

(
y + s

2n+1β
)
. Теорема доказана.

2. О фреймах Парсеваля

Аналогичные ортонормированные бащисы строятся в пространствах
T

m1,...,mn

0,...,0 тригонометрических многочленов n переменных x1, . . . , xn сте-
пени не выше mk по переменной xk, k = 1, . . . , n, как в действительном,
так и в комплексном случае,

Ортогональные проекции таких базисов на инвариантные относи-
тельно слвигов подпространства будут фреймами Парсеваля из последо-
вательных сдвигов одного тригонометрического многочлена. Разумеется,
такие системы могут содержать много больше элементов, чем размер-
ность подпространства. Для одномерных тригонометрических многочле-
нов вопрос существавания в данном подпространстве фрейма Парсеваля
из последовательных сдвигов одного многочлена в заданном количестве
был решен А. В. Фадеевой в [3].
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ДИСКРЕТНЫЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ И РИССОВСКИЕ
МАСШТАБИРУЮЩИЕ ФУНКЦИИ
С. Ф. Лукомский (Саратов, Россия)

LukomskiiSF@info.sgu.ru

Хорошо известны необходимые условия на маску масштабирубщей функции, при
которых система сдвигов будет ортонормированной или системой Рисса. Мы ука-
зываем класс масштабирующих функций, на котором эти условия становятся
необходимыми и достаточными.

Ключевые слова: локальные поля, масштабирующая функция, система Рисса,
деревья.

DISCRETE ORTHOGONAL AND RIESZ REFINABLE
FUNCTIONS

S. F. Lukomskii (Saratov, Russia)
LukomskiiSF@info.sgu.ru

The necessary conditions under which the shift system of a refinable function is
orthogonal or Riesz system are well known. We indicate the class of refinable functions
on which this condition is necessary and sufficient. Bibliography: 1 titles.

Keywords: local fields, refinable function, Riesz system, trees.

Введение

Если система сдвигов ϕ(x−̇h) есть ОНС в поле K положительной харак-
теристики , то [1] для п.в. χ ∈ K⊥

0

∑

a∈GF (ps)
|m0(χr

a

0)|2 = 1,

гдеGF (ps) – конечное поле порядка ps, K0– единичный шар в K, r0 ∈
K⊥

0 \K⊥
1 — функции Радемахера. Это условие не является достаточным.

Мы укажем класс масштабирующих функций, для которых это условие
является необходимым и достаточным.Мы рассмотрим аналогичную за-
дачу для масштабирующей функции Рисса и докажем что условие

0 < A ≤
∑

a∈GF (ps)
|m0(χr

a

0)|2 ≤ B <∞

будет необходимым и достаточным для Риссовости масштабирующей
функции на этом классе.
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1. Локальное поле положительной характеристики
и его характеры

Пусть K = F (s) локальное поле положительной характеристики p, эле-
ментами которого являются бесконечные последовательности
a = (. . . ,0n−1, an, an+1, . . . ), aj ∈ GF (ps) Будем рассматривать его как
линейное пространство над конечным полем GF (ps). Произведение λa
определяется покоординатно Если an 6= 0, то ‖a‖ = p−sn. Подгруппы

Kn = {a = (. . . ,0n−1, an, an+1, . . . ) : n ∈ N, aj ∈ GF (ps)}, n ∈ Z

образуют основную цепочку в K+. Пусть фиксированы элементы gn ∈
Kn \ Kn+1. Последовательность (gn)n∈Z является базисом в K. В даль-
нейшем будем считать, что gn = (. . . ,0n−1,1n,0n+1, . . . ), где 1n =
(1, 0, ..., 0). Оператор растяжения A определяем равенством A(a) =
A(∑n∈Z λngn) =

∑
n∈Z λngn−1. Пусть X - группа аддитивных характеров

поля K. Любой характер χ ∈ X можно записать в виде произведения

χ =
∏+∞

n=−∞ r
αn
n (αn = 0, p− 1), функций Радемахера rn(a) = e

2πi
p a

(l)
k ,

где n = ks + l, 0 ≤ l < s.. Если мы запишем характер χ в виде

χ =
∏

k∈Z r
a
(0)
k

ks+0r
a
(1)
k

ks+1 . . . r
a
(s−1)
k

ks+s−1 и обозначим rakk := r
a
(0)
k

ks+0r
a
(1)
k

ks+1 . . . r
a
(s−1)
k

ks+s−1,

где ak = (a
(0)
k , a

(1)
k , ..., a

(s−1)
k ) ∈ GF (ps) то мы можем записать характер

χ как произведение χ =
∏

k∈Z r
ak

k . Если ak,u ∈ GF (ps), то (rakk ,ugj) = 1
для любых k 6= j. Оператор растяжения в X определяется равенством
(χA, x) = (χ,Ax).

2. Масштабирующие функции Рисса в локальном
поле простой характеристики

Let K = F (s) be a local field of characteristic p. Denote

H0 = {a : a = a−1g−1+̇ . . . +̇a−νg−ν, ν ∈ N, a−j ∈ GF (ps)},
Пусть ϕ ∈ L2(K) масштабирующая функция, т.е. ϕ решение урав-

нения ϕ(x) =
∑

h∈H0
βhϕ(Ax−̇h), которое может быть записано в ча-

стотной форме ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA−1), где m0(χ) =
1
p

∑
h∈H0

βh(χA−1, h)
есть маска масштабирующего уравнения. Множество ступенчатых функ-
ций, постоянных на смежных классах по подгруппе KM с носителем
supp(ϕ) ⊂ K−N обозначим DKM

(K−N), M,N ∈ N. Аналогично,
DK⊥

−N
(KM

⊥) есть множество функций , постоянных на смежных классах

по подгруппе K⊥
−N с носителем supp(ϕ) ⊂ K⊥

M .
Определение. Пусть T — дерево, ориентированное к корню на мно-

жестве вершин GF (ps). Дерево T назовем N-валидным, если:
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(а) вершины дерева есть элементы ᾱ ∈ GF (ps);
(б) корень дерева T есть 0 = (0, 0, ..., 0);
(в) для любых j = 0, 1, ..., N − 1 множество Tj вершин j-го уровня

есть множество {0};
(г) любой путь (ᾱk ← ᾱk+1 ← · · · ← ᾱk+N−1) длины N − 1 присут-

ствует в дереве T ровно 1 раз.

По N -валидному дереву T построим граф Γ следующим образом.
Каждую вершину ᾱ−n уровня больше чем N − 1 соединим с вершиной
β̄−n+1 низшего уровня, для которой ᾱ−n+j = β̄−n+j, j = 1, N − 1. Полу-
чим граф, в котором путь ᾱ−n → ...→ ᾱ−n+N−1 присутствует несколько
раз, но не более N . Обозначим {α∗−n+N} совокупность вершин графа Γ,
следующих за ᾱ−n+N−1. Выбираем комплексные числа λᾱ−N ,ᾱ−N+1,...,ᾱ−1,ᾱ0

так, чтобы
(аλ0,0,...,0 = 1, (б)λᾱ−N ,ᾱ−N+1,...,ᾱ−1,ᾱ0

= 0 for ᾱ0 /∈ {ᾱ∗0},
(с)

∑
ᾱ0∈{ᾱ∗

0} |λᾱ−N ,ᾱ−N+1,...,ᾱ−1,ᾱ0
|2 > 0. Определяем маску m0 on K⊥

1 равен-
ствами

m0(K
⊥
−Nr

α−N

−N r
α−N+1

−N+1 ...r
α−1

−1 r
α0
0 ) = λᾱ−N ,ᾱ−N+1,...,ᾱ−1,ᾱ0

периодически продолжаем ее на X и определяем масштабирующую
функцию ϕ̂(χ) =

∏∞
k=0m0(χA−k). В этом случае скажем, что функ-

ция ϕ порождается деревом T . Множество функций, порожденных N -
валидными деревьями обозначим через Φ. Таким ообразом, ϕ ∈ Φ тогда
и только тогда, когда существует N -валидное дерево T , порождающее
ϕ.

Теорема 1. Пусть ϕ ∈ Φ и m0 соответствующая маска.
(а) система сдвигов ϕ(x−̇h)h∈H0

ортонормирована т. и т. т. когда
для любых ᾱ−N , ᾱ−N+1, . . . , ᾱ−1 ∈ GF (ps)

∑

α0∈GF (ps)
|m0(K

⊥
−Nr

α−N

−N ...r
α−1

−1 r
α0
0 )|2 = 1,

(б) система сдвигов ϕ(x−̇h)h∈H0
есть система Рисса т. и т. т.

когда существует A ≥ 1 такое, что для любых ᾱ−N , ᾱ−N+1, . . . , ᾱ−1 ∈
GF (ps)

1

A
≤

∑

α0∈GF (ps)
|m0(K

⊥
−Nr

α−N

−N ...r
α−1

−1 r
α0
0 )|2 ≤ A.
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Получены оценки скорости равномерного приближения функций из пространств
Соболева частичными суммами рядов Фурье по системе функций, ортогональной
по Соболеву и порожденной системой Уолша.

Ключевые слова: скалярное произведение типа Соболева, система Уолша, аппрок-
симативные свойства, пространство Соболева, ряд Фурье.

APPROXIMATION PROPERTIES OF FOURIER SERIES
IN A SOBOLEV ORTHOGONAL SYSTEM, GENERATED

BY WALSH SYSTEM1

M. G. Magomed-Kasumov (Makhachkala, Russia)
rasuldev@gmail.com

Uniform convergence rate estimation of Fourier series in a Sobolev orthogonal system,
generated by Walsh system, to functions from Sobolev spaces are obtained.

Keywords: Sobolev orthogonality, Walsh system, approximation properties, Sobolev
space, Fourier series.

Введение

Пусть Lp пространство измеримых на [0, 1] функций, таких что
´ 1

0 |f(x)|pdx < ∞. Через W r
Lp обозначим пространство заданных на от-

резке [0, 1] непрерывно дифференцируемых r− 1 раз функций f = f(x),
для которых f (r−1)(x) абсолютно непрерывна, а f (r) ∈ Lp. В пространстве
W r

L2 определим скалярное произведение соболевского типа

〈f, g〉 =
r−1∑

s=0

f (s)(0)g(s)(0) +

ˆ 1

0

f (r)(t)g(r)(t)dt, (1)

которое превращает W r
L2 в гильбертово пространство.

Обозначим через W = {wn(x)}∞n=0 систему функций Уолша в нумера-
ции Пэли [1, с. 10]. Введем в рассмотрение новую систему функций Wr,
r ≥ 1, порожденную системой функций Уолша W (x ∈ [0, 1]):

wr,k(x) =
xk

k!
, 0 ≤ k ≤ r − 1, (2)

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-31-00477 мол_а).
1The article is done with the financial support of RFFI (project № 18-31-00477).
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wr,k(x) =
1

(r − 1)!

ˆ x

0

(x− t)r−1wk−r(t)dt, k ≥ r. (3)

Отметим, что Wr ⊂ W r
L1 при любом r.

Метод построения систем функций, ортогональных относительно ска-
лярного произведения вида (1) и порожденных классическими ортого-
нальными системами с помощью формул вида (2), (3), был предложен
в работах И.И. Шарапудинова (см., например, [2]). На данный момент в
той или иной степени исследованы алгебраические, асимптотические и
аппроксимативные свойства соболевских систем, порожденных такими
классическими ортогональными системами, как система функций Ха-
ара [2] и Уолша [3], система полиномов Чебышева [4], Лежандра, Яко-
би [5], Лагерра [6], система полиномов Чебышева дискретной перемен-
ной [7], система полиномов Мейкснера [8, 9] и др.

Из общих результатов, полученных в [2], вытекает, что система функ-
ций Wr полна в W r

L2 и ортонормирована относительно скалярного про-
изведения (1). Поэтому для функций f ∈ W r

L2 можно рассматривать ряд
Фурье по этой системе. Частичные суммы порядка n этих рядов будем
обозначать через Sr,n(f, x):

Sr,n(f, x) =
n−1∑

k=0

cr,k(f)wr,k(x).

Можно показать, что частичная сумма Sr,n(f, x) представима следую-
щим образом:

Sr,n(f, x) =
r−1∑

k=0

f (k)(0)
xk

k!
+

n−1∑

k=r

cr,k(f)wr,k(x), n > r,

где cr,k =
´ 1

0 f
(r)(t)wk−r(t)dt.

В [2] было показано, что ряды Фурье по системам вида Wr в общем
случае равномерно сходятся к функциям из W r

L2. Нетрудно заметить,
что указанные ряды Фурье можно определить и для функций f ∈ W r

Lp,
p ≥ 1. В связи с этим возникают вопросы о сходимости (равномерной или
поточечной) рядов Фурье по системам вида Wr к функциям из прост-
ранств Соболева W r

Lp при различных p ≥ 1. Для некоторых конкретных
систем эти вопросы решены в некотором смысле окончательно. В част-
ности, в [3] доказана следующая теорема.

Теорема А. Для любой функции f ∈ W r
L1, r = 1, 2, . . ., ряд Фурье

этой функции по системе Wr равномерно на [0, 1] сходится к f .
Целью данной работы является исследование скорости сходимости

рядов Фурье по системе Wr к функциям f ∈ W r
L1.
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Основные результаты

Как известно, функции Уолша вполне естественным образом можно
определить на группе, элементами которой являются последовательно-
сти нулей и единиц, с операцией покоординатного сложения по модулю 2.
С помощью этой операции в теории рядов Уолша посредством специаль-
ных отображений вводится новое расстояние ρ∗(t, x) на отрезке [0, 1], об-
ладающее некоторыми преимуществами над стандартным расстоянием
ρ(t, x) = |t− x| [1, с. 20], и новый модуль непрерывности [1, с. 49]

∗
ω(δ, f) = sup

ρ∗(t,x)<δ
|f(t)− f(x)|, t, x ∈ [0, 1).

Теорема 1. Для f ∈ W r
L1 при n = 2k + i, 1 ≤ i ≤ 2k, r ≥ 1,

справедлива оценка

|f (ν)(x)− S
(ν)
r,r+n(f, x)| ≤

xr−ν

(r − ν)!

∗
w(

1

2k
, f (r))(2 +

1

2
Ln), 0 ≤ ν ≤ r − 1,

где Ln константы Лебега для системы Уолша.

Теорема 2. Для f ∈ W 1
L1 при n = 2k + i, 1 ≤ i ≤ 2k, имеет место

оценка

|f(x)− S1,1+n(f, x)| ≤
5

2
ω1(

1

2k
, f ′),

где ω1(δ, g) = sup0≤h≤δ
´ 1

0 |g(x+ h)− g(x)|dx.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ОТОБРАЖЕНИЙ
С S-УСРЕДНЕННОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ
А. Н. Малютина, А. В. Новик (Томск, Россия)

nmd@math.tsu.ru

В этой статье мы рассмотрим экстремальные свойства отображения с s-
усредненной характеристикой. Вариационный метод разработан и успешно при-
меняется в теории плоских квазиконформных отображений для решения экстре-
мальных задач. Мы применяем этот классический метод для решения экстре-
мальных задач в классе отображений с s-усредненной характеристикой.

Ключевые слова: пространственный, отображение, негомеоморфный, геометри-
ческий, усредненный, характеристика, искажение, модуль семейства кривых.

DIFFERENTIAL PROPERTIES OF MAPS
WITH S-AVERAGED CHARACTERISTIC
A. N. Malutina, A. V. Novik (Tomsk, Russia)

nmd@math.tsu.ru

In this article we will discuss the extremal properties of mappings with s-averaged
characteristic. The variational method is developed and successfully applied in the
theory of plane quasi-conformal maps for solving extreme problems. We apply this
classical method to solve extreme problems in the class of maps with s-averaged
characteristic.

Keywords: spatial, mapping, non-homomorphic, geometric, averaged, characteristic,
distortion, modulus of a family of curves.

Пусть D ⊂ Rn-область и f : D → Rn, f ∈ W 1
n,loc — отображение

области D, n ≥ 3. Обозначим так же как и в [1] якобиан (Jf)x = def ′(x),
а также характеристики:

— внутренняя дилатация отображения f в точке x KI(x, f) =
|J(x,f)|
ln(f,x) ,

где
l(x, f) = l(f ′(x)) = min|h|=1|f ′(x)h|; (1)

— внешняя дилатация отображения f в точке x KO(x, f) = Ln(f,x)
|J(x,f)| ,

где
L(x, f) = |f ′(x)| = max|h|=1|f ′(x)h|. (2)

При этом справедливы оценки (см., например, [1]) и неравенства, свя-
зывающие характеристики между собой

KI(x, f) ≤ Kn−1
O (x, f), (3)

KO(x, f) ≤ n
n
2λ(x, f) ≤ n

n
2KO(x, f) ≤ n

n
2Kn−1

I (x, f). (4)

Определение 1. [2] Отображение f : D → Rn обладает N (N−1)-
свойством (Лузина),если из условия ν(E) = 0 следует, что ν(f(E) = 0
(ν(f−1(E) = 0). Назовем гомеоморфизм f области D на область D′
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отображением класса W̃ 1
n,loc(D

′), если f ∈ W 1
n,loc(D), f−1 ∈ W 1

n,loc(D
′), и

обладает N и N−1-свойствами.
Перейдем теперь к определению отображения с s-усредненной харак-

теристикой.

Определение 2. Отображение f : D → Rn называется отобра-
жением с KO,S усредненной характеристикой (и принадлежит классу
KO,s(D,D

∗) (или K∗
O,s(D,D

∗)) , если f — непрерывное, открытое, изо-
лированное и

1 )f ∈ W 1
n,loc(D), f−1 ∈ W 1

n,loc(D
′);

2) существует постоянная KO,S ≥ 0, такая, что выполняется неравен-
ство KO,S(f) = (

´

DK
s
O(x, f)dσx)

1
s ≤ KO,S.

Аналогично определяются отображения с K∗
O,S, KI,S, K∗

I,S усреднен-
ной характеристикой [3].

Назовем локальный гомеоморфизм f : D → Rn отображением клас-
са W̃ 1

n,loc(D). Пусть f — отображение с s-усредненной характеристикой,

f ∈ W̃ 1
n,loc(D), U ⊂ D — нормальная область (т. е. f(∂U) = ∂f(U),x ∈ U ,

y ∈ f(U) \ f(Bf ∩ U),f−1(y) = {xj}. Тогда существуют Vj = U(xj, f, r)
— окрестности точек xj, такие, что fj = f |Vj — гомеоморфизм. Поэтому
можно рассматривать отображения hj : Bn(y, r)) → U , причем f ◦ hj
тождественное отображение. Если hj ∈ W 1

n,loc(B
n(y, r) и f — отображе-

ние с s-усредненной характеристикой, то по лемме 1 и [4] существует
такое r0, что hj = f−1j — квазиконформное в среднем отображение в
шаре Bn(y, r).

Если для любого x ∈ D существует U -окрестность точки x ∈ D такая,
что f |U ∈ W̃ 1

n(U).
Известно [1, 4], что если f ∈ W̃ 1

n,loc(D), то для любой точки x ∈
U существует число r0(x), такое что окрестность U(x, f, r) нормальна
при r ≤ r0(x). Обозначим через i(x, f) верхнюю грань числа прообразов
точек y′ ∈ Bn(y, r) в U(x, f, r) при r < r0(x). Если f ∈ W̃ 1

n,loc(D) то
i(x, f) не зависит от r. Число i(x, f) мы назовем кратностью ветвления
в точке .

Пусть V ⊂ U — нормальная область, y ∈ f(V ), {xk} = f−1(y) ∩ V .
Тогда функция i(y, f) = i(V, f) =

∑
k i(xk, f) постоянна в f(V ), если f ∈

W̃ 1
n,loc(D). Все указанные свойства K —квазиконформных отображений

можно найти в [5]. Множество Bf точек U , где f не является локальным
гомеоморфизмом, называется множеством точек ветвления f .

Для негомеоморфных отображений мы построили обратное отобра-
жение f−1i такое, что f ◦f−1i отображение и f, f−1i гомеоморфизмы. Пусть
f — отображение с s-усредненной характеристикой область V ⊂ U —
нормальна и f(V ) = V ∗ . Определим отображение gv : V ∗ → Rn сле-
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дующим образом: пусть y ∈ V ∗, f−1i (y) ∩ V = {xi}, тогда gv(y) =
1
m

∑
i i(xi, f)xi, где m =

∑
i(xi, f) = i(V, f).

Для построенного отображение gv(y) ∈ ACLn(v∗) докажем сначала
непрерывность отображения. Очевидно, что gv непрерывно на множестве
V ∗\f(Bf∩V ). Возьмем точку y ∈ f(Bf) и последовательность точек {yi},
обладающую следующими свойствами: lim

i→∞
yi = y и yi ∈ V ∗ \ f(Bf ∩ V ).

Пусть f−1i (y) = {xi},f−1i (yj) = {xkj} и Vi = U(xi, f, r) — непересе-
кающиеся нормальные окрестности точек xi. В каждой окрестности
Vi находится mi = i(xi, f) точек из множества {xkj} и очевидно, что

lim
j→∞

∑
k,xki ∈Vi x

k
j = mixi. Поэтому lim

j→∞
1
m

m∑
k=1

xkj = 1
m

∑
i(xi, f)xi. Так как

f(Bf) нигде не плотно, то отсюда следует, что gv непрерывно.
Перейдем к доказательству абсолютной непрерывности gv . В даль-

нейшем мы будем всюду писать В вместо Bf . Пусть I∗ ⊂ V ∗-отрезок,
параллельный одной из осей координат. Мы можем считать отрезок I∗

разрешимым и рассмотрим семейство кривых {γi}, 1 ≤ i ≤ m , такое,
что f ◦ γi = I∗ для всех i = 1, . . . ,m, γi ∩ γj ⊂ B и f−1i (I∗) = ∪mi=1γi. По
лемме 7.10 из [9] для почти всех таких отрезков I∗ кривые γi : I∗ → Rn

абсолютно непрерывны. Так как в каждой точке x ∈ f−1i (I∗) пересе-
каются ровно в i(x,f) кривых γi , то gv|I∗ = 1

m

∑
γi и, следовательно,

gv ∈ ACL(V ∗).
Пусть теперь y ∈ V ∗ \ f(B ∩ V ) и f−1i (y) = {xi}. Существуют

окрестности Vi = U(xi, f, r) точек xi такие, что f |Vi — гомеоморфизм.
Поэтому можно рассмотреть отображения f−1i : Bn(y, r) → V , причем
f ◦ f−1i — тождественное отображение. Покажем, что отображения f−1i
- то же отображения с s-усредненной характеристикой. В самом деле
f−1i ∈ W 1

n,loc(D \Bf). Откуда следует, что

ˆ

v∗\f(Bf∩V )

|∂fi,j
∂yk

|ndσy ≤
ˆ

v∗\f(Bf∩V )

Ks
O(y, f

−1
i )|J(y, f−1i )|dσy ≤

≤
ˆ

v∗\f(Bf∩V )

K
s\(n−1)
O (y, f−1i )|J(y, f−1i )|dσy ≤

≤
ˆ

v∗\f(Bf∩V )

Ks
I (y, f

−1
i )|J(y, f−1i )|dσy ≤ ∞.

Итак мы доказали что, отображение f−1i есть отображение с s-
усредненной характеристикой, принадлежит классу f−1i ∈ W 1

n,loc(D\Bf).
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Кроме того, поскольку ACLn -гомеоморфизмы обладают N и N−1-
свойством (см. определение1) или [2], то f и f−1i невырожденно диф-
ференцируемы в своих областях задания [1, 4] и поэтому Ki(y, f

−1
i ) =

KO(x, f) для почти всех y = f(x). Производя во втором интеграле заме-
ну переменных [7], получим

ˆ

V

Ks′

O(x, f)dσx ≤
ˆ

V ∗\f(Bf∩V )

Ks
I (y, f)|J(y, f−1i )|dσy <∞

.
Определение 3. Отображение f : D → D∗ в некотором классе

f ∈ K(D,D∗) ⊂ KO,s(D,D
∗) (или K∗

O,s(D,D
∗)) называется экстремаль-

ным в классе K(D,D∗), если KO,s(f) ≤ KO,s(g) (или K∗
O,s(f) ≤ K∗

O,s(g))
для всех отображений характеристики KO,s(x, g) от отображения g ∈
K(D,D∗).

Теорема 1 [2]. Пусть теперь s ≤ 2
n−2 и отображение c s-

усредненной характеристикой f : D → D∗ есть экстремальное отоб-
ражение в классе KI,s(D,D

∗). Тогда f ∈ W 2
2 (D

′) для любой подобласти
D′ такой, что J(x, f) > 0 на замыкании D̄′ и D̄′ ⊂ D.
Доказательство теоремы следует из теоремы 2 и [8, x II, лемма 4.6].
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In the present paper , we study inverse problem of scattering theory for Sturm-
Liouville operator on the half-axis [0,∞) with spectral paramater in the boundary
condition for second order of differantial equation .We define the kernel function and
determine the scattering data uniquely .

Keywords: Sturm –Liouville operator, scattering function, scattering data, Gelfand-
Levitan-Marchenko main equation..

Introduction

We consider inverse problem of scattering theory for the Sturm– Liouville
equation

−y′′ + q(x)y = λ2y, (1)

on the semi-axis [0,∞) containing a spectral parameter in the boundary
condition

y′(0) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)y(0) = 0. (2)

Here λ is a spectral parameter, αi (i = 0, 1, 2.) are real numbers that satisfy
certain conditions. q(x) is a real valued function satisfying the condition

∞̂

0

(1 + x) |q(x)| dx <∞. (3)

It is well known (see [1]) that for all λ from the half-line Eq. (1) has the
solution

e(x, λ) = eiλx +

∞̂

x

K(x, t)eiλtdt. (4)

The kernel K(x, t) satisfies the inequality

K(x, t) ≤ 1

2
σ(
x+ t

2
) exp

{
σ1(x)− σ1(

x+ t

2
)

}
. (5)

The inverse problem of scattering data without any spectral parameter
in boundary condition was solved in [1, 2]. The many spectral properties of
the boundary value problems were investigated with different methods by
the many authors in [1–7].
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In this work we prove the uniqueness of the solution of the inverse problem
of scattering theory on the half line for the boundary — value problem (1)–(2)
by using defined the sacttering data of the problem and its properties.

With the above preliminaries provided, we have the following lemmas and
theorems.

Lemma 1. For all λ 6= 0, the identity is valid

2iλw(x, λ)

E(λ)
= e(x,−λ)− S(λ)e(x, λ), (6)

where

S(λ) =
E1(λ)

E(λ)
, (7)

E(λ) = e′(0, λ) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)e(0, λ),

E1(λ) = e′(0,−λ) + (α0 + α1λ+ α2λ
2)e(0,−λ)

and

|S(λ)| = 1.

The scattering function S(λ) is meromorphic in half plane Imλ > 0,
with poles at the zeros of the function E(λ) . Moreover, the function E(λ)
is analytic in upper half plane. The function E(λ) may have only a finite
number of zeros in the half plane Imλ > 0.

We shall obtain the main equation that contributes to construct the
potential q(x) in the Eq. (1). To obtain the main equation, we substituting
the relation (4) into the relation (6). Thus, the following results are valid:

Theorem 1. For each fixed 6= 0 the kernel K(x, t) satisfies the following
equation:

F (x+ y) +K(x+ y) +

∞̂

x

K(x, t)F (t+ y)dt = 0, x < y <∞, (8)

Proof. From [3, Theorem 3.1.] it is clear that the main equation can be
constructed.

Thus, we have the following theorem.
Theorem 2. For each x ≥ 0, the kernel (K(x, t)) to the solution (4)

satisfy the main equation (8).
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Uniqueness

Lemma 2. Assume that the function fx(t) is summable on the half line for
t ≥ x

fx(t) +

∞̂

x

fx(u)F (u+ t)du = 0, (9)

and there is a solution for fx(t) ≡ 0, t ≥ x.
Proof. It can be easily seen from [3, Lemma 4.1], the function fx(t) be

solution of the integral equation, where K(x, t) satisfies the equation (8).
Then, the homogeneous equation (9) has only trival solution i.e. fx(t) ≡ 0
for t ≥ x.

Theorem 3. The scattering data of the boundary value problem (1)− (3)
determine uniquely.

Proof. Given scattering function S(λ) for λ 6= 0 and the scattering data
can be determined according to Eq. (8). By virtue of the function F (x), the
main equation is constructed and it sufficies to find only scattering data of
the boundary value problem (1)–(3). Given the scattering data, we can use
formulas as follows:

Fs(x) =
1

2π

∞̂

x

[1− S(λ)]eiλxdλ,

F (x) =
n∑

j=1

fj(x) + Fs(x),

and
pj(x) = e−iλjxfj(x), j = 1, 2, ..., n.

By Lemma 2, the main equation has a unique solution. Futhermore, we find
the function K(x, t). It follows from, appliying (5) we have

q(x) = −2 d
dx
K(x, x). (10)

Thus, the potential q(x) can uniquely be found from (10).The theorem is
proved.
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В данной работе описано поведение квазинормы производных произведения
Бляшке в пространстве Лебега Lp на прямой. Результаты получены для всех
значений параметра 0 < p < +∞. Ранее автором были изучены аналогичные
вопросы для окружности.

Ключевые слова: произведения Бляшке, неравенства типа Бернштейна, рацио-
нальные функции.

DERIVATIVES OF BLASCHKE PRODUCTS
ON THE STRAIGHT LINE

T. S. Mardvilko (Minsk, Belarus)
mardvilko@mail.ru

This paper describes the behavior of the seminorm for the derivatives of Blaschke
products in the Lebesgue space Lp on a straight line. The results were obtained for
all values of the parameter 0 < p < +∞. The similar results for the circle were
obtained by the author earlier.

Keywords: Blaschke product, Bernstein type inequality, rational functions.

Введение

Ранее автором были получены экстремальные оценки квазинормы произ-
водных произведений Бляшке для круга [1,2]. В данном работе рассмот-
рены аналогичные задачи для прямой. Интересным является тот факт,
что поведение квазинормы производных произведения Бляшке для кру-
га в общем случае, отличается от поведения аналогичной квазинормы
для прямой.

Через Lp, 0 < p <∞, будем обозначать пространство Лебега измери-
мых комплексных функций на R с конечной квазинормой (нормой при
1 ≤ p <∞)

‖f‖Lp
=



ˆ

R

|f(x)| dx




1/p

, 0 < p <∞.

Обозначим bn произведение Бляшке порядка n с нулями в точках
a1, a2, . . . , an, лежащих в верхней полуплоскости Π = {z : Im z > 0}

bn(z) =
n∏

k=1

z − ak
z − āk

.
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Введем также обозначение

λ(α) =
2α−1√
π
· Γ(α2 )

Γ(α2 +
1
2)
, α > 0,

где Γ — гамма-функция Эйлера.

Основные результаты

Теорема 1. Пусть n, s ∈ N. Тогда

‖b(s)n ‖Lp
= +∞ при 0 < p ≤ 1

s+ 1
,

‖b(s)n ‖Lp
< +∞ при

1

s+ 1
< p < +∞

при любых значениях a1, a2, . . . , an.

Теорема 2. Пусть n ∈ N и s ∈ N \ {1}. Тогда

sup
a1,a2,...,an

‖b(s)n ‖L1/s
= s!λs(1/s)ns.

Теорема 3. Пусть n, s ∈ N и 1
s+1 < p < +∞, p 6= 1

s . Тогда

sup
a1,a2,...,an

‖b(s)n ‖Lp
= +∞.

Теорема 4. Пусть n ∈ N и s ∈ N \ {1}. Тогда

inf
a1,a2,...,an

‖b(s)n ‖L1/s
>
πs(s− 1)((s− 2)!)s

16s(s!)s−1
ns.

Теорема 5. Пусть n, s ∈ N и 1
s+1 < p < +∞, p 6= 1

s . Тогда

inf
a1,a2,...,an

‖b(s)n ‖Lp
= 0.

Подробнее с приведенными результатами можно ознакомиться в ра-
ботах [3, 4].

Заключение

Задача об исследовании поведения квазинормы производных произведе-
ния Бляшке возникла в результате исследования постоянной в неравен-
стве типа Бернштейна для высших производных рациональных функ-
ций, полученном А.А. Пекарским [5]. Упомянутое неравенство типа
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Бернштейна в свою очередь применяется для получения обратных тео-
рем рациональной аппроксимации [6].
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щий весовое пространство измеримых функций на соответствующее пространс-
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Пусть Ep(G) — класс Смирнова в области G.
Обозначим через Lp(G) — класс измеримых по Лебегу в области G

функций, для которых

‖f‖pLp(G) =

ˆ

G

|f(z)|p dm2(z) < +∞; 0 < p < +∞,

где dm2(z) — плоская мера Лебега.
Из классической теоремы М. Рисса известно, что интеграл типа Ко-

ши по границе ∂G отображает пространство Lp(G) на Ep(G) при всех
1 < p ≤ +∞. В то же время, исходя из результатов А. Н. Колмого-
рова, такой интегральный оператор не отображает пространство L1(G)
на E1(G) даже в том случае, когда ∂G представляет собой единичную
окружность. Дж. Ньюмен показал, что такого интегрального операто-
ра вообще не существует. Однако, в пространствах Бергмана существу-
ет ограниченный проектор по плоской мере Лебега из L1(G) на соот-
ветствующее пространство Бергмана. Эти результаты были получены
Ф. А. Шамояном в случае гладких контуров при всех 0 < p ≤ 1. А при
1 < p ≤ +∞ такие результаты можно вывести из результатов М. Рисса.
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Возможности распространения данных результатов на области с бо-
лее общими границами рассматривались в работах отечественных и за-
рубежных авторов (см., подробно, [1] и литературу там).

Напомним, что класс (A) есть класс асимптотически конформных
кривых Γ на комплексной плоскости, если справедливо

µ(δ) = sup

w1, w2 ∈ ∂G
|w1 − w2| ≤ δ

sup
w∈Γ′

( |w1 − w|+ |w2 − w|
|w2 − w1|

− 1

)
→ 0, δ → 0,

где Γ′ – кратчайшая дуга на границе Γ = ∂G, соединяющая точки w1, w2

(см. [2]). Свойства областей с асимптотически конформными границами,
применяемые при доказательстве полученных результатов, изучались, в
частности, в работах автора [3], [4].

Пространства функций на произведениях областей рассматривались,
например, в работе [5].

Пусть Gj — некоторая односвязная область на комплексной плоско-
сти, граница которой принадлежит классу (A) . Рассмотрим {Gj}mj=1 —

множество таких областей и G̃ = G1 × ...×Gm.
Обозначим Lp~β(G̃) — множество измеримых в G̃ функций таких, что

‖f‖Lp
~β
(G̃) =

ˆ

G̃

|f(w)|p d~β(w, ∂G)dm2m(w) =

=

ˆ

G1

...

ˆ

Gm

|f(w1, ..., wm)|p
m∏

j=1

dβj(wj, ∂Gj)dm2(wj) < +∞,

где 0 < p < +∞, ~β = (β1, ..., βm), βj > −1, j = 1,m; dm2m = dm2...dm2 —
мера Лебега на G̃. Пусть также Ap

~β
(G̃) = H(G̃) ∩ Lp~β(G̃).

В работе [1] доказан результат, касающийся существования ограни-
ченного проектора из Lp-весовых пространств в соответствующие про-
старнства аналитических функций. В качестве дальнейшего распростра-
нения данного результата нами доказана следующая теорема:

Теорема. Пусть {Gj}mj=1 — некоторое множество односвязных об-

ластей на комплексной плоскости с границами класса (A), G̃ = G1 ×
...×Gm.

Пусть также {ϕj}mj=1 — множество функций, конформно отобра-

жающих единичный круг S на Gj, ϕj(0) = wj
0, w

j
0 ∈ Gj, ϕ

′
j(0) > 0,

ψj = ϕ−1j , j = 1,m.
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Тогда интегральный оператор вида

P~η(f)(~w)
def
= F (~w) =

n∏

j=1

ηj + 1

π

ˆ

G1

...

ˆ

Gm

f(µ1, ..., µn)×

×
m∏

j=1

(
1− |ψj(µj)|2

)ηj ∣∣ψ′j(µj)
∣∣2

(
1− ψj(µj)ψj(wj)

)ηj+2 dm2(µ1)...dm2(µn)

непрерывно отображает Lp~β(G̃) на Ap
~β
(G̃), 1 < p < +∞, βj > −1,

j = 1,m, при всех η > η0, η0 = η0(~β), j = 1,m; и существует та-

кая положительная постоянная c = c(~β, p) что справедлива оценка

‖F‖Ap
~β
(G̃) ≤ c ‖f‖Lp

~β
(G̃) .
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В статье рассматривается интегральный оператор, ядро которого имеет разрывы
первого рода на линиях t = x и t = 1 − x. Получен аналог теоремы Жордана –
Дирихле о сходимости разложений по собственным и присоединенным функциям
рассматриваемого оператора.

Ключевые слова: теорема Жордана – Дирихле, резольвента, собственные функ-
ции, инволюция.

AN ANALOGUE OF THE JORDAN – DIRICHLET THEOREM
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E. V. Nazarova (Moscow, Russia)
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In the paper, the integral operator with kernel having discontinuites of the first kind
at the lines t = x and t = 1 − x is studied. An analogue of the Jordan –Dirichlet
theorem on the convergence of expansions in eigen and associated functions of this
operator is obtained.

Keywords: Jordan –Dirichlet theorem, resolvent, eigenfunctions, involution.

Рассматривается интегральный оператор вида

Af =

1−x
ˆ

0

A(1− x, t)f(t) dt+ α

x
ˆ

0

A(x, t)f(t) dt, x ∈ [0, 1], (1)

где α = const, α2 6= 1. На ядро A(x, t) наложены следующие ограниче-

ния: A(x, x) = 1, ∂A(x,t)
∂x

∣∣∣
t=x

= 0.

Для разложений по собственным и присоединенным функциям дан-
ного оператора устанавливается аналог теоремы Жордана – Дирихле из
теории тригонометрических рядов Фурье (см. [1, с. 121–122]).

Интегральный оператор (1) является представителем класса операто-
ров, допускающих разрывы первого рода ядра на линиях t = x и t = 1−x,
а именно частным случаем оператора, исследуемого в работе [2]. В [3]
получена теорема равносходимости разложений произвольной интегри-
руемой функции по собственным и присоединенным функциям рассмат-
риваемого оператора и разложений линейной комбинации функций f(x)
и f(1− x) по обычной тригонометрической системе.
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Основной результат (аналог теоремы Жордана – Дирихле)
Теорема. Пусть ядро оператора A непрерывно дифференцируемо

один раз по x и один раз по t при 0 ≤ t ≤ x ≤ 1, выполняются условия:

1) ∂A(x,t)
∂x

∣∣∣
t=x

= 0;

2) A(x, x) ≡ 1;
3) α2 − 1 6= 0.
Тогда для любой функции f(x) ∈ ∆A, где ∆A — замыкание по норме

C[0, 1] области значений оператора A и f(x) ∈ V [0, 1], имеет место
соотношение

lim
r→∞

max
0≤x≤1

∣∣∣∣∣f(x) +
1

2πi

ˆ

|λ|=r

Rλf dλ

∣∣∣∣∣ = 0,

где Rλ = (E − λA)−1A — резольвента Фредгольма оператора A, а r
таково, что {λ ∈ C : |λ| = r, 0 ≤ arg λ ≤ 2π} ∈ Sδ0. Здесь Sδ0 —
область, получающаяся после удаления из λ-плоскости нулей некторой
функции вместе с их δ0-окрестностями.
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В настоящей заметке получены дескриптивные, то есть описывающие свойства
неопределённых интегралов, необходимые и достаточные условия характеризу-
ющие абсолютно интегрируемые по Биркгофу и интегрируемые по Мак-Шейну
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Birkhoff, McShane, Henstock, and Pettis integrals.

Хорошо известно, что для действительнозначных функций интеграл
Мак-Шейна есть абсолютный интеграл, эквивалентный интегралу Ле-
бега, в то время как интеграл Хенстока, естественным образом расши-
ряющий интеграл Мак-Шейна в смысле риманового определения, явля-
ется неабсолютным и эквивалентен узкому интегралу Данжуа. С де-
скриптивной точки зрения неопределённые интегралы абсолютно инте-
грируемых функций являются функциями ограниченной вариации, что
полностью характеризует их внутри класса неопределённых интегралов
Хенстока [1]. Важно отметить, что доказательство данного факта суще-
ственно опирается на лемму Сакса–Хенстока в сильной форме, которая
уже не верна для любого бесконечномерного пространства значений.

Аналогами интеграла Лебега для векторнозначных функций явля-
ются интегралы Биркгофа и Мак-Шейна, базирующиеся на римановых
суммах, а также, наиболее широкий из классических векторнозначных
обобщений интеграла Лебега, интеграл Петтиса, в основе определения
которого лежит барицентрическая формула. Оказывается, что эти три
понятия интеграла эквивалентны в классе измеримых по Бохнеру функ-
ций, но существенно расходятся для скалярно измеримых функций с
несепарабельной областью значений. Понятие измеримости по Риману
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естественным образом возникает при изучении векторнозначных обоб-
щений интеграла Римана [2]. Все измеримые по Бохнеру функции изме-
римы по Риману, однако измеримые по Риману функции могут иметь
несепарабельную область значений. Тем не менее, интегралы Биркгофа,
Мак-Шейна и Петтиса оказываются эквивалентны в классе функций из-
меримых по Риману [2], [3].

Пусть X — действительное банахово пространство и [a, b] есть фикси-
рованный невырожденный отрезок действительной оси. На протяжении
всей работы I и E будут обозначать произвольный невырожденный подо-
трезок и произвольное измеримое по Лебегу подмножество отрезка [a, b]
соответственно. Если F : [a, b] → X , то ∆F (I) обозначает приращение
F на I . Положительная функция на E будет называться масштабом на
множестве E. Наконец, µ обозначает меру Лебега на действительной оси.

Если (T,T )— топологическое пространство, то dens(T,T ) обознача-
ет наименьший кардинал, для которого в (T,T ) существует плотное
множество такой мощности. Кардинал κ(µ) определяется наименьший
кардинал κ такой, что существует объединение κ множеств нулевой ме-
ры Лебега, имеющее положительную внешнюю меру Лебега.

Частичное разбиение Мак-Шейна отрезка [a, b] есть конечный набор
{(Ik, tk)}Kk=1 пар отрезок-точка такой, что отрезки {Ik}Kk=1 попарно не
перекрываются и tk ∈ [a, b] для каждого k. Частичное разбиение Мак-
Шейна отрезка [a, b] называется частичным разбиением Хенстока от-
резка [a, b] если tk ∈ Ik для всех k. Частичное разбиение Мак-Шейна
(Хенстока) отрезка [a, b] называется разбиением Мак-Шейна (Хенсто-
ка) отрезка [a, b] если его отрезки покрывают отрезок [a, b].

Определение 1. Функция f : [a, b]→ X называется интегрируемой
по Мак-Шейну (Хенстоку) на [a, b], с интегралом Мак-Шейна (Хенсто-
ка) w ∈ X , если для каждого ε > 0 найдется масштаб δ на [a, b] такой,
что неравенство ∥∥∥∥

K∑

k=1

f(tk)µ(Ik)− w

∥∥∥∥ < ε

выполняется для всякого разбиения Мак-Шейна (Хенстока) {(Ik, tk)}Kk=1

отрезка [a, b] с условием Ik ⊂ (tk − δ(tk), tk + δ(tk)) для всех k.

Определение 2. Функция f : [a, b] → X M -интегрируема (H -
интегрируема) на [a, b] если она интегрируема по Мак-Шейну (Хенсто-
ку) на [a, b] и каждому ε > 0 в определении интеграла Мак-Шейна (Хен-
стока) функции f по [a, b] соответствует измеримый масштаб δ. Функция
f M -интегрируема (H -интегрируема) на множестве E если функция
f · χE, где χE обозначает характеристическую функцию множества E,
M -интегрируема (H -интегрируема) на [a, b].
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Разбиением Биркгофа множества E называется не более чем счётный
набор Π = {Ek} попарно не пресекающихся множеств покрывающих E.
Пусть Γ и Π суть два разбиения Биркгофа множества E. Разбиение Γ
измельчает разбиение Π если каждое множество из Γ является подмно-
жеством некоторого множества из Π.

Определение 3. Функция f : E → X называется (абсолютно) ин-
тегрируемой по Биркгофу на E, c (абсолютным) интегралом Биркгофа
w ∈ X , если для каждого ε > 0 найдется разбиение Биркгофа Π множе-
ства E такое, что для каждого разбиения Биркгофа Γ = {Ek}, измель-
чающего Π, для всех tk ∈ Ek ряд

∑
k

f(tk)µ(Ek) безусловно (абсолютно)

сходится и выполняется неравенство
∥∥∥∥
∑

k

f(tk)µ(Ek)− w

∥∥∥∥ < ε.

В работе [4] показано, что интеграл Биркгофа эквивалентен M -
интегралу.

Определение 4. Функция f : E → X называется измеримой по
Риману на E если для каждого ε > 0 найдутся замкнутое множество
F ⊂ E, удовлетворяющее условию µ(E \F ) < ε, и положительное число
δ такие, что неравенство

∥∥∥∥
K∑

k=1

{f(tk)− f(t′k)} · µ(Ik)
∥∥∥∥ < ε

выполняется для всякого конечного набора {Ik}Kk=1 попарно неперекры-
вающихся отрезков с условием max

1≤k≤K
µ(Ik) < δ и для всех tk, t′k ∈ Ik ∩ F .

Все H -интегрируемые функции обязательно измеримы по Риману,
более того, интеграл Мак-Шейна (Хенстока) оказывается эквивалентен
M -интегралу (H -интегралу) для измеримых по Риману функций [2].

Определение 5. F : [a, b]→ X есть sV B функция на [a, b] если

sV(F, [a, b]) = sup
K∑

k=1

‖∆F (Ik)‖ <∞,

где супремум берется по всем наборам попарно неперекрывающихся от-
резков {Ik}Kk=1.

Определение 6. F : [a, b]→ X есть AC∗ (AC∗δ ) функция на E если
для каждого ε > 0 существует η > 0 (η > 0 и измеримый масштаб δ на
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E) такое, что
∥∥∥∥

K∑

k=1

∆F (Ik)

∥∥∥∥ < ε

выполняется для каждого конечного набора попарно неперекрывающих-
ся отрезков {Ik}Kk=1 (частичного разбиения Хенстока {(Ik, tk)}Kk=1 отрезка
[a, b]) с условием ∂Ik ∩ E 6= ∅ (tk ∈ ∂Ik ∩ E, Ik ⊂ (tk − δ(tk), tk + δ(tk)))

для всех k и
K∑
k=1

µ(Ik) < η.

Теорема 1. Если f : [a, b]→ X абсолютно интегрируема по Биркго-
фу на [a, b], то неопределённый интеграл функции f есть sV B функция
на [a, b] и

sV

( ·
ˆ

a

f, [a, b]

)
≤

ˆ

[a,b]

‖f‖ <∞.

Теорема 2. Функция f : E → X абсолютно интегрируема по Бирк-
гофу на E тогда и только тогда, когда f измерима по Риману на E и
´

E

‖f‖ <∞.

Теорема 3. Функция f : [a, b]→ X M -интегрируема на [a, b] тогда
и только тогда, когда f H -интегрируема на [a, b] и неопределённый
интеграл функции f есть AC∗ функция на [a, b].

Теорема 4. Функция f : E → X M -интегрируема на E тогда и
только тогда, когда f измерима по Риману и интегрируема по Пет-
тису на E.

Следствие 1. Если функция f : [a, b]→ X H -интегрируема на [a, b]
и неопределённый интеграл функции f есть sV B функция на [a, b], то
f M -интегрируема на [a, b]. Если дополнительно dens(BX∗, w∗) < κ(µ),
то f абсолютно интегрируема по Биркгофу на [a, b].

Теорема 5. Пусть функция f : [a, b]→ X H -интегрируема на [a, b]
и F : [a, b] → X есть её неопределённый интеграл. Если F есть AC∗
функция на E, то f M -интегрируема на E.

Теорема 6. Пусть функция f : [a, b] → X H -интегрируема на
[a, b] и F : [a, b] → X есть её неопределённый интеграл. Если f M -
интегрируема на E, то F есть AC∗δ функция на E.
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ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ВЕЙЕРШТРАССА
И АППРОКСИМАЦИИ ПАДЕ–ЭРМИТА1

С. Р. Насыров (Казань, Россия)
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В теории диагональных аппроксимаций Паде–Эрмита важную роль играет при-
ближение многозначных аналитических функций с конечным числом особых то-
чек и нахождение максимальных областей их сходимости. Эти области связа-
ны с так называемым разложением Наттолла компактных римановых поверхно-
стей, индуцированным некоторым абелевым интегралом. А. И. Аптекаревым и
Д. Н. Туляковым была рассмотрена задача о разложении Наттолла трехлистного
комплексного тора с тремя точками ветвления, которые образуют треугольник,
близкий к правильному. С использованием эллиптических функций Вейерштрас-
са мы исследуем ситуацию в случае произвольного расположения точек.

Ключевые слова: диагональные аппроксимации Паде–Эрмита, компактная ри-
манова поверхность, разложение Наттолла, квадратичный дифференциал, ком-
плексный тор.

WEIERSTRASS ELLIPTIC FUNCTIONS
AND PADE-HERMITE APPROXIMATIONS1

S. R. Nasyrov (Kazan, Russia)
semen.nasyrov@yandex.ru

In the theory of diagonal Pade–Hermite approximations, approximation of
multivalued analytic functions with a finite number of singularities plays an important
role as long as finding of maximal domains of their convergence. The domains are
connected with the so-called Nuttall decomposition of compact Riemann surfaces
induced by some Abelian differential. A. I. Aptekarev and D. N. Tulyakov investigated
the problem on the Nuttall decomposition for a complex torus with three branch-
points, when the points form a triangle close to a regular one. With the help of the
Weierstrass elliptic functions, we study the problem for the case of arbitrary location
of the branch-points.

Keywords: diagonal Pade–Hermite approximations, compact Riemann surface, Nuttall
decomposition, quadratic differential, complex torus.

Введение

Сначала напомним определение диагональных аппроксимаций Эрмита–
Паде II. Пусть функции fj, 1 ≤ j ≤ m, голоморфны в окрестности ∞.
Их аппроксимациями Эрмита–Паде типа II называются рациональные
функции Qnj(τ)/Pn(τ), 1 ≤ j ≤ m, такие, что

Pn(τ)fj(τ)−Qnj(τ) = O(τ−(n+1)), τ →∞, 1 ≤ j ≤ m,

и degPn ≤ mn.
Представляет интерес случай, когда функции fj могут быть продол-

жены аналитически из бесконечности по любому пути на плоскости, ле-
жащему вне некоторого компакта E . Актуальным является определение

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и правительства Республики Татарстан
(проект № 18-41-160003).

1The article is done with the financial support of the RFBR and the Government of the Republic of
Tatarstan (project No 18-41-160003).
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максимальных областей сходимости указанных аппроксимантов к задан-
ной функции.

В случае одной функции эта проблема была исследована Шта-
лем [1, 2], который установил, что такая область является внешностью
некоторого компакта, который ограничен ортогональными критически-
ми траекториями квадратичного дифференциала, связанного с функци-
ей Грина внешности этого компакта.

В случае m ≥ 1 вопрос остается открытым даже в случае, когда мно-
жество E конечно. Наттолл [3] предположил, что асимптотика аппрокси-
маций Паде–Эрмита связана с (m + 1)-листной компактной римановой
поверхностью S, накрывающей сферу Римана, точки ветвления которой
лежат над множеством E . Обозначим через p проектирующее отображе-
ние, p : S → C. Рассмотрим абелев интеграл G на S, который регулярен
в любой точке S, кроме точек P0, P1, . . . , Pm, лежащих над бесконечно
удаленной точкой. В точках Pj этот интеграл G имеет асимптотику

G(τ) ∼
{
m ln τ, τ → P0,

− ln τ, τ → Pj, 1 ≤ j ≤ m.
(1)

Кроме того, все периоды G чисто мнимые. Для каждого τ ∈ C \ E су-
ществует ровно (m + 1) точка поверхности S, лежащая над ней. Обо-
значим эти точки через τ (0), τ (1), . . . , τ (m). Введем также обозначения
gj(τ) := g(τ (j)). Понятно, что нумерацию точек τ (0), τ (1), . . . , τ (m) можно
выбрать так, чтобы g0(τ) ≥ g1(τ) ≥ . . . ≥ gm(τ), τ ∈ C \ E . Заметим,
что в точках, где значения некоторых из gj совпадают, такая нумерация
определена неоднозначно. Рассмотрим множество точек τ на плоскости,
в которых значения gj(τ) попарно различны. Тогда для таких τ имеем
g0(τ) > g1(τ) > . . . > gm(τ).

Рассмотрим множества

Sj := {P ∈ S : P = τ (j) для точки τ = p(P )}.
Множество Sj назовем j-м листом поверхности S. Отметим, что S полу-
чается из листов Sj, 0 ≤ j ≤ m, склеиванием вдоль некоторых кусочно-
гладких кривых, и проекция граничных кривых ∂Sj листов Sj на сферу
Римана также состоит из конечного числа аналитических дуг.

Даже когда m = 2, и число точек множества E невелико, ситуа-
ция остается не исследованной. Рассмотрим, например, риманову поверх-
ность функции

ω = 3
√
(τ − a1)(τ − a2)(τ − a3) (2)

и построим для нее функции gj, j = 0, 1, 2. В работе А. И. Аптекарева
и Д. Н. Тулякова [4] исследована геометрическая структура множества

{τ ∈ C | ∃j, k ∈ {0, 1, 2} : j 6= k и gj(τ) = gk(τ)}
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в случае, когда треугольник с вершинами a1, a2, a3 достаточно близок к
правильному. Мы исследуем ситуацию в случае произвольного располо-
жения на плоскости точек a1, a2, a3.

1. Униформизация комплексного тора и построение
абелева интеграла

Рассмотрим трехлистную компактную риманову поверхность T над сфе-
рой Римана, имеющую три точки ветвления, лежащие над точками a1,
a2 и a3. Эта поверхность имеет род один, т. е является комплексным то-
ром. Построим ее универсальное накрытие. Для этого сначала применим
в плоскости τ дробно-линейное преобразование, переводящее точки a1,
a2 и a3 в вершины правильного треугольника, которые лежат на еди-
ничной окружности и являются корнями кубическими из 1 так, чтобы
бесконечно удаленной точке соответствовала точка z0, лежащая в замы-
кании единичного круга ∆. Отметим, что точка z0 лежит на границе
круга тогда и только тогда, когда исходные точки a1, a2 и a3 лежат на
одной прямой.

При данном дробно-линейном преобразовании тор T перейдет в ри-
манову поверхность R функции w = 3

√
z3 − 1, которая обладает богатой

симметрией, а асимметрия исходного треугольника проявляется в асим-
метричном расположении точки z0 относительно вершин правильного
треугольника.

Если конформно отобразить правильный треугольник ∆ с длиной
сторон, равной единице, и вершинами в точках A(0), B(eπ/6) и C(e−π/6 на
∆, то это конформное отображение продолжается по симметрии на всю
плоскость и дает универсальное накрытие для R. Для построения абеле-
ва интеграла G достаточно построить соответствующий абелев диффе-
ренциал G̃ на универсальном накрытии, т. е. на комплексной плоскости.

Пусть α — точка из замыкания треугольника ∆, соответствующая
точке z0. Используя эллиптические функции Вейерштрасса, мы можем
показать, что G̃ имеет вид

G̃(z) = −2 ln σ(z − α) + ln σ(z − e2πi/3α) + ln σ(z − e−2πi/3α)−
√
3η1αz,

Здесь η1 = 2ζ(ω1/2), а ζ(z) и σ(z) — эллиптические дзета- и сигма-
функции Вейерштрасса с периодами ω1 =

√
3 и ω2 =

√
3eiπ/3.

Введем функцию

u(z) := ln |σ(z − e−2πi/3α)| − ln |σ(z − e2πi/3α)| − η1Im (αz).

Эта функция гармонична и двоякопериодична на универсальном накры-
тии. Введем также множества L12 = {z ∈ C : u(z) < 0}, L21 = {z ∈ C :
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u(z) > 0}, и их повороты L01 = e2πi/3L12, L10 = e2πi/3L21, L20 = e−2πi/3L12,
L02 = e−2πi/3L20. Тогда множества S̃j, 0 ≤ j ≤ 2, на универсальном на-
крытии, соответствующие листам Наттолла, имеют вид

S̃0 = L01 ∩ L02, S̃2 = L10 ∩ L20, S̃1 = (L01 ∩ L20) ∪ (L02 ∩ L10).

2. Структура листов Наттолла

Из полученных результатов следует, что для описания листов Наттолла
достаточно описать нулевое множество L(u, 0) := {z ∈ C | u(z) = 0}
функции u(z), которое является общей границей множеств L12 и L21.
Это нулевое множество зависит от параметра α. Точка α может быть
любой точкой треугольника ∆, за исключением вершин. Нетрудно пока-
зать, что в каждом параллелограмме периодов градиент функции u(z)
имеет ровно две критические точки (в случае, когда α совпадает с цен-
тром треугольника ∆, эти две точки сливаются в одну точку двойной
кратности, в противном случае они различны).

Нами установлено, что критические точки лежат в множестве L(u, 0)
тогда и только тогда, когда α лежит либо на одной из перпендикуляров,
опущенных из центра треугольника на его стороны, либо на одной из
этих сторон . Это означает, что либо треугольник с вершинами в точках
a1, a2 и a3 является равнобедренным и угол при его вершине больше,
чем π/3, либо точки a1, a2 и a3 лежат на одной прямой. Особо следует
выделить случай, когда α совпадает с центром треугольника ∆. Это —
случай правильного треугольника с вершинами в точках a1, a2 и a3.

В каждом из случаев описана дифференциально-топологическая
структура множества L(u, 0). Линии {u(z) ≡ const} являются траек-
ториями некоторого квадратичного дифференциала, связанного с G̃. Во
всех случаях описана структура этих траекторий.

Наконец, исследована структура множеств S̃j, 0 ≤ j ≤ 2, на универ-
сальном накрытии, соответствующих листам Наттолла.
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1984. Vol. 42, № 4. P. 299–386.
[4] Аптекарев А.И., Туляков Д.Н. Абелев интеграл Наттолла на римановой поверх-

ности кубического корня многочлена третьей степени // Изв. РАН. Сер. матем.
2016. Т. 80, № 6. С. 5–42.

276
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ИСПРАВЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ И ИНТЕРПОЛЯЦИЯ
ЛАГРАНЖА В УЗЛАХ, БЛИЗКИХ К УЗЛАМ ЯКОБИ

В. В. Новиков (Саратов, Россия)
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Приведена схема доказательства существования матрицы узлов интерполирова-
ния Mγ , как угодно близкой к матрице узлов Якоби, со следующим свойством.
Пусть заданы непрерывная на [−1, 1] функция f и числа −1 < a < b < 1. Тогда
f можно исправить (с сохранением непрерывности) на множестве как угодно ма-
лой меры так, что интерполяционный процесс Лагранжа исправленной функции
с узлами Mγ будет сходится к ней равномерно на [a, b].

Ключевые слова: интерполяция Лагранжа, ортогональные многочлены Якоби,
исправление функций.

ADJUSTMENT OF FUNCTIONS AND LAGRANGE
INTERPOLATION BASED ON THE NODES CLOSE

TO THE JACOBI NODES
V. V. Novikov (Saratov, Russia)

vvnovikov@yandex.ru

We give a proof sketch for an existence of interpolatory matrix Mγ arbitrarily close to
the Jacobi matrix, with the following property. Let a continuous on [−1, 1] function f
and numbers −1 < a < b < 1 be given. Then f can be adjusted in a set of arbitrarily
small measure so that the Lagrange interpolation process of adjusted continuous
function g based on the nodes Mγ will be uniformly convergent to g in [a, b].

Keywords: Lagrange interpolation, Jacobi orthogonal polynomials, adjustment of
functions.

Пусть α, β > −1, {P (α,β)
n (x)}∞n=0 — последовательность многочленов

Якоби, ортогональных на отрезке [−1, 1] с весом w(x) = (1−x)α(1+x)β,
и {x(α,β)i,n }ni=1 — нули многочлена P

(α,β)
n (x), пронумерованные в поряд-

ке убывания. Для функции f , заданной на [−1, 1], обозначим через
Ln(M

(α,β), f, x) многочлен Лагранжа, интерполирующий ее в узлах n-
ой строки матрицы M(α,β) = {x(α,β)i,n : i = i = 1, n; n ∈ N}. Если
γ = {γn}∞n=1 — произвольная последовательность положительных чисел
и матрица M = {yi,n}∞i,n=1 такова, что |x(α,β)k,n −yk,n| < γn; i = 1, n; n ∈ N,
то условимся писать M ∈ M (α,β)(γ). Пусть числа a, b, и ε > 0 таковы,
что

−1 < a− ε < a < b < b+ ε < 1, (1)

M : −1 =: yn+1,n < yn,n < yn−1,n < . . . < y1,n < y0,n := 1, n = 1, 2, . . . ,

— произвольная матрица узлов интерполирования на [−1, 1] и f ∈
C[−1; 1]. Положим ∆i,n = (yi+1,n, yi,n), |∆i,n| = yi,n − yi+1,n, ∆fi =
f(yi,n) − f(yi+1,n), и пусть ε′ — любое фиксированное число такое, что
0 < ε′ < ε. Обозначим I = [a − ε′, b + ε′], d1(M, n) = min

i: ∆i,n⊂I
|∆i,n|,

277



d2(M, n) = max
i: ∆i,n⊂I

|∆i,n|, Tn,p,ε(M, f) =
∑

i: |yp,n−yi,n|<ε

|∆fi|
|p−i|+1 , Tn,ε(M, f) =

max
p : yp,n∈[a,b]

Tn,p,ε(M, f). Для произвольного конечного множества A =

{a1; a2; . . . ; am} ⊂ R полагаем d(A) := min
i,j
{|ai − aj| : ai 6= aj}.

Следующее утверждение, схема доказательства которого приведена
в настоящей заметке, дает утвердительный ответ на вопрос о наличии
интерполяционного аналога услиленного C–свойства ( [1], см. также [14])
для матриц класса M (α,β)(γ). Кроме того, оно обобщает результат из [3]
на случай произвольных показателей α, β > −1.

Теорема. Пусть γ = {γn}∞n=1 ⊂ R+ — произвольная последователь-
ность и α, β > −1. Тогда существует матрица узлов Mγ ∈ M (α,β)(γ)
такая, что для любых f ∈ C[−1, 1], −1 < a < b < 1, и 0 < δ < b−a най-
дутся функция g ∈ C[−1, 1] и множество E ⊂ [a, b], mesE > b− a− δ,
для которых f = g на E и lim

n→∞
‖Ln(Mγ, g, ·)− g‖C[a,b] = 0.

Доказательство теоремы опирается на следующие леммы.
Лемма 1. Пусть верно (1). Тогда существует последователь-

ность γ = {γn} ⊂ R+ со следующим свойством: для любой f ∈
C[−1; 1] и любой матрицы узлов интерполирования M = {yi,k} ∈
M (α,β)(γ), условие lim

n→∞
Tn,ε(M, f) = 0 влечет за собой равенство

lim
n→∞

‖f − Ln(M, f, ·)‖C[a,b] = 0.

Лемма 2. Пусть γ = {γn} удовлетворяет утверждению леммы 1
и M = {yi,n} ∈ M (α,β)(γ). Пусть, далее, r > 0 — произвольное доста-
точно малое число и конечный набор точек Λ = {λi}m+1

i=0 таков, что
a− ε′ =: λm+1 < λm < · · · < λ1 < λ0 := b+ ε′, d(Λ) > r. Тогда найдется
номер n0 = n0(r), зависящий только от r, такой, что при n > n0 рав-
номерно по p ∈ Jn(a, b) := {p : yp,n ∈ [a, b]} будут верны неравенства
Qp,n(Λ, r) :=

∑
i

(|i− p|+ 1)−1 ≤ 3, где суммирование идет по тем i для

которых ∆i,n ⊂ I и ∆i,n ∩ (Λ\{λ0;λm+1}) 6= ∅.
Лемма 1 может быть доказана с использованием представления для

разности f(x)− Ln(M, f, x) из [4], доказательство леммы 2 тривиально.
Опишем теперь схему доказательства теоремы.
Шаг 1. Пусть заданы произвольные f ∈ C[−1, 1] и γ = {γn} ⊂ R+,

числа a, b, ε, ε′ выбраны и зафиксированы как указано выше, и пусть
γ∗ = {γ∗n}, 0 < γ∗n < γn, — последовательность, существование
которой гарантирует лемма 1. Выберем какую-либо матрицу Mγ =
{yi,n} ∈ M (α,β)(γ∗) ⊂ M (α,β)(γ) и зафиксируем ее, потребовав, что-
бы все точки {yi,n} были попарно различными и не совпадали с уз-
лами сетки tk,j : = −1 + k21−j, k = 1, ..., 2j, j ∈ N. Положим
Ik,j := [−1 + (k − 1)21−j,−1 + k21−j], и определим на [−1, 1] функ-
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ции f̃j(x) := min
t∈Ik,j

f(t), x ∈ Ik,j, k = 1, ..., 2j, j ∈ N. Очевидно, что

{f̃j(x)}∞j=1 не убывает по j и равномерно сходится к f на [−1, 1]. Пусть

fj(x) := f̃j(x) − f̃j−1(x), f̃0(x) ≡ 0. Тогда ряд
∞∑
j=1

fj(x) равномерно и

абсолютно сходится к f на [−1, 1].
Шаг 2. Зафиксируем 0 < δ < b − a и последовательность {Nj} ⊂ N,

Nj ↑ ∞. Для каждого j = 1, 2... строится функция gj ∈ C(I) такая, что

mes{t ∈ [−1, 1] : fj (t) 6= gj (t)} < 2−jδ; (2)

max
n

Tn,ε(Mγ, gj) ≤ C ‖fj‖C(I) → 0 при j →∞; (3)

lim
n→∞

Tn,ε(Mγ, gj) = 0. (4)

Кроме того, при j ≥ 2 функция gj удовлетворяет условиям:

0 ≤ gj(x) ≤ fj(x), x ∈ I; (5)

Tn,ε(Mγ, gj) = 0, n = 1, ..., Nj. (6)

Опишем построение функций gj(x), j = 1, 2, . . . Для g1 полагаем
g1(x) = f(x) при x ∈ [−1, 1]\I . На I в качестве g1 возьмем f1, заменив
ее в окрестностях точек разрыва на линейную так, чтобы выполнялись
условия g1 ∈ C[−1, 1] и (2). Предположим теперь, что j ≥ 2 и постро-
им функцию gj. Обозначим через L множество точек разрыва функции
fj, лежащих в I . Выберем номер Mj > Nj так, чтобы при n > Mj для
всех индексов i суммы Tn,p,ε(Mγ, f), p ∈ Jn(a, b), выполнялось условие
∆i,n ∈ I и пусть D0 := L ∪ {yi,s ∈ I : 1 ≤ s ≤ Mj}. В силу леммы 2
найдется номер µ(0) для которого Qn,p(D0) ≤ 3 ∀ n ≥ µ(0), p ∈ Jn(a, b).
Пусть {σl}∞l=0 ⊂ R+ — последовательность такая, что σl ↓ 0 при l → ∞,
причем σl/σl−1 < 2−l; окончательно мы подберем ее позже.

Для каждого t ∈ D0 построим замкнутую окрестность [t− σ0, t+ σ0],
при этом σ0 выберем настолько малым, что:

1) σ0 < 4−1d(D̃0), где D̃0 := D0 ∪ {yi,s ∈ I :Mj + 1 ≤ s ≤ µ(0)};
2) общая длина окрестностей всех точек t из D0 меньше, чем 2−j−1δ;
3) max{n : d1(Mγ, n) > σ0} > µ(0).
Для x ∈ [−1, 1] положим

g0,j(x) =





0, если x ∈ D0;

fj(x), если x ∈ [−1, 1]\ ∪t∈D0
(t− σ0, t+ σ0);

линейная на [t− σk, t] и [t, t+ σk], t ∈ D0.

Предположим, что уже определены множества D0, . . . , Dl−1, выбраны
числа σ0, . . . , σl−1 и построены функции g0,j, . . . , gl−1,j, l ≥ 1. Определим
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Dl, σl и построим gl,j. Пусть Eu,v := ∪vs=u ∪t∈Ds
[t − σs, t + σs] и Dl :=

{yi,s : s = Mj + l, yi,s ∈ I\E0,l−1}. Для конечного множества Dl ∪ Pl−1,
где Pl−1 := ∪l−1s=0∪t∈Ds

{t−σs; t; t+σs}, найдем, применяя лемму 2, число
µ(l) такое, что:

1) Qn,p (Dl ∪ Pl−1) < 3, ∀n ≥ µ(l), p ∈ Jn(a, b);
2) µ(l) > min{n : d2(Mγ, n) ≤ σl−1}.
Теперь строим окрестности [t−σl, t+σl], t ∈ Dl, выбирая σl так, что:
1) σl < 4−1d(D̃l), где D̃l := Dl ∪ {yi,s ∈ I\E0,l−1 : Mj + l ≤ s ≤ µ(l)};
2) общая длина окрестностей всех точек t из Dl меньше, чем 2−j−lδ;
3) max{n : d1(Mγ, n) > σl} > µ(l).
Обозначим hk,j : = fj(x), x ∈ Ik,j и для x ∈ [−1, 1] положим

gl,j(x) =





hk,j
∑l

s=1 2
−l, если x ∈ Dl ∩ Ik,j;

gl−1,j(x), если x ∈ [−1, 1]\ ∪t∈Dl
(t− σl, t+ σl);

линейная на [t− σl, t] и [t, t+ σl], t ∈ Dl.

Окончательно для j ≥ 2 полагаем gj(x) = lim
l→∞

gl,j(x), x ∈ [−1, 1], после

чего проверяем выполнение условий (2)–(6) для всех j ∈ N.

Шаг 3. Полагаем g(x) =
∞∑
j=1

gj(x), x ∈ [−1, 1], и проверяем, что

g ∈ C[−1, 1], mes{x ∈ [−1, 1] : f (x) 6= g (x)} < δ, а также, что за
счет выбора последовательности {Mj}∞j=1 можно добиться выполнения
условия lim

n→∞
Tn,ε(Mγ, g) = 0. В силу леммы 1 это равенство влечет за со-

бой равенство lim
n→∞

‖g − Ln(Mγ, g, ·)‖C[a,b] = 0. Таким образом, матрица

Mγ и функция g — искомые.
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МАТРИЦЫ ОПЕРАТОРОВ СИНТЕЗА РАВНОМЕРНОГО
ЖЕСТКОГО ФРЕЙМА С ПОЛНЫМ СПАРКОМ В Rd

С. Я. Новиков1, Д. А. Рогач (Самара, Россия)
mostvil53@gmail.ru, ida@ssau.ru

Матрица оператора синтеза для равномерного жёсткого фрейма в явном виде по-
строена А. И. Мальцевым в 1947 году. Случайная матрица для оператора синтеза
фрейма с полным спарком представлена Б. С. Кашиным в 1977 году.

В данной работе рассмотрены детерминированные способы построения равно-
мерных жёстких фреймов с полным спарком.

Ключевые слова: фрейм, ортопроектор, фрейм Парсеваля, равномерный фрейм.

MATRICES OF SYNTHESIS OPERATORS FOR AN EQUAL
NORM TIGHT FULL SPARK FRAME IN Rd

S. Ya. Novikov1, D. A. Rogach (Samara, Russia)
mostvil53@gmail.ru, ida@ssau.ru

The matrix of the synthesis operator for an equal norm tight frame was explicitly
constructed by A. I. Maltsev in 1947. Random matrix for the synthesis operator of
the full spark frame was presented by B. S. Kashin in 1977.

Deterministic construction methods for matrices of the synthesis operators for the full
spark equal norm tight frames are considered here.

Keywords: frame, orthoprojector, Parseval frame, equal norm frame.

Определение 1. Система векторов Φ = {φn}Nn=1 называется фрей-
мом пространства Rd, если существуют константы 0 < A ≤ B < ∞
такие, что для всех x ∈ Rd

A‖x‖2 ≤
N∑

n=1

|〈x, φn〉|2 ≤ B‖x‖2.

В конечномерном пространстве понятие фрейма эквивалентно полно-
те системы, то есть span{φn}Nn=1 = Rd.

Определение 2. Фрейм называется
а) жестким, если A = B;
б) фреймом Парсеваля, если A = B = 1;
в) равномерным, если существует α > 0 такое, что ‖φn‖ = α,

n = 1, ..., N.
Понятие фрейма и терминология, связанная с ним, стала активно

использоваться сравнительно недавно. Некоторые классические резуль-
таты получили новое звучание.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-01-00138).
1The article is done with the financial support of RFBR (project № 17-01-00138).
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Теорема 1. [1] Система Φ = {φn}Nn=1 является фреймом Парсеваля
для Rd тогда и только тогда, когда существует N -мерное евклидово
пространство HN и ортонормированный базис {bn}Nn=1 ⊂ HN такие,
что Rd является подпространством HN и φn = PRdbn для всех n, где
PRd-ортопроектор из HN на Rd.

Теорема 1 была обобщена на фреймы общего вида в [2].
Конструкция фреймов Парсеваля в теореме 1 является универсаль-

ной, однако имеет недостаток, состоящий в том, что получающиеся из
нее фреймы Парсеваля не являются равномерными. Поэтому возникает
вопрос о существовании равномерного фрейма Парсеваля с произволь-
ным количеством элементов N ≥ d.

Оказалось, что положительный ответ на этот вопрос получил А.И.
Мальцев в [3]. На языке фреймов результат Мальцева звучит так: в про-
странстве Rd для ∀N ≥ d существует равномерный фрейм Парсеваля
Φ = {φn}Nn=1.

Важной для приложений характеристикой оказался так называемый
спарк.

Спарком системы векторов называется минимальное количество ли-
нейно зависимых векторов. Если это количество на единицу превосходит
размерность пространства, то говорят о системе с полным спарком. Та-
ким образом, если Φ ⊂ Rd имеет полный спарк, то любая подсистема Φ
из d векторов линейно независима.

Б.С. Кашин в [4] доказал существование случайной прямоугольной
матрицы, столбцы которой образуют систему с полным спарком в Rd.
Количество таких столбцов может быть произвольным больше или рав-
ным d.

Несмотря на то, что упомянутые выше результаты давно стали клас-
сическими, явных примеров равномерных жестких фреймов с полным
спарком очень мало.

В [5] дана общая схема построения таких систем с помощью орто-
гональных полиномов, но примеров реализации этой схемы пока нет. В
качестве примера покажем матрицу оператора синтеза (её столбцы со-
стоят из координат векторов фрейма) равномерного жесткого фрейма в
R2 с полным спарком из шести элементов.

Фактически главным и пока достаточно хорошо изученным источ-
ником равномерных жестких фреймов с полным спарком в Rd остается
матрица дискретного преобразования Фурье. Элементы этой матрицы -
комплексные числа, однако правильный выбор столбцов и строк матри-
цы и простые арифметические операции с ними приводят к матрицам
синтеза фреймов с заданными свойствами. Равномерные жесткие фрей-
мы для произвольных пар чисел (d,N) были построены на основе уточ-
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нений и исправлений работ предшественников в работах М.А. Лихоба-
бенко [6]. Исследование построенных в этой работе фреймов на полноту
спарка не проводилось, но непосредственное вычисление определителей
квадратных матриц операторов синтеза в пространствах малых размер-
ностей показывает, что эти матрицы имеют полные спарки. В качестве
примера приводим матрицы равномерных жестких фреймов с полным
спарком для пар (2, 6) и (2, 7).

Пример 1. Построим фрейм Φ1 для d = 2, N = 6.

Φ1 =

(
cos0 cosπ6 cosπ3 cosπ2 cos2π3 cos5π6
sin0 sinπ6 sinπ3 sinπ2 sin2π

3 sin5π
6

)
=

=

(
1

√
3
2

1
2 0 −1

2 −
√
3
2

0 1
2

√
3
2 1

√
3
2

1
2

)
.

Пример 2. Равномерный жесткий фрейм Φ2 для d = 2, N = 7.

Φ2 =

(
1 cos6π7 cos12π7 cos18π7 cos24π7 cos30π7 cos36π7
0 sin6π

7 sin12π
7 sin18π

7 sin24π
7 sin30π

7 sin36π
7

)
=

=

(
1 −0, 90... 0, 62... −0, 22... −0, 22... 0, 62... −0, 90...
0 0, 43... −0, 78... 0, 97.... −0, 97... 0, 78... −0, 43...

)
.
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УДК 517.98

СХОДИМОСТЬ СУММ ФУРЬЕ
ПО МНОГОЧЛЕНАМ p̂α,βn,N(x), ОРТОГОНАЛЬНЫХ

НА НЕРАВНОМЕРНЫХ СЕТКАХ
В СЛУЧАЕ ЦЕЛЫХ α И β

А. А. Нурмагомедов (Махачкала, Россия)
alimn@mail.ru

В данной работе для непрерывной на отрезке [−1, 1] функции f(x) построены

дискретные суммы Фурье Sα,β
n,N (f, x) по системе многочленов {p̂α,βk,N (x)}N−1

k=0 , яв-
ляющихся дискретными аналогами классических многочленов Якоби. Исследу-

ются аппроксимативные свойства построенных частных сумм Sα,β
n,N (f, x) порядка

n ≤ N − 1. В частности, получена оценка отклонения частной суммы Sn,N (f, x)
от f(x), которая зависит от n и положения точки x ∈ [−1, 1].
Ключевые слова: многочлен, ортогональная система, сетка, дискретные суммы
Фурье, функция Лебега.

CONVERGENCE OF FOURIER SUMS BY POLYNOMIALS
p̂α,βn,N(x), ORTHOGONAL ON NON-UNIFORMS GRIDS IN THE

CASE INTEGERS α and β
A. A. Nurmagomedov (Makhachkala, Russia)

alimn@mail.ru

For continuous function f(x) on the segment [−1, 1] is constructed discrete sums by

Fourier Sα,β
n,N (f, x) on system polynomials {p̂α,βk,N (x)}N−1

k=0 representing descrete analogs
of classical Jacobi polynomials. Approximation properties of the constructing partial

sums Sα,β
n,N (f, x) order n ≤ N − 1 are investigated. In particular, is obtained the

estimation deflection partial sums Sα,β
n,N (f, x) from f(x) with is depended from n and

position of a point x on the [−1, 1].
Keywords: polynomial, orthogonal system, set, discrete Fourier sums, Lebesgue
function.

Пусть α, β — целые неотрицательные числа, Ω = {tj}Nj=0 — сетка,
состоящая из конечного числа различных точек отрезка [−1, 1] : −1 =
t0 < t1 < . . . < tN−1 < tN = 1. Рассмотрим также еще одну сетку
ΩN = {x0, x1, ..., xN−1}, состоящую из N точек xj, где xj =

tj+tj+1

2 , j =
0, 1, ..., N − 1.

Через p̂α,βk,N(x) = p̂α,βk (x; Ω) (k = 0, 1, . . . , N − 1) обозначим последо-
вательность многочленов, образующих ортонормированную систему на
сетке ΩN в следующем смысле (0 ≤ n,m ≤ N − 1):

(p̂α,βn,N , p̂
α,β
m,N) =

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

βp̂α,βn,N(xj)p̂
α,β
m,N(xj)∆tj = δnm,

где ∆tj = tj+1 − tj, j = 0, 1, . . . , N − 1.
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Далее, пусть δN = max0≤j≤N−1∆tj, æ2 — наименьшая константа в
неравенстве типа В.А. Маркова для оценки производных алгебраиче-
ских многочленов в метрике пространства L1[−1, 1], P̂ α,β

n (x) — орто-
нормированный многочлен Якоби, C[−1, 1] — пространство непрерыв-
ных на отрезке [−1, 1] функций f(x) с нормой ‖ f ‖=‖ f ‖C[−1,1]=
max−1≤x≤1 | f(x) |, Pn — пространство алгебраических многочленов
степени n, En(f) = minln∈Pn

‖ f − ln ‖C[−1,1] — наилучшее приближение
функции f алгебраическими многочленами степени не выше n.

Через Sα,βn,N(f) = Sα,βn,N(f, x) обозначим частную сумму n–ого порядка

ряда Фурье функции f(x) по системе {p̂α,βk,N(x)}N−1k=0 , т.е.

Sα,βn,N(f) =
n∑

k=0

f̂α,βk,N p̂
α,β
k,N(x),

где

f̂α,βk,N =
N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

βf(xj)p̂
α,β
k,N(xj)∆tj.

Как известно, задача об оценке отклонения частной суммы Sα,βn,N(f)

ряда Фурье функции f ∈ C[−1, 1] по системе {p̂α,βk,N(x)}N−1k=0 от самой
функции f при x ∈ [−1, 1] и n,N →∞ посредством неравенства Лебега:

| f(x)− Sα,βn,N(f, x) |≤ (1 + Lα,βn,N(x))En(f)

сводится к оценке функции Лебега

Lα,βn,N(x) =
N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N(x, xj)
∣∣∣∆tj,

где

Kα,β
n,N(x, xj) =

n∑

k=0

p̂α,βk,N(x)p̂
α,β
k,N(xj).

В работе [1] нами исследованы асимптотические свойства многочлена
p̂α,βn,N(x) при n,N → ∞. А основными результатами настоящей работы
являются следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть f ∈ C[−1, 1], b > 0, 0 < a ≤
{

1−b
2æ2

}1/4

, α, β —

целые положительные числа, λ = max{α, β}, n = O(δ
−1/(λ+3)
N ). Тогда

справедлива оценка (−1 ≤ x ≤ 1) :

Lα,βn,N(x) ≤ c(α, β, a, b)

{
ln(n+ 1) +

nα+1/2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

+
nβ+1/2

(n
√
1 + x)β+

1
2 + 1

}
.
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Касаясь вопроса о точности полученнной нами оценки для функции
Lα,βn,N(x), то следует сказать, что указанная оценка точна по порядку.

Теорема 2. Пусть f ∈ C[−1, 1], b > 0, 0 < a ≤
{

1−b
2æ2

}1/4

, α, β —

целые положительные числа, λ = max{α, β}, n = O(δ
−1/(λ+3)
N ). Тогда

равномерно относительно −1 ≤ x ≤ 1 справедлива оценка

∣∣∣f(x)− Sα,βn,N(f, x)
∣∣∣ ≤

≤ c(α, β, a, b)En(f)

{
ln(n+ 1) +

nα+1/2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

+
nβ+1/2

(n
√
1 + x)β+

1
2 + 1

}
.
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Рассмотрена связь субдифференциального исчисления с топологией конуса вы-
пуклых компактов и конуса сублинейных компактнозначных операторов, а также
связь с частичными пределами разностных отношений в случае симметрических
субдифференциалов.
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Введение

Мы исходим из понимания сильного субдифференциала как ограничен-
ного сублинейного многозначного оператора с компактными выпуклы-
ми значениями. Это определяет тесную связь построенного исчисления
с подходящей топологией конуса выпуклых компактов и конуса субли-
нейных компактнозначных операторов. Нашей целью является описание
такой связи. Отметим основные моменты.

1. Классическая топология Помпейю–Хаусдорфа в конусе выпуклых
компактов может рассматриваться как неинвариантная сублинейная то-
пология, порождаемая супремум–нормой.

2. Для суб–операторов в банаховых пространствах ограниченность и
непрерывность равносильны. Однако в случае конусов ограниченность
суб–оператора связана с более слабым понятием субнепрерывности.

3. В случае пространств Фреше описано равносильное определение
субдифференциала, без прямого применения метрики Хаусдорфа, как
выпуклого замыкания множества производных чисел Дини.
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1. Классический анализ Фреше

Прежде чем переходить к субдифференциалам, напомним базовые поня-
тия анализа Фреше в банаховых пространствах:

1. Основные объекты анализа Фреше связаны с линейностью: линей-
ное пространство (нормированное, обычно полное (банахово)); линейная
топология (топология, согласованная с линейными операциями); линей-
ные операторы (обычно ограниченные по норме).

2. Основные определения: X, Y − банаховы пространства,
f : X ⊃ U(x)→ Y ; h ∈ X . Дифференциал по направлению:

∂f(x, h) = lim
t→+0

f(x+ th)− f(x)

t
. (1)

Сильный дифференциал: ∂f(x) ∈ L(X;Y ), сходимость в (1) равномерна
по ‖h‖ ≤ 1.

Переход к негладкому анализу требует существенного изменения всех
базовых понятий: переход к выпуклым конусам; переход к позитивно
линейной неинвариантной топологии; переход к сублинейным компакт-
нозначным операторам.

2. Выпуклые конусы

Классические конусы — ВК, содержащиеся в некотором линейном
пространстве (ЛП). Вложимые (канцеллятивные) конусы — ВК, допус-
кающие изоморфное вложение в ЛП. Абстрактные (неканцеллятивные)
конусы — не допускают изоморфного вложения ни в какое линейное про-
странство. Важным классом конусов являются конусы подмножеств ЛП.

Отметим, что в конусах обычно применяется специальная метрика —
метрика Помпейю–Хаусдорфа.

3. Метрика Помпейю–Хаусдорфа

Далее Y — банахово пространство, YK — конус непустых выпуклых ком-
пактов из Y . Введем метрику Хаусдорфа в YK следующим образом

B1, B2 ∈ YK : h(B1, B2) = max
(
h1(B1, B2), h

2(B1, B2)
)
,

h1(B1, B2) = sup
y2∈B2

d(y2, B1); h
2(B1, B2) = sup

y1∈B1

d(y1, B2).

Отметим важное отличие топологий: топология ЛП всегда инвари-
антна относительно переноса, однако топология ВК — полугрупповая.
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Метрика Хаусдорфа в нуле однородна, поэтому мы свяжем с ней удоб-
ное понятие субнормы:

‖C‖ = sup
y∈C

‖y‖ = h(C, {0}).

Метрику Хаусдорфа можно рассматривать и в более обширном кону-
се YB, где Y — метрическое пространство. Напомним понятие субпредела
(см. [3] – [5]).

Определение 1. Пусть T – метрическое пространство, Y – банахово
пространство, ϕ : T ⊃ U(t0)→ Y локально ограничено. Положим:

sublim
t→t0

ϕ(t) := lim
δ→0

(coϕ(U̇δ(t0)) = C0 (в (YB, h)); если C0 ∈ YK .

Здесь co — замкнутая выпуклая оболочка множества; lim
δ→0

— предел

в метрике Хаусдорфа в YB, однако при дополнительном условии ком-
пактности предельного множества: C0 ∈ YK . Особенно просто субпредел
выражается для функционалов.

Пример 1. Пусть ϕ : T → R, тогда sublim
t→t0

ϕ(t) =

[
lim
t→t0

ϕ(t); lim
t→t0

ϕ(t)

]

(если пределы конечны).

4. Метрика Хаусдорфа и суб-операторы

Сублинейные многозначные операторы с компактными выпуклыми зна-
чениями в качестве субдифференциалов впервые были введены в работе
А. Д. Иоффе [1]. Приведем основное определение, распространив его на
выпуклые конусы.

Определение 2. Пусть X, Y – субнормированные конусы,
A : X → YK – сублинейный оператор. В конусе суб–операторов можно
ввести субнорму:

‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖.

Lsub(X;YK) — конус ограниченных сублинейных операторов
A : X → YK .

Распространим теперь понятие метрики Хаусдорфа на конус суб–опе-
раторов.

h(A1, A2) = sup
‖x‖≤1

h(A1x,A2x); ‖A‖ = h(A, 0).

Отметим, что введенная выше субнорма суб–оператора порождается
данной версией метрики Хаусдорфа, аналогично субнорме выпуклого
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компакта. Теорема о полноте конуса суб–операторов также вполне ана-
логична классической теореме о полноте конуса LK (см. [4]).

Для классических линейных операторов ограниченность по норме и
непрерывность равносильны. Однако для суб–операторов из ограничен-
ности по субнорме следует лишь непрерывность в нуле. Для глобального
описания мы используем понятие «внешней полунепрерывности», или
«субнепрерывности»:

(A ∈ Csub(x0))⇔ [(x→ x0)⇒ (h1(Ax,Ax0)→ 0)]⇔
⇔ [∀ε > 0 ∃δ > 0 (x ∈ Uδ(x0))⇒ (Ax ⊂ Vε(Ax0))] .

Теорема 1. Пусть X, Y – банаховы конусы, A : X → YK – суб-
оператор. Следующие условия равносильны: ‖A‖ < ∞; A непрерывен в
нуле; A равномерно субнепрерывен на X.

Теорема 2. Пусть X, Y – банаховы пространства, A : X → YK
– суб-оператор. Тогда следующие условия равносильны: A равномерно
субнепрерывен в X; A равномерно непрерывен в X.

Приведем пример субнепрерывного, но разрывного оператора.
Пример 2. Пусть (X, ‖ · ‖0) — произвольное банахово пространство,

dimX =∞:
(X, ‖ · ‖0)

≁→֒ (X, ‖ · ‖1),
Ax = [0; 1] · ‖x‖1, A : X → RK .

5. Компактные субдифференциалы

Напомним, что понятие субдифференциала от выпуклого функционала
возникло в работах Рокафеллара и Моро [2]. Позднее возникло эффек-
тивное обобщение — субдифференциал Кларка. Отметим здесь извест-
ную работу А. Д. Иоффе [1].

В работах [4], [5] мы развивая идею Иоффе, ввели компактный суб-
дифференциал как субаддитивный и однородный компактнозначный
оператор, что создало базу для построения субдифференциального ис-
числения как первого, так и высших порядков.

Приведем необходимую формулировку в случае первого порядка.
Определение 3. Компактный субдифференциал (по направлению;

сильный) (f : X ⊃ U(x)→ Y, h ∈ X):

∂subf(x, h) = sublim
t→+0

f(x+ th)− f(x)

t
(⇒ по ‖h‖ ≤ 1).

Переход в конусы:

∂subf(x, h) = sublim
t→+0

co{y ∈ Y |f(x+ th) = f(x) + t · y} (⇒ по ‖h‖ < 1).

291



Прямое вычисление компактного субдифференциала представляет
непростую задачу. Рассмотрим подход, сводящий задачу к вычислению
обычных производных чисел Дини.

1. Производные числа Дини по направлению:

∂partf(x, h) = lim
k→∞

f(x+ tk · h)− f(x)

tk
(tk → +0).

2. Основная формула: (распространяется на пространства Фреше)

∂subf(x, h) = co{∂partf(x, h)}.

3. Случай функционалов (f : X → R):

∂subf(x, h) = [∂f(x, h); ∂f(x, h)].

Последние результаты, в применении к интегранту вариационного
функционала, позволяют получить и оценку первого субдифференциала
(первой субвариации) основного вариационного функционала.

Пусть Φ(y) =

ˆ b

a

f(x, y, y′)dx. Тогда

∂subΦ(y, h) ⊂
[
ˆ b

a

(
∂f

∂y
h+

∂f

∂y′
h′)dx;

ˆ b

a

(
∂f

∂y
h+

∂f

∂y′
h′)dx

]
.

Пример 3. Пусть

Φ(y) =

ˆ b

a

|f(x, y, y′)|dx (f ∈ C1).

Тогда

∂subΦ(y)h ⊂
ˆ

(f(x,y,y′) 6=0)

sign(f(x, y, y′)) · (∂f
∂y
h+

∂f

∂y′
h′)dx+

+[−1; 1] ·
ˆ

(f(x,y,y′)=0)

(
∂f

∂y
h+

∂f

∂y′
h′)dx.

6. Субдифференциалы второго и высших порядков
(индуктивный подход)

Классическое определение дифференциалов Фреше второго и высших
порядков основано на канонической изометрии пространства линейных
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операторов и пространства билинейных операторов. Это позволяет рас-
сматривать дифференциалы высших порядков как полилинейные опера-
торы.

Следуя этому образцу, мы устанавливаем каноническую изометрию
конуса сублинейных операторов и конуса бисублинейных операторов.

Определение 4. Пусть Bsub(X1, X2;YK) – конус бисублинейных
ограниченных операторов; тогда

Lsub(X1;Lsub(X2;YK)K) ∼= Bsub(X1, X2;YK).

Определение 5. Пусть f : X ⊃ U(x) → Y сильно субдифференци-
руем в U(x). Рассмотрим

∂subf : X ⊃ U(x)→ Lsub(X;YK)

и положим:
∂2subf(x)(h, k) := (∂sub(∂subf)(x)h)k.

Случай функционалов особенно важен для применений к эстремаль-
ным задачам.

Пример 4. Пусть f : Rn → R. Тогда:

∂2subf(x)(h)
2 ⊂ Hsub · (h)2,

где

Hsub =

([
∂2f

∂xi∂xj
(x);

∂2f

∂xi∂xj
(x)

])n

i,j=1

– «субматрица Гессе».

7. Обобщение метрики Хаусдорфа-Помпейю:
H-равномерность

Здесь мы хотим обобщить идею метрики Хаусдорфа, переходя от класси-
ческого случая выпуклых компактов в банаховом пространстве к более
общему случаю выпуклых компактов в выпуклом конусе, снабженном
некоторой равномерной топологией.

Определение 6. Пусть X – выпуклый конус с равномерной субли-
нейной топологией, порожденной базой окружений диагонали
U = {Ui}i∈I , XK – конус выпуклых компактов в X . Определим в XK

базу равномерности Хаусдорфа через окружения ∆XK :

Vi = {(C1, C2)| C1 ⊂ Ui(C2); C2 ⊂ Ui(C1)}i∈I .

293



Пример 5. Пусть X – банахово пространство, σ(X) — слабая топо-
логия в X , XK — конус слабо компактных выпуклых подмножеств в X .
Тогда предбаза H–равномерности в Xσ

K :

Vf,ε = {(C1, C2)| h(f(C1), f(C2)) < ε} (f ∈ X∗, ε > 0).

Покажем теперь, что в случае слабой топологии компактный
субдифференциал уже не вычисляется, вообще говоря, через выпуклое
замыкание множества производных числе Дини:

∂σsubf(x, h) 6= co{∂σpartf(x, h)}.

1. Построение: X = R, Y — несепарабельное гильбертово пространст-
во, порожденное

ϕx(t) = eixt (0 ≤ t ≤ 2π), x ∈ R; f(x) = x · ϕx(·); f : R→ Y.

2. Вычисление ∂subf(0) (∀δ > 0):

co

{
f(x)− f(0)

x
|0 < |x| < δ

}
= co{ϕx(·)

∣∣ |x| < δ} = Bδ ⊂ B1(0) ⊂ Y.

Отсюда
∀λ ∈ Y ∗∃ sublim

δ→0
λ[Bδ]⇒ ∃∂σsubf(0).

В заключение отметим простую связь между слабой формой условия
Липшица и слабой субдифференцируемостью по направлениям.

Теорема 3. Пусть X, Y – банаховы пространства,
f : X ⊃ U(x) → Y . Если f ∈ Lipσ(x), то f слабо субдифференцируемо
в точке x по любому направлению. В частности, если f : R → Y и
f ∈ Lipσ(x), то f слабо субдифференцируемо в точке x.

8. Обобщение: симметрические компактные
субдифференциалы

Недавно в нашей работе [3] были введены понятия симметрических ком-
пактных субдифференциалов произвольного порядка. Приведем опреде-
ление в случае первого порядка (по направлению, сильный):

∂
[′]
subf(x, h) = sublim

t→+0

f(x+ th)− f(x− th)

2t
(sublim⇒ по ‖h‖ ≤ 1).

В случае пространств Фреше на симметрические субдифференциа-
лы обобщается результат о связи с частичными пределами разностных
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отношений:

∂
[′]
subf(x, h) = co

{
∂
[′]
partf(x, h) = lim

k→∞
f(x+ tkh)− f(x− tkh)

2tk

}
.

Однако нетрудно показать, что в случае слабой топологии возможно
нарушение этой связи:

∂
[′]
subf(x, h) 6= co{∂[′]partf(x, h)}.
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УДК 519.853

О ХАРАКТЕРИЗАЦИИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ОБ ОЦЕНКЕ КОМПАКТА ЛЕБЕГОВЫМ МНОЖЕСТВОМ

ВЫПУКЛОЙ ФУНКЦИИ
М. А. Осипцев, С. И. Дудов, B. B. Абрамова

(Саратов, Россия)
Osipcevm@gmail.com, DudovSI@info.sgu.ru, Veronika0322@rambler.ru

Рассматривается конечномерная задача о вложении заданного компакта D ⊂ Rp

в нижнее лебегово множество G(α) = {y ∈ Rp : f(y) 6 α} выпуклой функции f(·)
с наименьшим значением α за счёт смещения D. Её математическая формализа-
ция приводит к задаче минимизации функции φ(x) = max

y∈D
f(y− x) на Rp. Иссле-

дованы свойства функции φ(x), получены необходимые и достаточные условия
и условия единственности решения задачи. В качестве базового для приложений
выделен случай, когда f(·) — калибровочная функция Минковского некоторого
выпуклого тела M . Показано, что если M — многогранник, то задача сводится
к задаче линейного программирования.

Ключевые слова: калибровочная функция, внешняя оценка, субдифференциал,
квазивыпуклая функция, сильно выпуклое множество, сильно выпуклая функ-
ция.

ON CHARACTERIZATION OF THE SOLUTION
FOR THE PROBLEM ON THE ESTIMATION
OF A COMPACT BY THE LEBESGUE SET

OF A CONVEX FUNCTION
M. A. Osiptsev, S. I. Dudov, V. V. Abramova

(Saratov, Russia)
Osipcevm@gmail.com, DudovSI@info.sgu.ru, Veronika0322@rambler.ru

We consider the finite-dimensional problem of embedding a given compact D ⊂ Rp

into the lower Lebesgue set G(α) = {y ∈ Rp : f(y) 6 α} of the convex function f(·)
with the smallest value of α due to the offset of D. Its mathematical formalization
leads to the problem of minimizing the function φ(x) = max

y∈D
f(y − x) on Rp. The

properties of the function φ(x) are investigated, necessary and sufficient conditions
and conditions for the uniqueness of the solution of the problem are obtained. As
a important case for applications, we reviewed the case when f(·) is the Minkowski
gauge function of some convex body M . It is shown that if M is a polyhedron, then
the problem reduces to a linear programming problem.

Keywords: gauge function, external estimate, subdifferential, quasiconvex function,
strongly convex set, strongly convex function.

1. Постановка задачи

Оценка сложных множеств множествами простой структуры — одно из
актуальных направлений негладкого анализа [1, 2]. В рамках этого на-
правления находится и рассматриваемая здесь задача.

Пусть D — ограниченное замкнутое множество из конечномерного
пространства Rp, а f(·) — выпуклая конечная на Rp функция. Требуется
вложить множество D в нижнее лебегово множество G(α) = {y ∈ Rp :
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f(y) 6 α} этой функции с наименьшим значением α за счёт смещения
D. То есть решить задачу





α→ min
(α,x)∈Rp+1

,

D − x ⊂ G(α).
(1)

Для корректности и нетривиальности задачи будем предполагать, что
функция f(·) ограничена снизу на Rp, её минимальное значение достига-
ется, множество G(α0), где α0 = min

x∈Rp
f(x), является ограниченым и при

этом
G(α0)

∗
−D = {z ∈ Rp : z +D ⊂ G(α0)} = ∅.

Легко видеть, что задача (1) эквивалентна следующей минимаксной
задаче

φ(x) ≡ max
y∈D

f(y − x)→ min
x∈Rp

. (2)

При этом, если φ(x∗) = min
x∈Rp

φ(x), то пара (φ∗, x∗), где φ∗ = φ(x∗), явля-

ется решением задачи (1).
Нетрудно сделать вывод, что при сделанных предположениях реше-

ние задачи существует. Отметим также, что на задачу (2) можно смот-
реть как на обобщение задачи о чебышёвском центре множество D (слу-
чай, когда f(·) — некоторое норма на Rp).

Цель работы — указать на основные свойства целевой функции, по-
лучить необходимые и достаточные условия и условия единственности
решения задачи (2).

Далее используются следующие обозначения:
Ā, int A, co A — соответственно замыкание, внутренность, выпуклая
оболочка множества A, ‖x‖ – евклидова норма элемента x ∈ Rp, ∂f(x)
— субдифференциал выпуклой функции f(x) в точке x, B(x, r) = {y ∈
Rp : ‖x − y‖ 6 r} — шар с центром в точке x и радиусом r, 〈x, y〉 —
скалярное произведение элементов x и y из Rp, 0p = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rp.

2. Свойства целевой функции. Критерий решения

Основные свойства функции φ(x) отражает

Теорема 1. Пусть f(x) является выпуклой конечной на Rp функцией.
Тогда функция φ(x) является:

1) выпуклой конечной на Rp функцией, а её субдифференциал в любой
точке x ∈ Rp может быть выражен в виде

∂φ(x) = −co{∂f(z − x) : z ∈ Qφ(x)}, (3)
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где Qφ(x) = {z ∈ D : f(z − x) = φ(x)};
2) строго выпуклой, если функция f(·) строго выпукла на Rp;
3) сильно выпуклой на Rp с константой C > 0, то есть для любых

точек x0, x1 из Rp и α ∈ [0, 1] выполняется

φ((1− α)x0 + αx1) 6 (1− α)φ(x0) + αφ(x1)−
C

2
α(1− α)‖x0 − x1‖2,

если функция f(·) сильно выпукла на Rp с константой C;
4) строго квазивыпуклой, то есть для любых точек x0 6= x1 из Rp

и α ∈ (0, 1) выполняется

φ((1− α)x0 + αx1) < max{φ(x0), φ(x1)},

если функция f(·) строго квазивыпукла на Rp.

Необходимые и достаточные условия решения задачи (2) выражаются
следующей теоремой.

Теорема 2. 1. Для того, чтобы точка x∗ была точкой минимума
функции φ(x) на Rp необходимо и достаточно, чтобы

0p ∈ co{∂f(z − x∗) : z ∈ Qφ(x∗)}. (4)

2. Если существует δ > 0 такое, что

B(0p, δ) ⊂ co{∂f(z − x∗) : z ∈ Qφ(x∗)}, (5)

то x∗ является единственной точкой минимума функции φ(x) на Rp,
причём

φ(x) > φ(x∗) + δ‖x− x∗‖, ∀x ∈ Rp. (6)

Замечание 1. Очевидно, единственность решения задачи (2), кроме
соотношения (5), обеспечивает также строгая квазивыпуклость выпук-
лой функции f(·), и тем более ее строгая или сильная выпуклость. Это
вытекает из теоремы 1.

3. Базовый случай

Базовым для возможного подхода к разработке метода приближённого
решения задачи (2) является случай, когда функция f(·) является ка-
либром (калибровочной функцией Минковского) некоторого выпуклого
телесного компакта M , причём 0p ∈ int M , т. е.

f(x) = k(x,M) ≡ inf{α > 0 : x ∈ αM}. (7)
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Выделим для рассмотрения два частных случая.
3.1 Пусть выпуклое тело M является многогранником заданным в

виде
M = {y ∈ Rp : 〈Ai, y〉 6 1, i = 1,m},

где Ai ∈ Rp, i = 1,m, 0p ∈ int co{Ai : i = 1,m}.
В этом случае, в силу положительной однородности калибра, имеет

место формула.

k(x,M) = max
i=1,m

〈Ai, x〉, ∀x ∈ Rp.

Тогда задача (2) принимает вид

max
i=1,m

{ai − 〈Ai, x〉} → min
x∈Rp

, ai = max
y∈D

〈Ai, y〉. (8)

Задача (8) известным приемом [4] сводится к задаче линейного програм-
мирования. А именно справедлива

Теорема 3. Задача (8) эквивалентна следующей задаче линейного про-
граммирования





x(p+1) → min
(x,x(p+1))∈Rp+1

,

〈Ai, x〉+ x(p+1) − ai > 0, i = 1,m.
(9)

Причём, если x̃0 = (x0, x
(p+1)
0 ) — решение задачи (9), то x0 — решение

задачи (8). А если x0 — решение задачи (8), то x̃0 = (x0, x
(p+1)
0 ), где

x
(p+1)
0 = max

i=1,m
{ai − 〈Ai, x0〉}, решение задачи (9).

3.2 Теперь предположим, что M является сильно выпуклым множе-
ством. Посмотрим, как это отразится на свойствах функции f(·) вида
(7) и соответственно на функции φ(·).

Укажем на важное свойство калибра.

Теорема 4. Пусть M ⊂ Rp является r-сильно выпуклым множеством
и CM = sup

x∈M
‖x‖. Тогда функция Ψ(·) = k

2(·,M) является сильно вы-

пуклой на Rp с константой равной
2

CM(CM + r)
.

Очевидным следствием теоремы 4 является
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Теорема 5. Если множество M является r-сильно выпуклым и CM =
sup
x∈M

‖x‖, то функция φ2(x) = max
y∈D

k
2(y− x,M) является сильно выпук-

лой на Rp с константой
2

CM(CM + r)
.

Замечание 2. Сама функция φ(·) как и f(·) вида (7), не является
сильно выпуклой, независимо от свойств множества M . Минимизация
функции φ(·) при f(·), имеющий вид (7), эквивалентна минимизации
функции φ2(x). А применение к минимизации сильно выпуклой функции
численных методов (например, субградиентного типа) позволяет рассчи-
тывать на сходимость последовательности приближений к решению со
скоростью геометрической прогрессии.
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О ФАКТОРИЗАЦИИ ОДНОГО КЛАССА ЦЕЛЫХ
ФУНКЦИЙ

О. В. Охлупина (Брянск, Россия)
helga131081@yandex.ru

Огромное количество задач в комплексном анализе посвящено теме факториза-
ции в различных классах функций. Интерес к этим вопросам появился в начале
прошлого века и не потерял актуальности в наши дни. В работе рассмотрены це-
лые функции класса с весом из Lp-пространств. Для введённого класса построено
факторизационное представление с использованием методов комплексного ана-
лиза.

Ключевые слова: целая функция, факторизационное представление, порядок це-
лой функции.

FACTORIZATION OF A CLASS OF ENTIRE FUNCTIONS
O. V. Okhlupina (Bryansk, Russia)

helga131081@yandex.ru

A huge number of problems in complex analysis is devoted to the topic of factorization
in various classes of functions. Interest in these issues appeared at the beginning of the
last century and has not lost its relevance today. We consider entire functions of a class
with weight from Lp-spaces. For the introduced class, a factorization representation
is constructed using the methods of complex analysis.

Keywords: entire function, factorization representation, order of the entire function.

Введение

Изучению различных классов функций и получению их полных описа-
ний был дан толчок в работах специалистов комплексного анализа ещё
в начале 20-го столетия. Достаточно упомянуть работы о факторизации
функций ограниченного вида и классов Харди в единичном круге. Пол-
ным описанием многочисленных классов функций занимаются и совре-
менные учёные, среди которых выделяются работы М. М. Джрбашяна,
Н. В. Говорова, А. А. Гольдберга, И. В. Островского, A. M. Седлецко-
го, Ф. А. Шамояна, Б. Н. Хабибуллина и других не менее известных
математиков.

Обозначим с помощью C комплексную плоскость, тогда H (C) - мно-
жество целых функций в C, 0 < p < +∞, 0 < ρ < +∞.

Рассмотрим класс функций Ep
ρ (C):

Ep
ρ (C) =



f ∈ H (C) :

+∞
ˆ

1

(lnM (r, f))p

rρp+1
dr < +∞



 .

Для данного класса функций осуществим построение факторизаци-
онного представления.
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В случае единичного круга с аналогичными результатами можно
ознакомиться в работе [1].

Другие весовые Lp-классы типа Валирона и описание их корневых
множеств рассмотрены в работе [2].

Основной результат работы

Теорема 1. Пусть ρ принимает нецелое неотрицательное значение,
0 < p < +∞, ρ− 1 < q < ρ. Равносильны следующие утверждения:

1. f ∈ Ep
ρ (C);

2. f допускает следующее представление

f(z) = zm
+∞∏

k=1

(
1− z

zk

)
exp

(
q∑

j=1

1

j

(
z

zk

)j
)
exp (h (z)) , где

z ∈ C, h (z) - многочлен, степень которого меньше ρ, m - неотрица-
тельное целое число, {zk}+∞k=1 - последовательность комплексных чисел,

для которой
∞∑
k=1

np(2k)
2kρp

< +∞.

Теорема 2. Пусть ρ ∈ N . Тогда следующие утверждения эквива-
лентны:

1. f ∈ Ep
ρ (C);

2. f допускает следующее представление

f(z) = zm
+∞∏
k=1

(
1− z

zk

)
exp

(
ρ∑
j=1

1
j

(
z
zk

)j
)
exp (h (z)) , где z ∈ C, h (z) -

многочлен, степень которого меньше ρ, m принимает неотрицатель-
ное целое значение, {zk}+∞k=1 — произвольная последовательность ком-

плексных чисел, для которой
∞∑
k=1

np(2k)
2kρp

< +∞, δf (r) =

∣∣∣∣∣
∑
|zk|≤r

1
zρk

∣∣∣∣∣ удовле-

творяет условию
+∞́

1

(δf (r))
p
dr

r < +∞.
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О ЯВНОЙ ЗАПИСИ ПОЛИНОМОВ БЕРНШТЕЙНА
ДЛЯ РАЦИОНАЛЬНОГО МОДУЛЯ
НА СИММЕТРИЧНОМ ОТРЕЗКЕ
М. А. Петросова (Москва, Россия)

petrosova05@mail.ru

Обсуждается задача о явной алгебраической записи полиномов Бернштейна на
симметричном отрезке. Выделен важный класс порождающих функций типа ра-
ционального модуля. Указан явный вид вторых производных, а также самих
полиномов Бернштейна на специально отобранной последовательности возраста-
ющих номеров. Итоговые результаты зависят, в частности, от арифметической
структуры абсциссы точки излома порождающей функции. Тематика представ-
ляет интерес в связи с задачей о скорости роста коэффициентов при явной ал-
гебраической записи полиномов Бернштейна на симметричном отрезке.

Ключевые слова: полиномы Бернштейна, рациональный модуль, симметричный
отрезок, трапеции Паскаля.

ON THE EXPLICIT ALGEBRAIC REPRESENTATION
FOR BERNSTEIN POLYNOMIALS OF RATIONAL MODULE

FUNCTION ON THE SYMMETRIC INTERVAL
M. A. Petrosova (Moscow, Russia)

petrosova05@mail.ru

The problem of the explicit algebraic representation for Bernstein polynomials on a
symmetric interval is discussed. Special class of generating rational module functions
is considered. We give explicit formulas for second derivatives, as well as for Bernstein
polynomials themselves on a selected sequence of numbers. Final results depend on
the arithmetic structure of the break point of generating rational module function.
The subject connects with the task on the growth rate of coefficients in the explicit
algebraic representation of Bernstein polynomials on a symmetric interval.

Keywords: Bernstein polynomials, rational module function, symmetric interval,
Pascal trapeziums.

Для функции f ∈ C[−1, 1] полиномы Бернштейна удобно определить
формулой

Bn(f, x) =
1

2n

n∑

k=0

f

(
1− 2k

n

)
Ck
n (1− x)k (1 + x)n−k, n ∈ N, (1)

где Ck
n — обычные биномиальные коэффициенты. Краткий обзор по тео-

рии полиномов Бернштейна на симметричном отрезке представлен в [1].
Рассматриваем важный класс производящих функций типа рацио-

нального модуля

f(x) = |qx− p|, x ∈ [−1, 1], (2)

где q ∈ N, p ∈ Z, |p| < q, НОД (p, q) = 1. Ставится вопрос о явной
алгебраической записи полиномов Бернштейна для функции (2).
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Известно (см. [2]), что в последовательности полиномов Бернштейна
для кусочно линейных порождающих функций возможны совпадающие
пары, образующие бесконечную цепочку регулярных склеиваний. При-
менительно к функции (2) получаем

Bqm+1(f, x) = Bqm(f, x), m ∈ N, (3)

если оба числа p, q являются нечетными, или же

B2qm+1(f, x) = B2qm(f, x), m ∈ N, (4)

если хотя бы одно из чисел p, q четное.
Используя общие формулы для производных полиномов Бернштейна

на симметричном отрезке (см. [3]), находим явные выражения вторых
производных от полиномов из соответствующих цепочек (3) или (4).

Теорема 1. Пусть Bn(f, x) — полиномы Бернштейна (1) для функ-
ции (2). Если оба числа p, q в формуле (2) являются нечетными, то

B′′qm(f, x) = (q2 − p2)m · 2−qmCsm
qm (1− x)sm−1 (1 + x)tm−1, m ∈ N, (5)

со значениями s = (q − p)/2, t = (q + p)/2. Если же хотя бы одно из
чисел p, q в формуле (2) четное, то

B′′2qm(f, x) = 2(q2−p2)m·2−2qmCsm
2qm (1−x)sm−1 (1+x)tm−1, m ∈ N, (6)

со значениями s = q − p, t = q + p.

Для раскрытия скобок в выражениях (5) и (6) применим так назы-
ваемую формулу бибинома

(1− x)j (1 + x)n−j =
n∑

k=0

Dk
n,j x

k, j, n ∈ N ∪ {0}, n > j, (7)

с коэффициентами Dk
n,j , образующими специальные трапеции Паскаля

(см. [4]). Раскрывая этим способом скобки в (5) и (6), и проводя двукрат-
ное интегрирование, получаем явную алгебраическую запись полиномов
Бернштейна по степеням переменной x на цепочках склеиваний (3) и (4).

Ввиду определенной громоздкости общих формул рассмотрим част-
ный пример функции f(x) = |3x − 2|. Пара p = 2, q = 3 содержит
четное число. Поэтому реализуются возможности (4) и (6). Расчет по
формуле (6) со значениями s = 1, t = 5 дает представление

B′′6m(f, x) = 10m · 2−6mCm
6m (1− x)m−1 (1 + x)5m−1, m ∈ N. (8)
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Формула бибинома (7) принимает здесь вид

(1− x)m−1 (1 + x)5m−1 =
6m−2∑

k=0

Dk
6m−2, m−1 x

k, m ∈ N. (9)

Подставляя (9) в представление (8) и проводя двукратное интегрирова-
ние, имеем окончательный результат

B6m(f, x) = αm + βm x+ 10m · 2−6mCm
6m

6m−2∑

k=0

Dk
6m−2,m−1

xk+2

(k + 1) (k + 2)

при m ∈ N. Числа Dk
6m−2,m−1 вычисляются по таблицам из работы [4].

Для коэффициентов αm и βm компактные выражения пока не найдены.
Нетрудно заметить, впрочем, что 2 < αm < 3 и −3 < βm < 0 при всех
значениях m ∈ N. Эти оценки связаны с геометрической структурой
функции f(x) = |3x− 2|.

Аналогично проводятся расчеты во всех остальных примерах вида (2)
на соответствующих цепочках (3) или (4). Отметим, что для полиномов
Бернштейна, не попадающих в цепочки склеиваний, формулы вторых
производных становятся сложнее, чем (5) или (6). Там возникают до-
полнительные слагаемые, и решение задачи сильно затрудняется.

Исследуемое направление представляет интерес в связи с нетривиаль-
ным вопросом о скорости роста коэффициентов полиномов Бернштейна
при явной алгебраической записи на симметричном отрезке (см. [5], [6]).

Выражаю благодарность И. В. Тихонову и В. Б. Шерстюкову за боль-
шую помощь в исследовании.
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УДК 517.9

О ПРЕОБРАЗОВАНИИ ФУРЬЕ ФУНКЦИЙ
ИЗ КЛАССОВ ДИНИ–ЛИПШИЦА

НА ЛОКАЛЬНЫХ ПОЛЯХ
С. С. Платонов (Петрозаводск, Россия)

platonov@psu.karelia.ru

Пусть K — произвольное локальное поле (т. е. локально-компактное, недискрет-
ное, вполне несвязное, полное топологическое поле), функция f(x) принадлежит

классу Лебега Lp(K), 1 < p ≤ 2, и пусть f̂(x) — преобразование Фурье функции f .
В работе приводится решение следующей задачи: если функция f принадлежит
классу Дини–Липшица DLip(α, β, p;K), α > 0, β ∈ R, то для каких значений r

можно гарантировать, что f̂ ∈ Lr(K)? Результат работы является аналогом клас-
сической теоремы Е. Титчмарша о преобразовании Фурье функций из классов
Липшица на R.

Ключевые слова: гармонический анализ на локальных полях, функциональ-
ные пространства на локальных полях, преобразование Фурье, условия Дини–
Липшица.

FOURIER TRANSFORM OF FUNCTIONS FROM
DINI – LIPSCHITZ CLASSES ON LOCALLY FIELDS

S. S. Platonov (Petrozavodsk, Russia)
platonov@psu.karelia.ru

Let K be a locally field (that is a locally compact, non-discrete, totally disconnected,
complete topological field). Suppose that a function f(x) belongs to the the Lebesgue

class Lp(K), 1 < p ≤ 2, and let f̂(x) be the Fourier transform of f . In this paper we
give an answer to the next problem: if the function f belongs to the Dini - Lipschitz
class DLip(α, β, p;K), α > 0, β ∈ R, then for which values of r we can guarantee

that f̂ ∈ Lr(K)? The result is an analogue of one classical theorem of E. Titchmarsh
about the Fourier transform of functions from the Lipschitz classes on R.

Keywords: harmonic analysis on local fields, function spaces on local fields, Fourier
transform, Dini–Lipschitz conditions.

В настоящей работе для функций на произвольном локальном поле
получен аналог одной классической теоремы Е. Титчмарша о преобра-
зовании Фурье функций из классов Липшица на R. Приведем точную
формулировку этой теоремы.

Пусть f(x) — функция из пространства Lp(R), p ≥ 1, (все рассматри-
ваемые функции комплекснозначные), ‖ · ‖Lp(R) — норма в пространстве
Lp(R), α — произвольное число из полуинтервала (0, 1]. По определению
функция f(x) принадлежит классу Липшица Lip(α, p;R), если выпол-
няется условие

‖f(x− t)− f(x)‖L2(R) = O(tα)

при t→ 0.

Теорема 1 ( [1, теорема 84]). Пусть f(x) ∈ Lip(α, p;R), 1 < p ≤ 2,

0 < α ≤ 1, и пусть f̂ — преобразование Фурье функции f . Тогда f̂
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принадлежит классу Лебега Lr(R) при

p

p+ αp− 1
< r ≤ p

p− 1
, (1)

причем границы в неравенстве (1) точные.
В настоящей работе приводится аналог теоремы 1 для преобразова-

ния Фурье на произвольном локальном поле. Приведем необходимые све-
дения из гармонического анализа на локальных полях.

Локальным полем называется произвольное локально-компактное,
недискретное, вполне несвязное, полное топологическое поле. Примера-
ми локальных полей являются поле p-адических чисел и поле формаль-
ных рядов Лорана над произвольным конечным полем. Полное описа-
ние локальных полей см., например, в монографиях [2, 3]. Гармониче-
ский анализ на локальных полях является частным случаем более обще-
го гармонического анализа на локально компактных абелевых группах
(см. [4]), но наличие более богатых алгебраических структур на локаль-
ном поле позволяет глубже изучать различные задачи гармонического
анализа и его приложений.

ПустьK — произвольное локальное поле. НаK существует неархиме-
дово абсолютное значение x 7→ |x| ∈ [0,+∞), x ∈ K, удовлетворяющее
условиям: 1) |x| ≥ 0 и |x| = 0 тогда и только тогда, когда x = 0; 2)
|xy| = |x||y| ∀x, y ∈ K; 3) |x+ y| ≤ max{|x|, |y|}.

Подмножество D := {x ∈ K : |x| ≤ 1} является подкольцом в K (оно
называется кольцом целых чисел в K). Подмножество D является ком-
пактным открытым подмножеством в K. Пусть B := {x ∈ K : |x| < 1}.
Подмножество B является максимальным идеалом в D и компактным
открытым подмножеством в K. Фактор-кольцо K/B изоморфно конеч-
ному полю GF (q), где q = pn — порядок поля, p — простое число, n —
натуральное число.

Пусть dx — мера Хаара на K, удовлетворяющая условию нормиров-
ки µ(D) = 1, где µ(A) — мера Хаара множества A. Обычным образом
определяются банаховы пространства Лебега Lp(K), 1 ≤ p ≤ ∞. Пусть
‖ · ‖p — норма в пространстве Lp(K).

На поле K существует единственная непрерывная функция χ : K 7→
C, удовлетворяющая условиям: 1) |χ(x)| = 1 ∀x ∈ K; 2) χ(x + y) =
χ(x)χ(y) ∀x, y ∈ K; 3) {x ∈ K : χ(x) = 1} = D. Для любого n ∈ Z
пусть Dn = {x ∈ K : |x| ≤ q−n. Семейство {Dn, n ∈ Z} образует фунда-
ментальную систему компактных окрестностей нуля в K. Отметим, что
D0 = D.

На любом локальном поле естественным образом определяется преоб-
разование Фурье. Для f ∈ L1(K), преобразование Фурье F : f(x) 7→ f̂(y)
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определяется формулой

F (f)(y) = f̂(y) :=

ˆ

K

f(x)χ(−xy) dx, y ∈ K.

Для любого p ∈ [1,+∞] пусть p′ := p
p−1 . Если f ∈ Lp(K), 1 < p ≤ 2, то ее

преобазование Фурье f̂(y) может быть определено как предел в Lp
′
(K)

последовательности функций

f̂n(y) :=

ˆ

Dn

f(x)χ(−xy) dx

при n→∞. Преобразование Фурье F : f(x) 7→ f̂(y) является линейным
ограниченным оператором из банахова пространства Lp(K) в банахо-
во пространство Lp

′
(K), и для любой функции f ∈ Lp(K) справедливо

неравенство Хаусдорфа–Юнга

‖F (f)‖p′ ≤ ‖f‖p, 1 ≤ p ≤ 2.

Для любой функции f на K и для любого h ∈ K пусть

(τhf)(x) := f(x− h).

Оператор τh называется оператором сдвига. Оператор τh является изо-
метрическим оператором в банаховом пространстве Lp(K), 1 ≤ p ≤ ∞.

Для f ∈ Lp(K) и n ∈ N пусть

ωp(f ;n) := sup{‖f − τhf‖p : h ∈ Dn}.

Числовая последовательность {ωp(f ;n)}n∈N называется модулем непре-
рывности функции f в пространстве Lp(K).

Пусть 1 ≤ p <∞, α > 0, β — произвольное вещественное число, f(x)
— комплекснозначная функция на K.

Определение. Функция f(x) принадлежит классу Дини–Липшица
DLip(α, β, p;K), если f ∈ Lp(K) и для некоторой постоянной c = c(f) >
0 справедливо неравенство

ωp(f ;n) ≤ c q−αnn−β, n = 1, 2, . . . .

В частном случае β = 0 класс DLip(α, 0, p;K) называется классом Лип-
шица и обозначается Lip⊕(α, p;K).

Следующая теорема является аналогом теоремы 1 для преобразова-
ния Фурье–Уолша функций из двоичного класса Дини–Липшица.
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Теорема 2. Пусть f(x) ∈ DLip(α, β, p;K), 1 < p ≤ 2, α > 0, β ∈
R, и пусть f̂ – ее преобразование Фурье на K. Тогда f̂ принадлежит
классу Лебега Lr(K), если r удовлетворяет условиям:

p

p+ αp− 1
< r ≤ p

p− 1
при β ≤ p+ αp− 1

p
, (2)

p

p+ αp− 1
≤ r ≤ p

p− 1
при β >

p+ αp− 1

p
. (3)

При этом границы p
p+αp−1 и p

p−1 в неравенствах (2) и (3) точные,
т. е. область значений r не может быть расширена.

В частном случае β = 0 получаем следующее следствие.
Следствие.Если f(x) ∈ Lip(α, p;K), 1 < p ≤ 2, α > 0, то ее преоб-

разование Фурье f̂ принадлежит классу Лебега Lr(K) при

p

p+ αp− 1
< r ≤ p

p− 1
, (4)

причем границы в неравенстве (4) точные.

В частном случае, когда локальное поле K совпадает с полем p-
адических чисел, теорема 2 доказана в [5].
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АНАЛИЗ НА P-ИЧНЫХ ГРУППАХ1

М. Г. Плотников (Вологда, Россия)
MGPlotnikov@gmail.com

Рассмотрены представления p-ичных групп G, а также рядов по системам ха-
рактеров G (системам Виленкина–Крестенсона). Построены новые примеры U -
множеств для систем Виленкина–Крестенсона.

Ключевые слова: p-ичные группы, системы Виленкина–Крестенсона, p-ичные
графы, p-ичные мартингалы, U-множества.

ANALYSIS ON THE P-ADIC GROUPS1

M. G. Plotnikov (Vologda, Russia)
MGPlotnikov@gmail.com

Various representations of the p-adic groups G, as well as series on the systems of
characters of G (Vilenkin–Chrestenson systems), are considered. New examples of
U -sets for the Vilenkin–Chrestenson systems are constructed.

Keywords: p-adic groups, Vilenkin–Chrestenson systems, p-adic graphs, p-adic
martingales, U-sets.

1. Основные определения и обозначения

Всюду N означает множество целых неотрицательных, C — комплексных
чисел. Для натурального q положим N(q) := {0, 1, . . . , q − 1}.

Фиксируем произвольное p ∈ {2, 3, . . .} и рассмотрим p-ичную группу
G = Gp, т.е. множество последовательностей g = (g0, g1, . . .), gk ∈ N(p),
с групповой операцией покоординатным сложением по модулю p. Отоб-

ражение φ : g 7→
∞∑
k=0

gk
pk+1

переводит G в отрезок [0, 1], а множества

∆m
k :=

{
g ∈ G : gs = mk−1−s, s = 0, k − 1

}
, m =

k−1∑

j=0

mjp
j (1)

— в замкнутые интервалы
[
m/pk; (m+ 1)/pk

]
. Множества (1) называют

p-ичными интервалами (ранга k) в G, а смежными — p-ичные интер-
валы одного ранга, чье объединение есть p-ичный интервал ранга на
единицу меньше. (Интервалы ∆pm+j

k+1 , j ∈ N(p), являются смежными.)

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-
01-00584.

1The reported study was funded by RFBR, project number 20-01-00584.
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Множества (1) образуют счетную базу топологии в G. G является
компактной абелевой группой, группу характеров которой образует си-
стема Виленкина–Крестенсона {V Cn}∞n=0 (приведена нумерация Пэли):

V Cn(g) =
∞∏

k=0

exp

(
2πigknk

p

)
, n =

∞∑

k=0

nkp
k, nk ∈ N(p). (2)

Подробнее о группе G и системе {V Cn} см., напр., в [1–3].

2. Представления p-ичной группы и рядов
Виленкина–Крестенсона

Здесь мы соберем в единое целое весьма разрозненные факты, касающи-
еся представлений группы G, а также рядов

∞∑

n=0

anV Cn(g), an ∈ C. (3)

См., напр., [2, § 3.1], [3], [4, Ch. 3], [5]– [9]; в части работ рассматривается
лишь случай p = 2. К известным результатам добавлены новые.

p-ичные интервалы можно отождествить с вершинами ориентирован-
ного графа (p-ичного дерева) T∆ на рис. 1. k-й ярус дерева составляют
p-ичные интервалы ∆m

k ранга k, упорядоченные поm естественным обра-
зом. Любое ребро графа T∆ идет от p-ичного интервала ранга k к одному
из p смежных интервалов ранга k + 1.

∆0
0

∆0
1 ∆1

1
. . . . . . ∆p−2

1 ∆p−1
1

∆0
2 ∆1

2
. . . ∆p−2

2 ∆p−1
2

. . . . . . ∆p2−p
2 ∆p2−p+1

2
. . .∆p2−2

2 ∆p2−1
2

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . .. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

T∆

Рис. 1
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Сама группа G отождествляется с множеством (ориентированных)
путей P на графе T∆, начинающихся с корня ∆0

0. Этот факт верифи-
цируется следующей конструкцией. Для каждой вершины графа зану-
меруем в естественном порядке p ребер, исходящих от этой вершины,
числами 0, 1, . . . , p − 1. Тогда каждому элементу g = (g0, g1, . . .) ∈ G
можно сопоставить путь P , последовательно проходящий через ребра с
номерами g0, g1, . . . . Несложно показать, что g является еще и точкой
пересечения p-ичных интервалов, лежащих на пути P .

Что касается рядов (3), то каждому такому ряду можно поставить
в соответствие ориентированное p-ичное дерево TA со значениями Am

k в
вершинах, см. рис. 2. Если SN — N -ые частичные суммы ряда (3), то
Am
k := Smk — постоянное значение Spk на ∆m

k .

A0
0

A0
1 A1

1
. . . . . .Ap−2

1 Ap−1
1

A0
2 A

1
2
. . . Ap−2

2 Ap−1
2

. . . . . . Ap2−p
2 Ap2−p+1

2
. . . Ap2−2

2 Ap2−1
2

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . .. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

TA

Рис. 2

Необходимым и достаточным условием такого представления являет-
ся система соотношений

Am
k =

1

p

∑

j∈N(p)
Apm+j
k+1 , k ∈ N, m = 0, . . . , pk − 1. (4)

В несколько других настройках подобные равенства имеются в [7].
Соотношения (4) фактически означают, что последовательность

Spk образует дискретный мартингал на вероятностном пространстве
{G,F , µ}, с фильтрацией {Fk}∞k=0. Здесь F — σ-алгебра борелевских
множеств на G, Fk — σ-алгебра, порожденная p-ичными интервалами
ранга k, µ — мера Хаара на G. Напомним, что последовательность слу-
чайных величин (Xk) на вероятностном пространстве {Ω,F ,P} с вы-
деленной системой σ-алгебр F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ F (фильтрацией) об-
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разует дискретный мартингал, если для всех k ∈ N с.в. Xk является
Fk-измеримой, E |Xk| <∞ и E (Xk+1|Fk) = Xk (п.н.).

Еще одним представлением рядов по системе Виленкина–Крестенсона
являются квазимеры — конечно-аддитивные функции множества, опре-
деленные на семействе p-ичных интервалов. Каждый ряд (3) порождает
квазимеру τ по следующему правилу: τ (∆m

k ) = Smk /p
k. Коэффициенты

ряда (3) восстанавливаются из порождаемой им квазимеры по формуле
an =

´

G
V Cn dτ при подходящем выборе понятия интеграла. Подробности

— в [9, п. 2.3].
Каждую квазимеру можно рассматривать как граф TA, удовлетворя-

ющий соотношениям

Am
k =

∑

j∈N(p)
Apm+j
k+1 , k ∈ N, m = 0, . . . , pk − 1, (5)

если взять Am
k := τ (∆m

k ) для всех k и m.
В [8] квазимеры рассматривались, как линейные функционалы на

пространстве TP (G) — линейной оболочке характеристических функ-
ций p-ичных интервалов. Это дает еще одно представление рядов (3).

Теорема 1. Следующие объекты изоморфны, как линейные
пространства:

1) множество рядов (3);
2) множество графов TA с соотношениями (4);
3) множество p-ичных мартингалов;
4) множество квазимер;
5) множество графов TA с соотношениями (5);
6) множество линейных функционалов на пространстве TP (G).

3. U-множества для системы Виленкина–Крестенсона

Здесь мы построим новые классы U -множеств для системы {V Cn}. На-
помним, что если {fn} — система функций, заданных на нормированном
пространстве X , то множество A ⊂ X называется множеством един-
ственности (иначе, U -множеством) для системы {fn}, если из сходи-
мости ряда

∑
anfn(x) к нулю наX\A вытекает, что все an = 0. Отметим,

что семейство U -множеств обладает свойством наследственности: если
A ⊂ B и B есть U -множество, то A также является U -множеством.

Введем обозначения:

Gk := {g = (g0, g1, . . .) : gk = gk+1 = . . . = 0} ⊂ G;
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Nr,k =

{
r−1∑

j=0

njp
j + nk−1p

k−1, nj, nk−1 ∈ N(p)

}
⊂ N. (6)

Очевидно, Gk является подгруппой G, а Nr,k — подгруппой N, ес-
ли рассматривать p-ичные записи чисел из N и снабдить множество N
операцией поразрядного сложения по модулю p.

Теорема 2. Пусть {ks}s∈N — возрастающая последовательность
натуральных чисел. Положим B = N(p) \ {0} = {1, . . . , p− 1},

F = {g = (g0, g1, . . .) ∈ G : gks−1 ∈ B, s ∈ N} . (7)

Тогда F является U -множеством для системы {V Cn}.
Доказательство. Предположим, что утверждение теоремы не явля-

ется верным и найдется нетривиальный ряд (3), сходящийся к нулю вне
F . В силу нетривиальности ряда τ (ĝ ⊕∆r) 6= 0 для некоторого p-ичного
интервала ĝ ⊕∆r. Здесь τ — квазимера, порожденная рядом (S).

Обозначим Hks = G\Fs. Фиксируем s и пишем для краткости k := ks.
Рассмотрим величину

Tk := τ (Hk ∩ (ĝ ⊕∆r)) =
∑

∆m
k ⊂Hk∩(ĝ⊕∆r)

τ (∆m
k ) .

С одной стороны, τ(∆m
k ) = 0, если ∆m

k ⊂ Hk ∩ (ĝ ⊕∆r), в силу теоре-
мы 8 из [3] и комментария к этой теореме. Поэтому Tk = 0 при k ≥ r. С
другой стороны, применяя технику, подобную той, что использовалась
в [12], можно получить равенство

Tk =
1

p
· τ (ĝ ⊕Gr) +

1

pr+1
·

∑

n∈Nr,k\N(pr)
anV Cn (ĝ) . (8)

Оценим второе слагаемое в правой части (8). Из (6) видно, что

max{n ∈ Nr,k \ N(pr)} ≥ pk−1 →∞, k →∞.

Кроме того, множество Nr,k \N(pr) состоит из (p− 1) pr элементов. При-
мем во внимание также тождество |V Cn| ≡ 1 и тот факт, что сходимость
ряда Виленкина–Крестенсона хотя бы в одной точке влечет соотношение
an → 0, n→∞. Получим:

∣∣∣∣∣∣
1

pr+1

∑

n∈Nr,k\N(pr)
anV Cn (ĝ)

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

pr+1

∑

n∈Nr,k\N(pr)
|an|
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≤ (p− 1)pr

pr+1
max

n∈Nr,k\N(pr)
|an| → 0, k →∞.

Отсюда вытекает, с учетом (8), что lim
k→∞

Tk = τ (ĝ ⊕Gr) /p 6= 0. Это

противоречит тому, что Tk = 0 при k ≥ r, и доказывает теорему.
Множества (7) образуют, по-видимому, самый широкий известный

класс замкнутых U -множеств для системы {V Cn}, включающий в себя
все другие известные классы (см., напр., [8], [3], [11]), а также содержа-
щий новые множества.

С геометрической точки зрения каждое из множеств (7) обладает
определенной симметрией: оно занимает одну и ту же позицию на всех
"гроздьях" смежных p-ичных интервалов (ks − 1)-го яруса дерева T∆,
s ∈ N.

Теорема 3. Пусть {ks}s∈N — возрастающая последовательность
натуральных чисел и каждого s ∈ N+ задано множество Bs $ N(p).
Положим

F = {g = (g0, g1, . . .) ∈ G : gks−1 ∈ Bs, s ∈ N} . (9)

Тогда F есть U -множество для системы {V Cn}.
Доказательство. Так как семейство U -множеств обладает свой-

ством наследственности, достаточно доказать теорему для случая, когда
#Fs = p−1 для каждого s, т.е. Fs = N(p)\{qs}, qs ∈ N(p). Если qs ≡ 0, то
мы находимся в условиях теоремы 2 и приходим к нужному результату.

В противном случае рассмотрим множество (−g̃)⊕ F , g̃ks−1 = qs для
всех s и g̃k = 0, если k 6= ks ни для какого s. В силу того, что F и (−g̃)⊕F
одновременно либо являются, либо не являются U -множествами, ситуа-
ция сводится к случаю qs ≡ 0, а затем к теореме 2. Теорема 3 доказана.

Из теоремы 3 получается следствие, обобщающее на p ≥ 3 резуль-
тат А. А. Шнейдера из [13]. Пусть Fζ — симметричное совершенное мно-
жество с постоянным отношением ζ ∈ (0, 1/2). Естественным образом
перенесем Fζ с отрезка [0, 1] на группу G так, что прообразом каждого
p-ичного интервала тоже будет p-ичный интервал.

Теорема 4. Множество F1/p, p ≥ 3, является U -множеством для
системы Виленкина–Крестенсона.

Доказательство. Из [14, гл. 14, § 18]) вытекает, что

F1/p =
∞⋂

s=0

2s−1⊔

m=1

[
s∑

j=1

(
p− 1

pj

)
ms−j,

1

ps
+

s∑

j=1

(
p− 1

pj

)
ms−j

]
,

m =
s−1∑
j=1

mj2
j и

0∑
j=1

:= 0. Отсюда F1/p = {g ∈ G : gk = 0∨ (p− 1), k ∈ N},
выбор 0∨(p−1) свой для каждого s. Значит, F1/p представимо в виде (9),
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если положить ks ≡ s, а Bs ≡ {0, p−1}. Применив теорему 3, завершаем
доказательство теоремы 4.

На рис. 3 изображен граф T∆, соответствующий множеству F1/p.
Каждому g ∈ F1/p соответствует путь, начинающийся с корневого эле-
мента и проходящий через отмеченные темным вершины.
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УДК 517.518

МНОЖЕСТВА ТИПА КАНТОРА И РЯДЫ
ПО СИСТЕМАМ ВИЛЕНКИНА–КРЕСТЕНСОНА1

М. Г. Плотников, В. C. Асташонок (Вологда, Россия)
MGPlotnikov@gmail.com, AstashonokV1998@gmail.com

А. А. Шнейдер доказал, что если Fζ — симметричное совершенное множество
с постоянным отношением ζ, то при ζ = 1/2n+1 (n ∈ N) оно является U -
множеством для системы Уолша. Мы изучаем вопрос, являются ли множества
Fζ с ζ = 1/pn множествами Дирихле и U -множествами для систем Виленкина–
Крестенсона на p-ичных группах.

Ключевые слова: системы Виленкина–Крестенсона, множества типа Кантора,
множества Дирихле, U-множества.

CANTOR TYPE SETS AND SERIES
ON THE VILENKIN–CHRESTENSON SYSTEMS2

M. G. Plotnikov, V. S. Astashonok (Vologda, Russia)
MGPlotnikov@gmail.com, AstashonokV1998@gmail.com

A. A. Šneider has proved that if Fζ is the symmetric perfect set with the constant
ratio ζ then for ζ = 1/2n+1 (n ∈ N) Fζ is a U -set for the Walsh system. We study
the question of whether the sets Fζ with ζ = 1/pn are Dirichlet sets and U -sets for
the Vilenkin–Chrestenson systems on the p-adic groups.

Keywords: Vilenkin–Chrestenson systems, Cantor type sets, Dirichlet sets, U-sets.

Пусть ζ ∈ (0, 1/2) и Fζ — симметричное совершенное множество с по-
стоянным отношением ζ (множество канторовского типа). Одна из заме-
чательных теорем теории тригонометрических рядов состоит в том, что
Fζ является множеством единственности для тригонометрической
системы тогда и только тогда, когда ζ−1 есть число Пизо (Н. К. Бари
— случай рациональных ζ, результат работ Р. Салема, А. Зигмунда и
И. И. Пятецкого–Шапиро — общий случай, см. [1, гл. 14, §§ 18, 19]). На-
помним, что если {fn} — система функций, заданных на нормированном
пространстве X , то множество A ⊂ X называется множеством един-
ственности (иначе, U -множеством) для системы {fn}, если из сходи-
мости ряда

∑
anfn(x) к нулю на X \ A вытекает, что все an = 0.

Один из результатов работы А. А. Шнейдера [2] состоит в том, что
при ζ = 1/2l+1, l ∈ N, Fζ является U -множеством для системы Уолша.
На текущий момент это единственный результат о множествах Fζ как U -
множествах для системы Уолша.

В [3] Д. С. Харрис уточнил результат А. А. Шнейдера, заметив, что
на двоичной группе множества F1/2l+1 являются множествами Дирихле

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-
01-00584.

2The reported study was funded by RFBR, project number 20-01-00584.
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для системы Уолша и даже подгруппами меры Хаара нуль. Напомним,
что если на множестве X задана система функций {gn}∞n=0, то множе-
ство A ⊂ X называют множеством Дирихле для системы {gn}, если
lim inf
n→∞

sup
x∈A

|1− gn(x)| = 0. Ранее К. Йонеда установил [4], что любая под-

группа меры Хаара нуль двоичной группы является множеством Дири-
хле, а всякое множество Дирихле, в свою очередь, U -множеством для
системы Уолша. В [3] результат К. Йонеды был распространен на систе-
мы характеров произвольных нульмерных компактных абелевых групп
G, а в [5] рассматривались множества Дирихле и их обобщения на про-
изведениях Gd таких групп G, и было установлено, что все они являются
U -множествами для широкого класса сходимостей.

Фиксируем произвольное p ∈ {2, 3, . . .} и рассмотрим p-ичную группу
Виленкина Gp, т.е. множество последовательностей g = (g0, g1, . . .), gk ∈
{0, 1, . . . , p− 1} с групповой операцией покоординатным сложением по

модулю p. Сюръективное отображение φ : g 7→
∞∑
k=0

gk
pk+1

переводит группу

Gp в отрезок [0, 1]. Множества вида

∆
m0,m1,...,mk−1

k =
{
g = (g0, g1, . . .) ∈ Gp : gs = mk−1−s, s = 0, k − 1

}
(1)

образуют счетную базу топологии в Gp, являясь одновременно замкну-
тыми и открытыми множествами в этой топологии. Образами таких
множеств при отображении φ являются замкнутые p-ичные интервалы
[
m/pk; (m+ 1)/pk

]
, m =

k−1∑
j=0

mjp
j, в связи с чем множества (1) также

называют p-ичными интервалами (ранга k).
Gp является компактной абелевой группой, группу характеров кото-

рой образует система Виленкина–Крестенсона {V Cn}∞n=0, определяемая
следующим образом. Если Rk(g) := exp (2πigk/p) — обобщённые функ-

ции Радемахера на Gp, n =
∞∑
k=0

nkp
k (nk ∈ {0, . . . , p − 1}), то функция

Виленкина–Крестенсона V Cn (в нумерации Пэли) есть

V Cn(g) =
∞∏

k=0

(Rk(g))
nk =

∞∏

k=0

exp

(
2πigknk

p

)
. (2)

При p = 2 система {V Cn} совпадает с системой Уолша.

Лемма 1 (см. [1, гл. 14, § 18]).

Fζ =
∞⋂

s=0

2s−1⊔

m=1

[
s∑

j=1

(
ζj−1 − ζj

)
ms−j, ζ

s +
s∑

j=1

(
ζj−1 − ζj

)
ms−j

]
. (3)
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Здесь m =
s−1∑
j=1

mj2
j и

0∑
j=1

:= 0. Как следствие,

F1/pl =
∞⋂

s=0

2s−1⊔

m=1

[
s∑

j=1

(
pl − 1

plj

)
ms−j,

1

pls
+

s∑

j=1

(
pl − 1

plj

)
ms−j

]
. (4)

Из (4) следует, что

F1/pl ={z = (z0, z1, . . .) ∈ Gp :

zsl = zsl+1 = . . . = z(s+1)l−1 = 0 ∨ (p− 1), s = 0, 1, . . .}, (5)

причем выбор 0∨ (p−1) свой для каждого s. Отметим, что из (5) видно,
что F1/pl является подгруппой группы Gp тогда и только тогда, когда
p = 2.

Отметим, что каждое множество F (s)

1/pl
в формуле (4) является объ-

единением 2s p-ичных интервалов ранга ls. В связи с этим мы перенесем
множества F (s)

1/pl
с отрезка [0, 1] на группу Gp, сделав это таким образом,

что прообразом F
(s)

1/pl
будет объединение 2s соответствующих p-ичных ин-

тервалов на группе Gp. Попутно отметим, что в работе [6] для системы
Уолша доказано (Теорема А 2.47), что замкнутое множество является
U -множеством на группе Gp тогда и только тогда, когда φ(E) является
U -множеством на отрезке [0, 1]. Этот результат несложно распростра-
нить и на системы Виленкина–Крестенсона.

Теорема 1. Если ζ = 1/pl, l ∈ N, l ≥ 2, то Fζ являет-
ся множеством Дирихле и U -множеством для системы Виленкина–
Крестенсона.

Доказательство. Из (2) и (5) видно, что всякая функция

V Cn(s) =

(s+1)l−1∏

j=sl

R
αj

j :

(s+1)l−1∑

j=sl

αj = p,

обладает тем свойством, что V Cn(s)(g) = 1 для каждого g ∈ F1/pl. Сле-
довательно,

lim inf
n→∞

sup
g∈F1/pl

|1− V Cn(g)| = 0

и F1/pl является множеством Дирихле для системы {V Cn}. С учетом
теоремы 1 из [3], F1/pl есть U -множество. Теорема доказана.

Теорема 2. Множество F1/p, p ≥ 3, не является множеством Ди-
рихле и даже не представимо в виде счетного объединения множеств
Дирихле для системы {V Cn}.
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Доказательство. Формула (5) влечет

F1/p = {g = (g0, g1, . . .) ∈ Gp : gk = 0 ∨ (p− 1), k = 0, 1, . . .}. (6)

Предположим, что F1/p =
∞⋃
j=1

Ej, где Ej — множества Дирихле для си-

стемы {V Cn}. Фиксируем произвольное Ej =: E. Рассмотрим произ-
вольную непустую порцию множества F1/p вида F1/p ∩∆, ∆ — p-ичный
интервал. В этом случае найдутся натуральное l и ĝk ∈ {0, p − 1},
k = 0, . . . , l − 1, такие, что

∆ = {g = (g0, g1, . . .) ∈ Gp : gk = ĝk, k = 0, . . . , l − 1} . (7)

Так как E — множество Дирихле для системы {V Cn}, найдется воз-
растающая последовательность {n(s)} такая, что

V Cn(s)(g) = 1 для каждого g ∈ E. (8)

Выберем достаточно большое s, чтобы n := n(s) ∈
[
pL; pL+1 − 1

]
для

некоторого L ≥ l. Рассмотрим p-ичные интервалы ранга L+ 1:

∆1 =
{
g ∈ Gp : gk = ĝk, k = 0, l − 1; gk = 0, k = l, L− 1; gL = 0

}
;

∆2 =
{
g ∈ Gp : gk = ĝk, k = 0, l − 1; gk = 0, k = l, L− 1; gL = p− 1

}
.

Из (2) видно, что на ∆1 и ∆2 функция V Cn принимает постоянные зна-
чения

l−1∏

k=0

exp

(
2πiĝknk

p

)
и

l−1∏

k=0

exp

(
2πiĝknk

p

)
· exp

(
2πi(p− 1)nL

p

)
,

соответственно. Так как nL 6= 0, в силу того, что n ∈
[
pL; pL+1 − 1

]
, эти

значения различны. Значит, как минимум одно из них не равно единице.
Поэтому как минимум один из p-ичных интервалов ∆1 или ∆2 имеет
пустое пересечение с E, в силу (8). Значит, в любой непустой порции
множества F1/p лежит p-ичный интервал, не содержащий точек из E.
Это означает, что E нигде не плотно в F1/p.

Итак, F1/p есть счетное объединение нигде не плотных множеств, что
противоречит теореме Бэра. Противоречие доказывает теорему.

Замечание. Если p ≥ 3, то, в отличие от случая p = 2, множество
F1/p не является подгруппой меры Хаара нуль группы Gp и даже не
представимо в виде счетного объединения таких подгрупп. Этот факт
вытекает из теоремы 2 и результатов работы [3].
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ПРОБЛЕМА УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ В ЗАДАЧЕ
КОШИ ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ЗАКОНОВ

СОХРАНЕНИЯ
А. В. Подорога (Москва, Россия)

anastasiapodoroga@gmail.com

Рассматривается задача Коши для квазилинейного закона сохранения с кусочно
линейной функцией потока. Выделен специальный класс кусочно постоянных ре-
шений. Поставлен вопрос об устойчивости таких решений по малым возмущени-
ям функции потока. Указаны специальные предположения, при которых удается
получить желаемую оценку устойчивости. Доклад будет дополнен результатами
численного моделирования по обсуждаемой теме.

Ключевые слова: квазилинейный закон сохранения, кусочно линейная функция
потока, обобщенные решения, оценка устойчивости.

ON THE SOLUTIONS STABILITY IN THE CAUCHY
PROBLEM FOR THE QUASILINEAR CONSERVATION LAWS

A. V. Podoroga (Moscow, Russia)
anastasiapodoroga@gmail.com

We discuss the Cauchy problem for a quasi-linear conservation law with a piecewise
linear flow function. A special class of piecewise constant solutions is considered. The
question of stability of solutions for small perturbations of the flow function is raised.
We introduce special assumptions, under which it is possible to obtain the stability
estimate. The talk will be supplemented with the results of numerical simulation.

Keywords: quasilinear conservation law, piecewise linear flow function, generalized
solutions, stability estimate.

Рассмотрим задачу Коши для квазилинейного закона сохранения

∂u

∂t
+
∂f(u)

∂x
= 0, u = u(x, t), x ∈ R, t > 0, (1)

с начальным условием

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R. (2)

Задача (1), (2) активно используется в теоретических и численных иссле-
дованиях, связанных с квазилинейными дифференциальными уравнени-
ями (см. [1–10]). При этом функция потока f(u) часто предполагается
выпуклой вверх или вниз (см. [1, 4–6]). Сейчас мы не налагаем такого
ограничения (см. также [2, 9]).

Выберем специальный класс кусочно линейных функций потока f(u)
и класс кусочно постоянных начальных условий ϕ(x) с конечным набо-
ром значений E(ϕ) ⊂ R. При таких ограничениях единственное обоб-
щенное энтропийное решение u = u(x, t) задачи Коши (1), (2) также
будет кусочно постоянным (см. [8–10]), а каждая кривая сильного раз-
рыва решения должна удовлетворять условиям Гюгонио и Олейник.
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Так, если x = ξ(t) — кривая сильного разрыва обобщенного реше-
ния u = u(x, t) со значениями

u+ = u(ξ(t) + 0, t), u− = u(ξ(t)− 0, t)

справа и слева от разрыва, то условие Гюгонио (см. [3–6]) имеет вид

ξ′(t) =
f(u+)− f(u−)

u+ − u−
. (3)

Соответственно, условие Олейник [2] означает, что

(f(u)− l(u))(u+ − u−) > 0 (4)

для любого численного значения u, находящегося между u+ и u−. При
этом l(u) есть уравнение секущей, соединяющей на плоскости (u, f) точ-
ки графика (u+, f(u+)) и (u−, f(u−)). Всюду в дальнейшем стандартные
соглашения (3), (4) считаем выполненными.

Так как ϕ(x) есть кусочно постоянная функция с конечным множе-
ством значений E(ϕ), то существуют такие ϕmin, ϕmax ∈ E(ϕ), что

ϕmin 6 ϕ(x) 6 ϕmax, x ∈ R.

Решение задачи Коши (1), (2) подчинено тем же ограничениям

ϕmin 6 u(x, t) 6 ϕmax, x ∈ R, t > 0. (5)

В силу ограничений (5) функцию потока f(u) будем рассматривать лишь
на отрезке [ϕmin, ϕmax]. Обсудим, что происходит с решением u = u(x, t)
при возмущении f(u) на этом отрезке.

Отметим типичный пример. Для одной и той же начальной функции

ϕ(x) =

{
2c, x < 0,

0, x > 0,
(6)

с фиксированным значением c > 0 возьмем функцию потока

f(u) ≡ 0, 0 6 u 6 2c, (7)

и возмущенную функцию fε(u), не сильно отличающуюся от первой

fε(u) =





ε

c
· u, 0 6 u 6 c,

2ε− ε

c
· u, c 6 u 6 2c,

(8)
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Обобщенное решение задачи Коши (1), (2) с начальным условием (6) и
функцией потока (7) очевидно имеет вид

u(x, t) ≡ ϕ(x), x ∈ R, t > 0. (9)

С другой стороны, решение uε(x, t), отвечающее тому же начальному
условию (6) и функции потока (8) имеет вид

uε(x, t) =





2c, x < −ε
c
· t,

c, −ε
c
· t < x <

ε

c
· t,

0, x >
ε

c
· t,

(10)

Условия (3), (4) для решения (10) проверяются непосредственно.
Несмотря на очевидную близость функций потока (7) и (8) (при ма-

лых значениях ε > 0), решения (9) и (10) заметно различаются. Напри-
мер, в любой момент времени t = t∗ > 0 имеется точка x∗ = εt∗/(2c),
в которой разность между uε(x, t) и u(x, t) оказывается равной c > 0.
При этом значение c > 0 является достаточно большим, как бы мы ни
выбирали малое ε > 0.

Дадим теперь оценку, позволяющую измерить отклонение решений
двух задач при специальных возмущениях функций потока. Пусть мно-
жество абсцисс M =M(f) точек излома функции f(u) включает в себя
всё множество значений E(ϕ) начальной функции ϕ(x), но, кроме то-
го, может содержать и другие точки из [ϕmin, ϕmax]. Пусть множество
абсцисс M1 = M(f1) точек излома функции f1(u) включает в себя мно-
жество M и содержит также другие точки из [ϕmin, ϕmax], т. е.

E(ϕ) ⊂M ⊂M1.

Пусть ∆ — максимальное расстояние между соседними точками из мно-
жества M . Справедлив следующий результат.

Теорема 1. Пусть u(x, t) и u1(x, t) — обобщенные решения задач
Коши (1), (2) с одним и тем же начальным условием и функциями по-
тока f(u) и f1(u) соответственно. Если функции f(u) и f1(u) удовле-
творяют перечисленным выше требованиям, то для любых x1, x2 ∈ R
и любого момента времени T > 0 справедлива оценка

∣∣∣∣∣∣

x2
ˆ

x1

(u(x, T )− u1(x, T ))dx

∣∣∣∣∣∣
6 (L+ L1)T∆. (11)

Здесь L = L(f) и L1 = L(f1) — константы Липшица функций f(u)
и f1(u) соответственно.
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Оценка (11) включает в себя важный параметр ∆, оценивающий мел-
кость разбиения функции потока f(u) на кусочно линейные участки по
оси u. Если величина ∆ достаточно мала, т. е. функция f(u) состоит из
большого числа малых звеньев, то и величина интегрального отклоне-
ния u1(x, t) от u(x, t) в формуле (11) на протяжении длительного времени
остается достаточно малой.

Данный принцип можно использовать при аппроксимации более
сложных кусочно гладких функций потока посредствам многозвенных
кусочно линейных функций f(u). В докладе будут представлены резуль-
таты численных расчетов применительно к нескольким важным квази-
линейным уравнениям математической физики.
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ОБ ОДНОМ ПРИМЕРЕ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ
С ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ ВКЛЮЧЕНИЕМ1
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Рассмотрен пример экстремальной задачи Майера, в которой функционал за-
дается на семействе траекторий некоторого дифференциального включения с
псевдо-липшицевой неограниченной и невыпуклозначной правой частью. Для
этой задачи сравниваются различные необходимые условия оптимальности ре-
шения.

Ключевые слова: необходимые условия оптимальности, полярные конусы, усло-
вие псевдо-липшицевости.

ON AN EXAMPLE OF AN EXTREMAL PROBLEM
WITH DIFFERENTIAL INCLUSION 1

E. S. Polovinkin (Moscow, Russia)
polovinkin.es@mipt.ru

An example of the Mayer extremal problem is considered, in which the functional is
defined on the family trajectories of some differential inclusion with pseudo-Lipschitz
unbounded and nonconvex right-hand side. For this problem, various necessary
conditions for optimality of the solution are compared.

Keywords: necessary optimality conditions, polar cones, pseudo-Lipschitz condition.

Введение. Задача Майера и необходимые условия
оптимальности

В докладе автор опирается на прямой вариационный метод доказатель-
ства необходимых условий в задаче Майера, полученный им в рабо-
тах [1, 2]. В работе [2] доказаны необходимые условия, включающие в
себя сопряженное дифференциальное включение Эйлера, график кото-
рого является некоторым нормальным конусом. При этом мы используем
более узкий нормальный конус, чем нормальный конус Кларка или даже
частично овыпукленный предельный нормальный конус (см. [3]).

Напомним некоторые понятия и утверждения. Пусть задано много-
значное отображение F : [t0, t1] × Rn  Rn и рассмотрим дифференци-
альное включение

x′(t) ∈ F (t, x(t)) п.в. t ∈ T := [t0, t1]. (1)

Для любого C0 ⊂ Rn через RT (F,C0) обозначаем множество всех F -
траекторий x ∈ AC(T,Rn) дифференциального включения (1) на интер-
вале T при условии, что x(t0) ∈ C0.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00209a).
1The article is done with the financial support of RFBR (project No 18-01-00209a).
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Рассмотрим экстремальную задачу Майера на отрезке T := [t0, t1]:

Minimize {ϕ(x(t1)) | x ∈ RT (F,C0); x(t1) ∈ C1; C0, C1 ⊂ Rn}. (2)

Эта задача состоит в нахождении минимума заданной локально лип-
шицевой функции ϕ : Rn → R1 на множестве концевых точек всех F -
траекторий дифференциального включения (1), у которых начальные
значения x(t0) выбираются из C0 ⊂ Rn, а концевые значения x(t1) выби-
раются из подмножества C1 ⊂ Rn.

Пусть некоторая F -траектория x̂ ∈ RT (F,C0) является решением
данной экстремальной задачи (2). Приведем локальные условия на отоб-
ражение F в задаче (2) около кривой x̂:
Гипотеза 0 (измеримость). Многозначное отображение F : T×Rn ⇒ Rn

является L⊗B-измеримым и для каждого t ∈ T множество Graph F (t, ·)
является замкнутым подмножеством в Rn × Rn.
Гипотеза 1 (псевдо-липшицевость). Существуют число ε ∈ (0, 1),
функция l ∈ L1(T,R1

+), l(t) > 0 п.в., и измеримая функция R : T →
(0,+∞] такие, что для каждой пары точек (t, x1), (t, x2) из трубки W :=
{(t, x) ∈ T × Rn | ‖x− x̂(t)‖ ≤ ε} справедливо включение

G(t, x1) ⊂ F (t, x2) + l(t)‖x1 − x2‖B1(0), (3)

где по определению

G(t, x) := F (t, x) ∩ (x̂′(t) +R(t)B1(0)). (4)

Гипотеза 2 (невырожденность). Для функций l и R, заданных в ги-
потезе 1, существует число ν ∈ (0, 1ε) такое, что при почти всех t ∈ T
справедливо неравенство l(t) ≤ ν R(t).
Определение 1. Отображение F : T × Rn  Rn называется изме-
римым псевдо-липшицевым около F - траектории x̂ если существуют
числа ν > 0 и ε ∈ (0,min{1; 1ν}), а также функции l и R, при которых
справедливы гипотезы 0 - 2 .

Рассмотрим также следующее предположение.
Гипотеза 3. Для заданных отображения F и F -траектории x̂ суще-
ствует многозначное измеримое отображение K : T  Rn×Rn, значения
которого являются замкнутыми выпуклыми конусами, удовлетворяющее
для почти всех t ∈ T включениям

TC(Graph F (t, ·); (x̂(t), x̂ ′(t)))
⊂ K(t) ⊂ TL(Graph F (t, ·); (x̂(t), x̂ ′(t))). (5)

Здесь определение касательного конуса Кларка TC смотрите в [4], §2.4,
а определение нижнего касательного конуса TL смотрите в [5].
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Теорема 2.( [2]) Пусть траектория x̂ ∈ RT (F,C0) является локаль-
ным решением исходной проблемы Майера (2). Пусть отображение F
является измеримым псевдо-липшицевым около кривой x̂ (см. опреде-
ление 1). Пусть конусы K(t) удовлетворяют гипотезе 3. Пусть K0 и
K1 некоторые шатры Болтянского ко множествам C0 и C1 в точках
x̂(t0) и x̂(t1) соответственно. Пусть задана выпуклая положитель-
но однородная функция ψ: Rn → R1, удовлетворяющая неравенству
D+
Lϕ(x̂(t1))(x) ≤ ψ(x) < ∞ для всех x ∈ Rn. Тогда существуют чис-

ло λ ≥ 0 и кривая p ∈ AC(T,Rn) такие, что выполнены: 1) условия
нетривиальности: λ+ ‖p‖AC > 0, 2) условия трансверсальности:

p(t0) ∈ K0
0 , −p(t1) ∈ K0

1 + λ∂ψ(0), (6)

3) кривая p удовлетворяет дифференциальному включению Эйлера:

(p ′(t), p(t)) ∈ K0(t), при п.в. t ∈ T, (7)

где K0
0 , K

0
1 , K

0(t) - суть полярные конусы ко множествам
K0, K1, K(t) соответственно.

Пример

Предметом нашего доклада является следующий пример задачи Май-
ера (2). Пусть размерность пространства n = 1, а интервал времени
T := [0, 1]. Пусть функция f : R1 → R1 такова, что f(x) = f(−x) для
x ∈ R1 и f(x) = 1/2 для x, у которых |x| ≥ 1. При x ∈ [0, 1] функ-
ция f является непрерывной кусочно аффинной (ломаной) функцией со
счетным числом сегментов, при этом график функции заключен меж-
ду параболой y = x2/2 и прямой y = 0 с угловыми точками на этих
двух кривых. Все сегменты этой кусочно аффинной функции имеют уг-
лы наклона с осью Ox равными ±π/4, и при убывании аргумента x от
1 до 0 знаки углов чередуются. Пусть также выбрана такая функция
l ∈ L1([0, 1],R1

+), l(t) > 0, которая не ограничена на любом открытом
интервале.

Определим отображение F (t, x) := l(t){y ∈ R1 | f(x) ≤ y ≤ x2}∪{y ∈
R1 | y ≥ 2x2} для t ∈ [0, 1] и x ∈ R1. Тогда при любом выборе чи-
сел ν > 0, ε ∈ (0,min{14 , 1ν}) и функции R(t) ≥ νl(t) отображение F
является измеримым псевдо-липшицевым около x̂(t) ≡ 0, t ∈ [0, 1]. За-
дача Майера состоит в минимизации значений x(1) по всем траекториям
дифференциального включения x′ ∈ F (t, x), удовлетворяющим началь-
ному условию x(0) = 0. Очевидно, что x̂(t) ≡ 0 является решением этой
задачи.
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Легко проверить, что нижний касательный конус ко множеству
Graph F (t, ·) в точке 0 равен следующему: TL(Graph F (t, ·); 0) =
{(u, v) ∈ R2 | v ≥ 0}. Выбирая K(t) := TL(Graph F (t, ·); 0), вычис-
лим его полярный конус, а именно: K0(t) = {(q, p) ∈ R2 | q = 0, p ≤ 0}.
Таким образом, необходимые условия (7) (дифференциальное включе-
ние Эйлера) принимают простую форму: p′(t) = 0, p(t) = Const ≤ 0. Из
условий трансверсальности получаем λ = 1 и p(t) ≡ −1.

В свою очередь, легко проверить, что предельный нормальный ко-
нус ко множеству Graph F (t, ·) в точке 0 для п.в. t ∈ [0, 1] имеет вид:
NL

Graph F (t,·)(0) = {(q, p) ∈ R2 | |q| + l(t)p ≤ 0} ∪ {(q, p) | q = 0, p ≥ 0}.
По теореме 3.1.1 [3] необходимые условия в виде дифференциально-
го включения Эйлера для кривой p имеет более сложный вид : или
|p′(t)|+ l(t)p(t) ≤ 0 п.в., или p(t) = Const ≥ 0 п.в.

В итоге показали, что в указанном примере необходимые условия,
полученные в работе [2], записанные через полярные конусы, дают бо-
лее точные необходимые условия по сравнению с другими необходимые
условиями, известными в литературе (например, в [3, 6, 7]).
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О НЕРАВЕНСТВЕ В. В. АРЕСТОВА
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В неравенстве
´

T
ϕ(|Dαtn(x)|)dx ≤

´

T
ϕ(κ̃ · |tn(x)|)dx изучается наилучшая кон-

станта κ̃, где ϕ(x) — функция класса Арестова. В частности, для величины

κ(α, n, p) = sup
tn∈τn,tn 6≡0

‖Dαtn‖p

‖tn‖p

справедливо: для любых α ∈ R и p ∈ [0; +∞]

справедливо κ(α, 1, p) = 1, для n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 и для любых α ∈
{1, 2, . . . , 2n− 3} ∪ [2n− 2,∞) и p ∈ [0; +∞] справедливо κ(α, n, p) = nα.

Ключевые слова: неравенство Бернштейна, класс Арестова, дробная производ-
ная.

ABOUT THE V. V. ARESTOV INEQUALITY
N. V. Popov (Moscow, Russia)

popov.niikita@gmail.com

In the inequality
´

T
ϕ(|Dαtn(x)|)dx ≤

´

T
ϕ(κ̃ · |tn(x)|)dx, the best constant κ̃ is

studied, where ϕ(x) belongs to Arestov class function.

In particular, for the value κ(α, n, p) = sup
tn∈τn,tn 6≡0

‖Dαtn‖p

‖tn‖p

we have the following: for

any α ∈ R and p ∈ [0; +∞], κ(α, 1, p) = 1; for n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 and for any
α ∈ {1, 2, . . . , 2n− 3} ∪ [2n− 2,∞) and p ∈ [0; +∞] , κ(α, n, p) = nα.

Keywords: Bernstein’s inequality, Arestov class, fractional derivative.

Введение

Пусть T = (−π; π] – тор, Lp(T), p ≥ 1 — пространство суммируемых в
p-ой степени функций с нормой

‖f‖p =
(

1

2π

ˆ 2π

0

|f(t)|p dt
)1/p

. (1)

Рассмотрим функционал ‖ · ‖p, 0 ≤ p ≤ +∞. Для 0 < p < +∞ считаем,
что он определён формулой (1). Для крайних p полагаем

‖f‖∞ = lim
p→+∞

‖f‖p = ‖f‖C = max
x∈T

|f(t)|,

‖f‖0 = lim
p→0+

‖f‖p = exp

(
1

2π

ˆ 2π

0

ln |f(t)| dt
)
.

Ниже мы будем рассматривать данный функционал на пространстве
тригонометрических полиномов.
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Исследуется задача о нахождении наилучшей константы κ(α, n, p) в
неравенстве

‖Dαtn‖p ≤ κ(α, n, p) ‖tn‖p, p ∈ [0,∞],

где Dα— оператор дробно-линейного дифференцирования для α ≥ 0.
Исследовалась величина

κ(α, n, p) = sup
tn∈τn,tn 6≡0

‖Dαtn‖p
‖tn‖p

. (2)

Данная величина исследовалась во многих работах в более общем виде,
отметим некоторые последнии работы [3], [4].

Основные результаты

Определение. Определим класс функций Арестова. Будем писать ϕ ∈
A, если ϕ ∈ AC[a, b], ∀[a, b] ⊂ (0,∞), и ϕ(s), s · ϕ′(s) - неубывающие
функции. Рассмотрим наименьшую положительную константу κ̃ =
κ̃(α, n, ϕ) для которой справедливо неравенство

ˆ

T
ϕ(|Dαtn(x)|)dx ≤

ˆ

T
ϕ(κ̃ · |tn(x)|)dx. (3)

Теорема. Пусть ϕ ∈ A, t ∈ Tn.При n = 1 выполнено κ̃(α, 1, ϕ) = 1,

∀α ∈ R. При n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 для любого α ∈ {1, 2, . . . , 2n− 3} ∪
[2n− 2,∞), p ∈ [0; +∞] справедливо κ̃(α, n, ϕ) = nα.
Следствие. Пусть либо n = 1 и α ∈ R, либо n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,

9 и α ∈ {1, 2, . . . , 2n − 3} ∪ [2n − 2,∞). Тогда справедливо ‖Dαtn‖p ≤
nα ‖tn‖p, p ∈ [0,∞].

Данный результат согласуется с работой [4]. В которой получены сле-
дующие оценки: κ(α, 2, 0) = 2α, для α = {1} ∪ [2,∞). κ(α, 2, 0) > 2α,
для α = [0; 1) ∪ (1; 2).

Автором ранее анонсировался результат при n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 в
работе [8].
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ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
ДЛЯ СИСТЕМ, МОДЕЛИРУЕМЫХ УРАВНЕНИЯМИ

ДРОБНОГО ПОРЯДКА С МНОГОПАРАМЕТРИЧЕСКИМИ
ПРОИЗВОДНЫМИ

С. С. Постнов (Москва, Россия)
postnov.sergey@inbox.ru

В работе рассматриваются две задачи оптимального управления для систем
с сосредоточенными параметрами, динамика которых описывается линейны-
ми интегро-дифференциальными уравнениями дробного порядка: задача поиска
управления с минимальной нормой при заданном времени управления и задача
быстродействия при заданном ограничении на норму управления. При этом ана-
лизируются случаи, когда оператор дробного дифференцирования понимается
в смысле Хильфера, Эрдейи-Кобера, Катугамполы, Сайго и Атанганы-Балеану.
Эти задачи сведены к l-проблеме моментов, для которой получены условия кор-
ректности и разрешимости. В ряде случаев получены аналитические решения
поставленных задач оптимального управления и исследованы их свойства, а так-
же проведено сравнение свойств решений, получаемых для операторов дробного
дифференцирования разного типа.

Ключевые слова: оптимальное управление, l-проблема моментов, дробная произ-
водная.

OPTIMAL CONTROL PROBLEMS FOR THE SYSTEMS,
MODELED BY FRACTIONAL-ORDER EQUATIONS

WITH MULTI-PARAMETRIC DERIVATIVES
S. S. Postnov (Moscow, Russia)

postnov.sergey@inbox.ru

In this paper two optimal control problems considered for the systems with lumped
parameters which dynamics described by linear fractional-order integro-differential
equations: the problem of control search with minimal norm at given control time
and the problem of time-optimal control search at given constraint on control norm.
Herewith several cases analyzed when fractional differentiation operator defined in
sense of Hilfer, Erdélyi-Kober, Katugampola, Saigo or Atangana-Baleanu. These
problems reduced to l-problem of moments. There are conditions of correctness and
solvability obtained for the problem. In some cases analytical solutions of optimal
control problems derived and its properties studied. Comparison of these properties
evaluated in cases corresponding to different types of fractional derivative operator.

Keywords: optimal control, l-problem of moments, fractional derivative.

Введение

Исследование систем дробного порядка с управлением и, в частности, за-
дач оптимального управления такими системами представляет собой от-
носительно новое и активно развивающееся направление. Заметный рост
количества публикаций по данной тематике начался в 2000-х гг. и про-
должается поныне. В настоящее время для данного класса систем уже из-
вестен ряд базовых результатов, таких, например, как вывод уравнений

335



Эйлера-Лагранжа, решение задач оптимального управления с квадра-
тичным функционалом качества, доказательство аналога принципа мак-
симума Л. С. Понтрягина и др. [1–4]. В работах [3, 5, 7] для решения
задач оптимального управления системами дробного порядка при явных
ограничениях на норму управления был применён метод моментов.

Следует отметить, что большинство полученных на сегодня результа-
тов (включая вышеперечисленные) относятся к системам, описание ко-
торых даётся уравнениями дробного порядка с производной Капуто или
Римана-Лиувилля. Заметно меньше работ посвящено рассмотрению про-
изводных других типов, например Рисса или Адамара. В то же время,
в литературе известно несколько десятков альтернативных определений
дробной производной, на основе которых строятся модели реальных фи-
зических, биологических и экономических систем. Для таких систем ак-
туальны и задачи управления, в том числе оптимального, что делает
необходимым исследования задач оптимального управления для моде-
лей с другими типами дробной производной.

В настоящей работе исследуются задачи оптимального управления
для линейных систем с сосредоточенными параметрами, модели кото-
рых формулируются в терминах интегро-дифференциальных уравнений
с многопараметрическими производными. Данный тип производных от-
личается от "простых" однопараметрических производных не просто на-
личием дополнительных параметров у оператора дифференцирования,
но и тем, что при определённых их значениях многопараметрическая
производная сводится к одной из однопараметрических. Т.е., многопара-
метрические производные объединяют в себе сразу несколько однопара-
метрических и, следовательно, обладают большей универсальностью.

1. Постановка задачи

Пусть функции q(t) и u(t) определены на полуинтервале t ∈ (t0, T ] и за-
дают соответственно состояние системы и управление. Будем рассматри-
вать линейные системы дробного порядка с сосредоточенными парамет-
рами, динамика которых определяется уравнениями следующего вида:

t0D
σ
t q(t) = a(t)q(t) + b(t)u(t), (1)

где t0D
σ
t – левосторонний оператор дробного дифференцирования, t ∈

(t0, T ], a(t) и b(t) – некоторые известные непрерывные функции време-
ни. В работе рассматриваются случаи, когда оператор t0D

σ
t понимается в

смысле Хильфера, Катугамполы, Эрдейи-Кобера, Сайго или Атанганы-
Балеану. Системы, которые описываются уравнением (1) с одним из пе-
речисленных операторов дробного дифференцирования далее называют-
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ся соответственно системами Хильфера, Катугамполы, Эрдейи-Кобера,
Сайго или Атанганы-Балеану. Показатель дробного дифференцирования
σ является составным и подразумевает набор из двух или трех чисел. До-
пустимые управления u(t) считаются элементами пространства Lp(t0, T ],
p > 1.

Для системы (1) задаются начальные условия следующего вида:

lim
t→t0+

[t0I
σ
t q(t)] = s0(t0), (2)

где t0I
σ
t – оператор дробного интегрирования. Конечные условия для си-

стемы (1) задаются в виде:

q(T ) = qT (T ). (3)

Исследуются следующие две задачи оптимального управления.
Задача А. Найти управление u(t), t ∈ (t0, T ], такое, чтобы си-

стема (1) перешла из заданного начального состояния (2) в заданное
конечное состояние (3) и при этом норма управления в пространстве
Lp(t0, T ], p > 1 достигла минимального значения, когда значения t0 и
T заданы.

Задача Б. Найти управление u(t) ∈ Lp(t0, T ], t ∈ (t0, T ], такое,
чтобы система (1) перешла из заданного начального состояния (2) в
заданное конечное состояние (3) и при этом время управления T − t0
было минимальным при условии ‖u‖ ≤ l, l > 0, где l задано.

В работе демонстрируется, что задачи А и Б для уравнений с произ-
водными вышеуказанных типов сводятся (аналогично работам [3,5,7]) к
l-проблеме моментов [4].

2. Исследование l-проблемы моментов

В данном разделе приведены основные результаты, касающиеся вопросов
корректности и разрешимости l-проблемы моментов, а также её решения
для уравнений с производными разного типа.

Теорема 1 [9]. Пусть задана система (1), в которой оператор дроб-
ного дифференцирования понимается в смысле Хильфера с показате-
лем σ = (α, µ), а функции a(t) и b(t) не зависят от времени. Тогда
l-проблема моментов для такой системы будет корректна и разреши-
ма, если выполнено следующее условие:

α >
1

p
. (4)

.
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Теорема 2 [10]. Пусть задана система (1), в которой оператор
дробного дифференцирования понимается в смысле Эрдейи–Кобера с по-
казателем σ = (α, β, δ). l-проблема моментов для такой системы бу-
дет корректна и разрешима в следующих случаях:

• для a = 0, b = 1 при выполнении условий

δ >
1

p
, β(α + 1) >

1

p
; (5)

• для a = λtβδ, b = tβδ (λ 6= 0) при выполнении условий

δ >
1

p
, β(α + δ + 1) >

1

p
. (6)

Теорема 3. Пусть задана система (1) при a(t) = 0, b(t) = 1, в
которой оператор дробного дифференцирования понимается в смысле
Катугамполы [11] с показателем σ = (ρ, α). l-проблема моментов для
такой системы будет корректна и разрешима при выполнении следу-
ющих условий:

α >
1

p
, ρ > p. (7)

Теорема 4. Пусть задана система (1) при a(t) = 0, b(t) = 1, в
которой оператор дробного дифференцирования понимается в смысле
Атанганы–Балеану [12] с показателем α. l-проблема моментов для та-
кой системы будет корректна и разрешима при выполнении условия:

α >
1

p
. (8)

Замечание 1. Аналогичные результаты можно получить и для си-
стем Сайго и Фабрицио–Капуто. Последний тип наряду с производной
Атанганы–Балеану представляет отдельный интерес, поскольку относит-
ся к так называемым дробным операторам с несингулярным ядром.

Замечание 2. В тех случаях, когда l-проблема моментов является
корректной и разрешимой для неё можно построить точное решение,
представляющее собой оптимальное управление.
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ДРОБНОГО ПОРЯДКА С СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ

И РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ
Е. А. Постнова (Москва, Россия)

postnova@ipu.ru

В работе исследовалась задача оптимального управления для систем дробного
порядка с сосредоточенными и распределенными параметрами. В первом случае
исследование проводилось на примере двойного интегратора. Во втором случае
изучалось подвижное управление для системы описываемой уравнением типа
уравнения диффузии с дробной производной по времени. В обоих случаях ис-
пользовался метод l-проблемы моментов. Для двойного интегратора точно реше-
на линейная двумерная проблема моментов, а для системы с распределенными
параметрами исследована нелинейная бесконечномерная проблема моментов, для
которой получено решение в рамках конечномерной аппроксимации.

Ключевые слова: оптимальное управление, l-проблема моментов, дробная произ-
водная.

OPTIMAL MOTION CONTROL OF FRACTIONAL ORDER
SYSTEMS WITH CONCENTRATED AND DISTRIBUTED

PARAMETERS
E. A. Postnova (Moscow, Russia)
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The optimal control problem for fractional order systems with concentrated and
distributed parameters was investigated. In the first case, the study was conducted
on the example of a double integrator. In the second case, movable control was
studied for a system described by an equation of the diffusion equation type with
a fractional derivative in time. In both cases, the l-moment problem method was
used. For double integrator parameters, the linear two-dimensional moment problem is
precisely solved, and for a system with distributed parameters, the nonlinear infinite-
dimensional moment problem is investigated, for which a solution is obtained in the
framework of a finite-dimensional approximation.

Keywords: optimal control, l-problem of moments, fractional derivative.

Введение

Сравнительно недавно в моделировании динамических систем с управле-
нием стали использовать интегро-дифференциальное исчисление дроб-
ного порядка (дробное исчисление) [1]. Этот математический аппарат
позволяет учитывать наличие нелокальных пространственных и времен-
ных зависимостей. Например, в вязкоупругих системах, в физике фрак-
тальных сред и т.д. В данной работе основное внимание уделяется иссле-
дованию систем дробного порядка с сосредоточенными и распределенны-
ми параметрами. В качестве системы дробного порядка с сосредоточен-
ными параметрами была выбрана линейная система — двойной интегра-
тор. При этом управление задавалось в виде существенно ограниченной
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функции. Такая модель используется для реальных систем, когда управ-
ляющее воздействие осуществляется с помощью переключателей (реле).
В качестве системы с распределёнными параметрами рассматривается
система, описываемая уравнением диффузии с дробной производной по
времени и для неё исследуется задача подвижного управления.

1. Система с сосредоточенными параметрами

Двойной интегратор математически описывается системой уравнений
следующего вида:

t0D
ρ1
t q1(t) = q2(t),

t0D
ρ2
t q2(t) = u(t), (1)

где функции q1(t), q2(t) и u(t) определяют состояние и управление соот-
ветственно; t ∈ (t0, T ], T > t0 > 0. Управление u(t) считается элементом
пространства L∞(t0, T ]. Оператор дробного дифференцирования t0D

ρi
t ,

в формуле (1) понимается в смысле Хильфера [2]. Индекс ρi в первом
случае является составным, ρi = (αi, µi), αi ∈ (0, 1], µi ∈ [0, 1], i = 1, 2.
Начальные условия для системы (1) задаются в виде:

lim
t→t0+

[t0I
σi
t qi(t)] = s0i , i = 1, 2. (2)

Конечные условия для системы (1) задаются в виде:

qi(T ) = qTi , i = 1, 2. (3)

Задача оптимального управления: найти управление u(t), перево-
дящее систему (1) из заданного начального состояния, определяемого
условиями (2), в заданное конечное состояние (3), и имеющее мини-
мальную норму ‖u(t)‖ при заданном времени управления T − t0 (вре-
мени перехода системы из начального состояния в конечное). Здесь
‖u(t)‖ = vraimaxt∈(t0,T ] u(t). Можно показать [3], что поставленная за-
дача оптимального управления для исследуемой системы (1) сводится к
l-проблеме моментов [4]. В свою очередь, l-проблема моментов для си-
стемы (1) сводится к задаче поиска минимума следующей функции [5]:

F (ξ2) =

T̂

t0

∣∣∣∣
1− c2ξ2
c1

g1(τ) + ξ2g2(τ)

∣∣∣∣ dτ, (4)

где ξ2 ∈ (−∞,∞)— действительная переменная, c1,2 — моменты, опре-
деляемые из конечных и начальных условий.
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Теорема 1. Функция F (ξ2), определяемая формулой (4) может до-
стигать своего минимума в точках, лежащих только на следующих
интервалах:

ξ2 ∈
(

1

c2 − kc1
,
1

c2

)
при c1 < 0, c2 > 0, ξ2 ∈

(
1

c2 − kc1
, 0

)
при c1 > 0,

c2 < 0,

ξ2 ∈ (−∞, 0) ∪
(

1

c2 − kc1
,∞

)
при c1 > 0, c2 > 0, c2 − kc1 > 0,

ξ2 ∈
(

1

c2 − kc1
, 0

)
при c1 > 0, c2 > 0, c2 − kc1 < 0, (5)

ξ2 ∈ (−∞, 1/c2) ∪ (0,∞) при c1 < 0, c2 < 0, c2 − kc1 < 0,

ξ2 ∈
(
0,

1

c2 − kc1

)
при c1 < 0, c2 < 0, c2 − kc1 > 0,

где

k =





Γ(α1 + α2)

Γ(α2)
(T − t0)

−α1 для системы Хильфера,

Γ(α1 + α2)

Γ(α2)

(
ln T

t0

)−α1

для системы Адамара

В работе построено решение проблемы моментов, позволяющее вычис-
лить оптимальное управления для системы (1) и исследовано поведение
этого решения при варьировании параметров, начальных и конечных
условий.

2. Система с распределенными параметрами

В качестве динамической системы дробного порядка с распределенными
параметрами рассматривается такая система, поведение которой описы-
вается уравнением типа уравнения диффузии следующего вида:

0D
α
t Q(x, t) = K

∂2Q(x, t)

∂x2
+ u(x, t), t > 0, 0 < x < L,

где функции Q(x, t) ∈ AC(0, T ]× (0, L] и u(x, t) ∈ Lp(0, T ], p > 1 опреде-
ляют состояние и управление системы соответственно; K — коэффици-
ент диффузии; 0Dα

t — оператор дробного дифференцирования Капуто [1]
порядка α, 0 < α < 1. Начальное и конечное условия задавались следу-
ющим образом:

Q(x, 0) = Q0(x), Q(x, T ) = Q∗(x), T > 0.
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В случае подвижного управления функция управления u(x, t) будет
иметь следующий вид:

u(x, t) = I(t)ψ[x− x0(t), σ(t)],

где функция I(t) ∈ Lp[0, T ] определяет интенсивность управляющего
воздействия; функция ψ[x−x0(t), σ(t)] отвечает за форму пространствен-
ного распределения управляющего воздействия, при этом σ(t) является
параметром формы распределения, а x0(t) ∈ Lp[0, T ], 1 < p < ∞ задаёт
закон движения управляющего воздействия.

Задача оптимального управления ставится аналогично случаю систем
с сосредоточенными параметрами, где отличие заключается лишь в опре-
делении управляющего воздействия. В свою очередь задача подвижного
управления сведена к нелинейной бесконечномерной проблеме моментов
следующего вида:

ˆ T

0

gn(t, T )I(t)Xn[x0(t)]dt = Q∗n −Q0nEα(−µnT α),

где gn(t, T ) = −µnEα,α[−µn(T − t)α](T − t)α−1; Xn[x0(t)] и µn — собствен-
ные функции и собственные значения соответсвующей краевой задачи,
Qn и Q0n — коэффициенты разложения соответствующих величин по
системе собственных функций.

Заключение

Задачу оптимального управления системы с распределенными и сосредо-
точенными параметрами можно решать аналогично, сводя к l-проблеме
моментов. Отличие будет заключаться в форме проблемы моментов (ли-
нейная конечномерная или нелинейная бесконечномерная соответствен-
но). Для системы с сосредоточенными параметрами (двойного интегра-
тора) были получены точные и приближённые аналитические решения
задачи оптимального управления в ряде частных случаев и приведены
результаты некоторых численных расчётов.
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The invariance of the Privalov classes with respect to the differentiation operator is
studied in this paper.
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Пусть C — комплексная плоскость, D — единичный круг на C, H(D)
— множество всех функций, аналитических в D. При всех 0 < q < +∞
определим класс И.И. Привалова:

Πq =

{
f ∈ H(D) : sup

0<r<1

1

2π

ˆ π

−π

(
ln+ |f(reiθ)|

)q
dθ < +∞

}
,

где ln+ |a| = max(ln |a|, 0), ∀a ∈ C.
Отметим, что классы Πq впервые были рассмотрены И. И. Прива-

ловым в [2]. При q = 1 они совпадают с хорошо известным классом
Р. Неванлинны (см. [1]).

Предположение, известное в настоящее время как гипотеза Блоха-
Неванлинны, было явно сформулировано в работе Р. Неванлинны в 1929
г., и состояло в следующем: производная любой аналитической в еди-
ничном круге функции ограниченной характеристики является функци-
ей ограниченной характеристики. Наиболее известный результат, опро-
вергающий эту гипотезу, принадлежит О. Фростману (см. [4]). Он до-
казал, что существует произведение Бляшке, производная которого не

1Первый автор поодержан грантом РФФИ, научный проект № 18-31-00180 мол-а
Второй автор поддержан грантом РФФИ, научный проект №17-51-15005-НЦНИ

1The work was financially supported by Russian Foundation for Fundamental Research (projects 18-
31-00180 and 17-51-15005).
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является функцией с ограниченной характеристикой. Вопросы инвари-
антности относительно интегро-дифференциальных операторов других
классов аналитических функций исследовались многими математиками.
Краткий обзор результатов в этом направлении содержится в работе С.В.
Шведенко [3].

Сформулируем гипотезу Блоха-Неванлинны в классах И.И. Прива-
лова: каково бы ни было q > 0 производная любой аналитической в
единичном круге функции из класса Πq принадлежит классу Πq.

Справедливо следующее утверждение:

Теорема 1. В классах И.И. Привалова Πq (0 < q < +∞) гипотеза
Блоха–Неванлинны неверна.

Таким образом, установлено, что классы Πq не инвариантны относи-
тельно оператора дифференцирования не только при q = 1, но и при
всех 0 < q < +∞. Отметим, что метод доказательства этого утвержде-
ния восходит к работе У. Хеймана [5].

Естественно возникает вопрос, какому классу будет принадлежать
производная функции из пространства И.И. Привалова.

При всех 0 < q < +∞ определим класс И. И. Привалова по площади:

Π̃q =



f ∈ H(D) :

1
ˆ

0

π
ˆ

−π

(
ln+ |f(reiθ)|

)q
dθdr < +∞



 .

Теорема 2. Пусть 0 < q < +∞. Если f ∈ Πq, то f ′ ∈ Π̃q.
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УДК 517.9

О РАЗРЕШИМОСТИ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ ПРИ ОТСУТСТВИИ ПОЛНОТЫ

КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ
В. С. Рыхлов (Саратов, Россия)
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Рассматривается смешанная задача для гиперболического уравнения второго по-
рядка с постоянными коэффициентами. Предполагается, что корни характери-
стического уравнения простые и лежат на положительном луче. На коэффици-
енты уравнения и краевых условий наложены такие условия, что отсутствует
двукратная полнота корневых функций соответствующей спектральной задачи.
Получены различные достаточные условия разрешимости данной задачи.

Ключевые слова: смешанная задача для гиперболического уравнения, разреши-
мость, существование решения, единственность решения, двукратная неполнота
корневых функций.

ON THE SOLVABILITY OF THE MIXED PROBLEM
FOR A CLASS HYPERBOLIC EQUATIONS
IN THE ABSENCE OF COMPLETENESS

OF THE ROOT FUNCTIONS
V. S. Rykhlov (Saratov, Russia)

rykhlovvs@yandex.ru

A mixed problem for a second-order hyperbolic equation with constant coefficients is
considered. It is assumed that the roots of the characteristic equation are simple and lie
on a positive ray. Such conditions are imposed on the coefficients of the equation and
the boundary conditions that there is no two-fold completeness of the root functions
of the corresponding spectral problem. Various sufficient conditions for the solvability
of this problem are obtained.

Keywords: mixed problem for a hyperbolic equation, solvability, existence of a
solution, uniqueness of a solution, two-fold incompleteness of root functions.

Рассмотрим следующую смешанную задачу для функции u(x, t)

uxx + p1uxt + p2utt = 0, x ∈ [0, 1], t ∈ [0,+∞), (1)
(
αi1ux(0, t) + αi2ut(0, t)

)
+

(
βi1ux(1, t) + βi2ut(1, t)

)
= 0, i = 1, 2, (2)

u(x, 0) = f0(x), ut(x, 0) = f1(x), (3)

где pj ∈ R, αik, βik ∈ C.
Предположим, что уравнение (1) гиперболического типа, то есть

p21 − 4p2 > 0, и корни характеристического уравнения удовлетворяют
неравенствам

0 < ω1 < ω2. (4)

Требуется найти классическое решение задачи (1)–(3), то есть такую
функцию u(x, t), которая имеет непрерывные частные производные до
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второго порядка включительно, удовлетворяет краевым условиям (2) и
начальным условиям (3).

Для нахождения классического решения задачи (1)–(3) будем исполь-
зовать метод контурного интеграла или вычетный метод [1]. В последнее
время большой вклад в обоснование этого метода при весьма широких
предположениях внесли А.П. Хромов и его ученики [2].

Задаче (1)–(3) сопоставим спектральную задачу L(λ)y = 0 для пучка
L(λ) вида:

ℓ(y, λ) := y′′ + p1λy
′ + p2λ

2y, (5)

Ui(y, λ) :=
(
αi1y

′(0)+λαi2y(0)
)
+
(
βi1y

′(1)+λβi2y(1)
)
= 0, i = 1, 2. (6)

Функции y1(x, λ) := exp(λω1x), y2(x, λ) = exp(λω2x) образуют фун-
даментальную систему решений уравнения ℓ(x, λ) = 0 при λ 6= 0.

Далее для определенности считаем, что αi1 6= 0 или βi1 6= 0 при
каждом i = 1, 2. В остальных случаях рассуждения принципиально не
отличаются, только изменятся обозначения.

Обозначим Vj = (v1j, v2j)
T , Wj = (w1j, w2j)

T ; ask = det(Ws,Wk),
as̄k = det(Vs,Wk), ask̄ = det(Ws, Vk), as̄k̄ = det(Vs, Vk), где vij = αi1ωj +
αi2, wij = βi1ωj + βi2, j, s, k = 1, 2.

Пусть всюду далее выполняются условия

a1̄2̄ 6= 0, a12 = a12̄ = 0, (7)

то есть справедливо представление

∆(λ) = det
(
Ui(yj, λ)

)2
i,j=1

= λ2
(
a1̄2̄ + eλω2a1̄2

)
=: λ2∆0(λ). (8)

и, следовательно, пучок (5)–(6) является сильно нерегулярным [3]– [4].
Из (7)–(8) следует, что краевые условия (6) (или (2)) эквивалентны

полураспадающимся краевым условиям, а система корневых функций
пучка (5)–(6), как показано в [5] (см. также [6]) двукратно не полна в
L2[0, 1] и имеет бесконечный дефект. Условия существования и един-
ственности решения смешанной задачи (1)–(3) при таких предположе-
ниях ранее не были получены.

Далее для краткости будем использовать обозначения: τ = ω2/ω1,
αx = x/τ , βx = τx + τ + 1, c0 = −a1̄2̄/a1̄2, e1 = a1̄1/a1̄2, e2 = a22̄/a1̄2,
γ = 1/(ω2 − ω1), dx = d/dx.

Из (8) видно, что корни уравнения ∆0(λ) = 0 имеют вид λk = (2kπi+
d0)/ω2, k ∈ Z, где d0 := ln0 c0 (ln0 фиксированная ветвь натурального
логарифма такая, что ln0 1 = 0). Пусть Λ := {λk | k ∈ Z}. Очевидно,
Λ \ {0} есть множество ненулевых собственных значений (с.з.) пучка
L(λ). Точка λ = 0 может быть с.з., а может и не быть, даже если 0 ∈ Λ.
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Из формул для с.з. следует, что в плоскости C существуют такие кон-
туры Γν , которые отстоят от λk на расстояние не меньшее некоторого
фиксированного числа δ > 0, а между соседними контурами лежит ров-
но одно λk. В качестве таких контуров можно взять, например, контуры
AνBνCνDν , где BνCν иDνAν есть отрезки прямых Reλ = ±H (H > 0 до-

статочно большое число), а дуги
⌢

AνBν и
⌢

CνDν лежат вне δ-окрестностей
с.з., являются дугами окружностей радиусов r′ν, r

′′
ν , соответственно, с

центрами в начале координат (C ′1ν < r′ν < C ′2ν, C
′′
1ν < r′′ν < C ′′2ν, где

C ′1, C
′′
1 , C

′
2, C

′′
2 > 0 фиксированные константы) и скользят по прямым

Reλ = ±H.
Линеаризуем пучок (5)–(6), положив z0 = y, z1 = λz0. Тогда полу-

чим задачу уже для линейного оператора L̂, но в пространстве вектор-
функций (в.-ф.): L̂z = λz, где z = (z0, z1)

T и

L̂z :=

(
0 1

− 1
p2
d2x −p1

p2
dx

)
z, DL̂ =

{
z =

(
z0

z1

)∣∣∣z′0, z1 ∈ L1[0, 1],

Ui(z) = 0, i = 1, 2
}
, Ui(z) = αi1z

′
0(0) + αi0z1(0) + βi1z

′
0(1) + βi0z1(1).

С.з. пучка L(λ) и оператора L̂ совпадают, а система производных
цепочек L(λ) [3, с. 102] совпадает с системой корневых в.-ф. L̂.

Пусть R̂λ = (L̂−λÊ)−1 есть резольвента оператора L̂ и f = (f0, f1)
T .

Известно, что − 1
2πi

´

Γν

R̂λf dλ есть частичная сумма разложений в.-ф. f в

биортогональный ряд Фурье по корневым в.-ф. оператора L̂ (производ-
ным цепочкам пучка L(λ)), соответствующим тем с.з., которые попали

внутрь контура Γ̂ν . Обозначим (L̂− λÊ)−1f =
(
z0(x, λ; f), z1(x, λ; f)

)T
.

В [7] были получены необходимые и достаточные, а также простые
достаточные условия разложения в.-ф. f = (f0, f1)

T по корневым функ-
циям пучка L(λ).

Рассмотрим функцию

u(x, t) = lim
ν→∞

(
− 1

2πi

ˆ

Γν

eλtz0(x, λ; f) dλ
)
, (9)

которая является формальным решением задачи (1)–(3).
Теорема 1. Пусть выполняются условия (4), (7),

f
(4)
0 , f

(3)
1 ∈ L1[0, 1], f

(s)
j (0) = f

(s)
j (1) = 0, j = 0, 1, s = 0, 3− j, (10)

и, кроме того, функции f0, f1 удовлетворяют соотношениям
(
e2ω2f0(αx)− e1ω1f0(βx) + ω1f0(x)

)
− p2

(
e2F1(αx)− e1F1(βx) + F1(x)

)
= 0,(

e2ω1f1(αx)− e1ω2f1(βx) + ω2f1(x)
)
−

(
e2f

′

0(αx)− e1f
′

0(βx) + f ′

0(x)
)
= 0,
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где F1(x) =
x́

0

f1(ξ) dx (здесь функции считаются продолженными ну-

лем, если аргументы выходят за отрезок [0, 1]). Тогда существует
единственное классическое решение u(x, t) задачи (1)–(3), определяемое
формулой (9).

Из теоремы 1 при дополнительных предположениях можно получить
более простые результаты. Так, на основании [7, теорема 2], получается
следующий результат.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (4), (7), (10), e2 = 0 (это
эквивалентно условию a22̄ = 0) и функции f0, f1 удовлетворяют соот-
ношению

f ′0(x) = ω2f1(x) ∀x ∈ [0, 1]. (11)

Тогда существует единственное классическое решение u(x, t) задачи
(1)–(3), определяемое формулой (9).

При других предположениях из теоремы 1 можно получить еще и
такие результаты.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (4), (7), (10), e1 = 0 (это
эквивалентно условию W1 = 0), e2 6= 0 и функции f0, f1 удовлетворяют
соотношению

e2f
′
0

(x
τ

)
+ f ′0(x) = e2ω1f1

(x
τ

)
+ ω2f1(x) ∀x ∈ [0, 1].

Тогда существует единственное классическое решение u(x, t) задачи
(1)–(3), определяемое формулой (9).

Следствие 1. Пусть выполняются предположения теоремы 3 и
|e2| 6= τ . Тогда существует единственное классическое решение u(x, t)
задачи (1)–(3), определяемое формулой (9).

Теорема 4. Пусть выполняются условия (4), (7), (10), e1 6= 0, e2 6= 0
и функции f0, f1 удовлетворяют соотношению (11) и f1(x) = 0, (а,
следовательно, и f ′0(x) = 0) для всех x ∈ [0, 1/τ ]. Тогда существует
единственное классическое решение u(x, t) задачи (1)–(3), определяемое
формулой (9).
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ОБ ОДНОЙ ОЦЕНКЕ ДЛЯ НАИЛУЧШЕГО
ПРИБЛИЖЕНИЯ ОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ ПОЛИНОМАМИ

В МЕТРИКЕ ХАУСДОРФА
Е. Х. Садекова (Москва, Россия)

EKSadekova@mephi.ru

В работе рассматривается метод построения сплайн-функции для получения точ-
ных по порядку оценок приближения ограниченных функций тригонометриче-
скими полиномами в хаусдорфовой метрике. Приведена оценка указанных при-
ближений, полученная из неравенства Джексона для равномерных приближений.

Ключевые слова: сплайн-функция, приближение тригонометрическими полино-
мами, метрика Хаусдорфа.

ONE ASSESSMENT FOR BEST APPROXIMATION
LIMITED FUNCTIONS BY TRIGONOMETRIC
POLYNOMES IN THE HOUSDORFF METRIC

E. H. Sadekova (Moscow, Russia)
EKSadekova@mephi.ru

In this paper, we consider a method for constructing a spline function to
obtain estimates of the approximation of bounded functions that are exact
in order trigonometric polynomials in the Hausdorff metric. An estimate of
these approximations is given obtained from Jackson’s inequality for uniform
approximations.

Keywords: a spline function, approximation of trigonometric polynomials, Hausdorff
metric.

В вопросах приближения функций полиномами в хаусдорфовой мет-
рике отличительной особенностью является то, что в оценках типа

HEn(f) 6 (C + εn)αn,

где HEn(f) — наименьшее хаусдорфово уклонение функции f(x) от по-
линомов порядка не выше n, C = const > 0, αn → 0, εn → 0 (n → ∞),
существенным может быть не только порядок убывания αn, но так же
значение постоянной C и членов последовательности {εn}.

Бл. X. Сендов, В. А. Попов, установили [1], что для любого ε > 0
выполняется неравенство

HEn(f) 6 (1 + ε)
log n

n

при n > n(M, ε), где n(M, ε) → ∞ при ε → 0. Ими также получена
оценка для тригонометрических полиномов T порядка не выше n через
модуль непрерывности:

HET
n (f) 6 max

{
A

n
ln

(
nω

(
f ;

1

n

))
,
A

n

}
,

где A — абсолютная постоянная.

352



Т.П. Бoянов [2] показал, что

lim
n→∞

sup

{
HEn(f)

n

log(nω(1/n)
: f ∈ Hω

}
= 1,

где Hω — класс всех 2π-периодических функций, модуль непрерывности
ω(f ; δ) которых не превосходит модуль непрерывности ω(δ), ω(δ)/δ →∞
при δ → 0.

Используя понятие среднего модуля колебания, введённое в работе
Е. П. Долженко и Е.А. Севастьянова [3], получена оценка для всех на-
туральных n и любой ограниченной 2π-периодической функции:

HET
n (f) 6

C

n
ln

(
e+ nω

(
f ;
π

n

))
,

где C — постоянная.
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УДК 517.9

О ПРОЕКЦИОННОМ МЕТОДЕ НАХОЖДЕНИЯ
МОМЕНТНЫХ ФУНКЦИЙ РЕШЕНИЯ ДВУМЕРНОГО

СТОХАСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ1

Е. В. Серегина, М. А. Степович, А. М. Макаренков
(Калуга, Россия)
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С использованием проекционного метода найдены моментные функции перво-
го и второго порядка решения двумерного уравнения диффузии со случайными
коэффициентами. В работе использовалась модель двумерной диффузии эксито-
нов, возбужденных электронным пучком в полупроводниковом материале. Зада-
ча решалась в цилиндрической системе координат. Моментные функции решения
уравнения диффузии экситонов (математическое ожидание и автокорреляцион-
ная функция) получены в виде частичной суммы двойного ряда Фурье по системе
ортогональных многочленов Лагерра.

Ключевые слова: диффузия, проекционный метод, моментные функции.

THE PROJECTIVE METHOD OF FINDING THE MOMENT
FUNCTIONS OF THE SOLUTION OF THE

TWO-DIMENSIONAL STOCHASTIC EQUATION
OF DIFFUSION1

E. V. Seregina, M. A. Stepovich,
A. M. Makarenkov (Kaluga, Russia)

evfs@yandex.ru, m.stepovich@rambler.ru, amm2005@rambler.ru

Using the projection method, the first and second order moment functions of the
solution of the two-dimensional diffusion equation with random coefficients are found.
In this work, we used the model of two-dimensional diffusion of excitons excited by an
electron beam in a semiconductor material. The problem was solved in a cylindrical
coordinate system. The moment functions of the solution of the exciton diffusion
equation (mathematical expectation and the autocorrelation function) are obtained
in the form of a partial sum of the double Fourier series of the Laguerre orthogonal
polynomial system.
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Для наиболее полного описания математических моделей процессов,
происходящих при взаимодействии электронного пучка с полупроводни-
ковой мишенью, как правило необходимо учитывать немало случайных
факторов, влияющих на формирование информативного сигнала (на-
пример, сигнала тока, индуцированного электронным пучком, сигнала
катодолюминесценции и т. д.), что приводит к необходимости использо-
вания приближенных методов анализа стохастических математических
моделей.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-03-00271), а также РФФИ
и правительства Калужской области (проект № 18-41-400001).

1The article is done with the financial support of RFBR (project no. 19-03-00271), and by the Go-
vernment of the Kaluga region, Russian Federation (project no. 18-41-400001).
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В настоящей работе изучается нестационарная задача Коши со слу-
чайными коэффициентами для двумерного уравнения диффузии нерав-
новесных неосновных носителей заряда (ННЗ), генерированных элек-
тронным пучком в полупроводниковом материале. Такая задача, учи-
тывающая специфику процессов взаимодействия заряженных частиц с
полупроводниковой мишенью, ранее не рассматривалась.

Кратко опишем основные этапы построения математической модели
рассматриваемого процесса. При взаимодействии пульсирующего элек-
тронного пучка с полупроводниковой мишенью в последней генерируют-
ся неравновесные ННЗ, которые диффундируют и в последующем ре-
комбинируют в полупроводнике. После того, как в образце установится
равновесие между процессами генерации и рекомбинации, возбуждение
прекращается. Характер следующего за этим нестационарного процесса
диффузии ННЗ зависит в общем случае только от электрофизических
параметров полупроводника: времени жизни τ и коэффициента диффу-
зии D ННЗ. Время действия электронного импульса во много раз боль-
ше времени установления стационарного процесса при включении или
выключении электронного зонда, что даёт возможность описывать рас-
сматриваемые процессы диффузии ННЗ следующим образом: на первом
этапе — как стационарный процесс, обусловленный генерацией и реком-
бинацией ННЗ, при котором мощность, рассеиваемая электронным пуч-
ком в мишени, а, значит, и число генерируемых ННЗ, есть величина по-
стоянная, а на втором этапе, при выключении электронного зонда — как
нестационарный процесс диффузии ННЗ. Это может позволить при на-
личии математической модели, описывающей рассматриваемое явление,
на основе анализа экспериментальных данных получать оценки электро-
физических параметров исследуемых полупроводниковых материалов, в
общем случае путем решения соответствующей обратной задачи.

При прекращении действия электронного пучка концентрация ННЗ
c(x, y, t) может быть найдена как решение нестационарного уравнения
диффузии:

∂c(x, y, t)

∂t
= D∆c(x, y, t)− c(x, y, t)

τ

с начальным условием

c(x, y, 0) = n(x, y).

Здесь оси OX и OY прямоугольной декартовой системы координат ле-
жат на плоской поверхности мишени, ∆ = ∂2

/
∂x2 + ∂2

/
∂y2 — двумер-

ный оператор Лапласа, а функция n(x, y) удовлетворяет стационарному
дифференциальному уравнению, описывающему диффузию ННЗ в со-
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стоянии квазиравновесия (до выключения электронного пучка):

∆n(x, y)− n(x, y)

λ2
= −ρ(x, y).

Здесь λ =
√
Dτ — диффузионная длина ННЗ, а функция ρ(x, y) описы-

вает концентрацию генерированных ННЗ до их диффузии в мишени.
В работах [1] и [2] рассмотрены некоторые возможности использо-

вания проекционного метода Галеркина для моделирования двумерной
диффузии ННЗ в полупроводниковом материале, облучаемом элект-
ронным пучком, и получена порядковая оценка погрешности невязки,
соответствующей приближенному уравнению диффузии.

В настоящей работе предлагается использовать проекционный метод
наименьших квадратов (МНК) [3] для анализа стохастической модели
диффузии и ставится задача получения оценки погрешности проекцион-
ной схемы МНК. Моментные функции концентрации экситонов (матема-
тическое ожидание и автокорреляционная функция решения уравнения
диффузии) находятся в виде частичной суммы двойного ряда Фурье по
системе ортогональных многочленов Лагерра при условии, что коэффи-
циент диффузии и время жизни экситонов являются случайными вели-
чинами, распределенными по нормальному закону.

Построены сходящиеся матричные ряды и рассмотрена оптимиза-
ция скорости сходимости итерационных процессов, аппроксимирующих
проекционные характеристики моментных функций решения уравнения
диффузии экситонов. Рассмотрена также возможность использования
расходящихся матричных рядов в приближенных вычислениях.
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ОЦЕНКИ СУММ ДВОЙНЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ
РЯДОВ В ПРОСТРАНСТВАХ С ВЕСОМ
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Исследованы двойные тригонометрические ряды с кратно монотонными коэффи-
циентами. Получены необходимые условия, при которых их суммы принадлежат
весовым пространствам типа Орлича.

Ключевые слова: ряды, коэффициенты рядов, кратная монотонность, последова-
тельность, сумма.

ESTIMATES OF SUMS OF TRIGONOMETRIC SERIES
IN THE SPACES WITH WEIGHT
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Double trigonometric series with multiply monotonic coefficients are investigated.
Necessary conditions are found under which this sums belong to the weighted spaces
of Orlich type.

Keywords: series, coefficients of series, multiply monotones, sequence, sum.

Введение

Будем рассматривать тригонометрические ряды вида

∞∑

n2=1

∞∑

n1=1

an1n2 sinn1x1 sinn2x2, (1)

∞∑

n2=0

∞∑

n1=1

an1n2 sinn1x1 cosn2x2, (2)

∞∑

n2=1

∞∑

n1=0

an1n2 cosn1x1 sinn2x2, (3)

∞∑

n2=0

∞∑

n1=0

an1n2 cosn1x1 cosn2x2, (4)

где для краткости положим cos 0 · x1 = cos 0 · x2 = 1
2 .
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Будем считать, что коэффициенты этих рядов удовлетворяют усло-
вию

an1n2 −→ 0 (5)

при n1 →∞ и любом фиксированном n2 и при n2 →∞ и любом фикси-
рованном n1. Для целых k1 ≥ 1, k2 ≥ 1 обозначим

∆k1k2an1n2 =

k1∑

i=0

(−1)iC i
k1

k2∑

j=0

(−1)jCj
k2
an1+i n2+j, ∆0,0an1n2 = an1n2,

∆0k2an1n2 =

k2∑

j=0

(−1)jCj
k2
an1n2+j, ∆k10an1n2 =

k1∑

i=0

(−1)iC i
k1
an1+i n2,

где Cm
n = n(n− 1) · · · (n−m+ 1)/m!. Пусть даны числовой ряд

∞∑

n2=0

∞∑

n1=0

cn1n2 (6)

и его частичная сумма Sm1m2
=

m2∑
n2=0

m1∑
n1=0

cn1n2.

Говорят, что ряд (6) сходится по Прингсхейму к сумме S ([1, c. 27]),
если существует такое S, что для любого ε > 0 найдутся натуральные
числа N1 и N2 такие, что
|Sm1m2

− S| < ε при любых m1 > N1,m2 > N2.
Из работы [2] следует, что если последовательность {an1n2} удовле-

творяет условию (5), ∆k1k2an1n2 ≥ 0 для любых натуральных n1 и n2 и
некоторых k1 ≥ 1 и k2 ≥ 1, то каждый из рядов (1) - (4) сходится по
Прингсхейму всюду, кроме, быть может, множества плоской меры нуль.
Пусть r1 = 1, 2, r2 = 1, 2. Через fr1r2(x1, x2) обозначим сумму ряда (1)
при r1 = r2 = 1; сумму ряда (2) при r1 = 1, r2 = 2; сумму ряда (3) при
r1 = 2, r2 = 1; сумму ряда (4) при r1 = r2 = 2.

В работе [2] устанавливается связь между поведением ко-
эффициентов рядов (1)–(4) и принадлежностью функций
f11(x1, x2), f12(x1, x2), f21(x1, x2), f22(x1, x2) различным
Lp1p2 пространствам.

Результат работы [2] является обобщением известной теоремы Харди–
Литтльвуда.

В работе [3] рассмотрены оценки снизу и сверху для сумм одномерных
тригонометрических рядов на классах Lϕ с весом.

В данной работе доказываются оценки снизу для тригонометриче-
ских рядов с кратно монотонными коэффициентами, у которых сумма
принадлежит весовому классу L(ϕ1, ϕ2, w1, w2).
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Для формулировки приводимых ниже результатов введем определе-
ния.

Функция ϕ(x) называется почти возрастающей на (a, b) (см. [4]), если
существует такая положительная постоянная C1, что ϕ(x1) ≤ C1ϕ(x2)
при любых a < x1 ≤ x2 < b. Функция ϕ(x) удовлетворяет на (0, a)
∆2-условию, если существует такая положительная постоянная C2, что
ϕ(x) ≤ C2ϕ(

x
2) для любых 0 < x < a.

Через Φ обозначим совокупность неотрицательных на [0,+∞) функ-
ций ϕ(x), почти возрастающих, удовлетворяющих ∆2 — условию и
ϕ(0) = 0; W− множество измеримых, неотрицательных почти всюду

на (0, 2π) функций w(x) таких, что
2π́

0

w(x)dx <∞;

w̃(x) = w(x)+ w(2π − x).

Пусть ϕi ∈ Φ, wi ∈ W (i = 1, 2). Классом L(ϕ1, ϕ2, w1, w2) назовем
множество измеримых функций f(x1, x2), 2π− периодических по каждой
переменной и таких, что
2π́

0

w2(x2)ϕ2

( 2π́

0

w1(x1)ϕ1

(
|f(x1, x2)|

)
dx1

)
dx2 <∞.

Ниже C,C1, C2, ...− положительные постоянные, не обязательно оди-
наковые в различных формулах.

Сформулируем основной результат.
Теорема 1. Пусть ϕ ∈ Φ, wi ∈ W (i = 1, 2). Пусть последователь-

ность {an1n2} удовлетворяет условию (5) и ∆k1k2an2n2 ≥ 0 для некоторых
натуральных чисел k1 и k2 и любых целых неотрицательных чисел n1 и
n2. Тогда

а) если k1 = 2, k2 = 2, то справедлива оценка

2π
ˆ

0

w2(x2)ϕ2

( 2π
ˆ

0

w1(x1)ϕ1(|f11(x1, x2)|)dx1
)
dx2 ≥

≥ C1

∞∑

n2=1

π
n∗2
ˆ

π
n2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=1

π
n∗1
ˆ

π
n1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
n1n2an1n2

))
;

б) если k1 = 2, k2 = 3, то справедлива оценка

2π
ˆ

0

w2(x2)ϕ2

( 2π
ˆ

0

w1(x1)ϕ1(|f12(x1, x2)|)dx1
)
dx2 ≥
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C2

∞∑

n2=0

π
n2+1
ˆ

π
n2+2

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=1

π
n∗1
ˆ

π
n1+1

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
n1(n2 + 1)2∆01an1n2

))
;

в) если k1 = 3, k2 = 2, то справедлива оценка

2π
ˆ

0

w2(x2)ϕ2

( 2π
ˆ

0

w1(x1)ϕ1(|f21(x1, x2)|)dx1
)
dx2 ≥

C3

∞∑

n2=1

π
n∗2
ˆ

π
n2+1

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=0

π
n1+1
ˆ

π
n1+2

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
(n1 + 1)2n2∆10an1n2

))
;

г) если k1 = 3, k2 = 3, то справедлива оценка

2π
ˆ

0

w2(x2)ϕ2

( 2π
ˆ

0

w1(x1)ϕ1(|f22(x1, x2)|)dx1
)
dx2 ≥

C3

∞∑

n2=0

π
n2+1
ˆ

π
n2+2

w̃2(x2)dx2ϕ2

( ∞∑

n1=0

π
n1+1
ˆ

π
n1+2

w̃1(x1)dx1ϕ1

(
(n1 + 1)2(n2 + 1)2∆11an1n2

)
,

где n∗i =
12
7 при ni = 1 и n∗i = ni при ni = 2, 3, ..(i = 1, 2), а положитель-

ные постоянные C1, C2, C3 не зависят от последовательности {an1n2}.
Замечание. Если ϕ1(t) = tp1, ϕ2(t) = t

p2
p1 (0 < pi < ∞) и wi(xi) ≡

1(i = 1, 2), то Lϕ1,ϕ2,w1,w2
= Lp1p2, и из теоремы следуют нижние оценки

теоремы из работы [2].

Вспомогательные утверждения

Пусть

B1
0(x) =

1
2 ; B

1
n(x) =

1
2 +

n∑
m=0

cosmx для n ≥ 1;

Bk
n(x) =

n∑
m=0

Bk−1
m (x) для k = 2, 3, ... и n = 0, 1, 2, ...;

B
1
n(x) =

n∑
m=1

sin(mx) для n = 1, 2, ...;

B
k
n(x) =

n∑
m=1

B
k−1
m (x) для k = 2, 3, ... и n = 1, 2, ....
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Заметим, что B1
n(x) — это ядро Дирихле Dn(x), B

1
n(x) — сопряженное

ядро Дирихле Dn(x), B2
n(x) — ядро Фейера, умноженное на n+ 1.

Рассмотрим ряды:

∞∑

n2=1

∞∑

n1=1

∆k1k2an1n2B
k1
n1
(x1)B

k2
n2
(x2), (7)

∞∑

n2=0

∞∑

n1=1

∆k1k2an1n2B
k1
n1
(x1)B

k2
n2
(x2), (8)

∞∑

n2=1

∞∑

n1=0

∆k1k2an1n2B
k1
n1
(x1)B

k2
n2
(x2), (9)

∞∑

n2=0

∞∑

n1=0

∆k1k2an1n2B
k1
n1
(x1)B

k2
n2
(x2). (10)

Лемма 1 [2]. Если последовательность {an1n2} удовлетворяет усло-
вию (5) и ∆k1k2an1n2 ≥ 0 для любых n1 и n2 и некоторых k1 ≥ 1 и k2 ≥ 1,
то:

а) каждый из рядов (1)–(4) сходится по Прингсхейму всюду, кроме,
может быть, множества плоской меры нуль, т.е. существуют функ-
ции f11(x1, x2), f12(x1, x2), f21(x1, x2), f22(x1, x2) — суммы соответству-
ющих рядов (1)–(4);

б) каждый из рядов (7)–(10) сходится по Прингсхейму всюду, кроме,
может быть, множества плоской меры нуль, к функциям f11(x1, x2),
f12(x1, x2), f21(x1, x2), f22(x1, x2) соответственно.

Доказательство теоремы.
Рассмотрим сначала случай г). Из [2] следует, что Bki

ni
(xi) ≥ 0 для

ki ≥ 2 и всех xi ∈ [−π, π](i = 1, 2). В соответствии с леммой, су-
ществует функция f22(x1, x2) и, кроме того, почти всюду f22(x1, x2) =
∞∑

n2=0

∞∑
n1=0

∆33an1n2B
3
n1
(x1)B

3
n2
(x2). Тогда

I =

2π
ˆ

0

w2(x2)ϕ2

(
2π
ˆ

0

w1(x1)ϕ1

(
|f22(x1, x2)|

)
dx1

)
dx2 =

=

π
ˆ

0

w̃2(x2)ϕ2

(
π
ˆ

0

w̃1(x1)ϕ1

(
|f22(x1, x2)|

)
dx1

)
dx2 =
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=
∞∑

m2=0

π
m2+1
ˆ

π
m2+2

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

m1=0

π
m1+1
ˆ

π
m1+2

w̃1(x1)ϕ1×

×
( ∞∑

n2=0

∞∑

n1=0

∆33an1n2B
3
n1
(x1)B

3
n2
(x2)

)
dx1

)
dx2 ≥

≥ C
∞∑

m2=0

π
m2+1
ˆ

π
m2+2

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

m1=0

π
m1+1
ˆ

π
m1+2

w̃1(x1)ϕ1×

×
( ∞∑

n2=m2

∞∑

n1=m1

∆33an1n2B
3
n1
(x1)B

3
n2
(x2)

)
dx1

)
dx2.

Из [5] следует, что для νi ∈ N ∪ {0}, xi ∈ [ π
νi+2 ,

π
νi+1 ] и ni ≥ νi

B3
ni
(xi) ≥ C1(ni + 1)3, (11)

где C1 не зависит от ni и xi (i = 1, 2). Применяя неравенства (11), полу-
чим:

I ≥ C2

∞∑

m2=0

π
m2+1
ˆ

π
m2+2

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

m1=0

π
m1+1
ˆ

π
m1+2

w̃1(x1)ϕ1×

×
( ∞∑

n2=m2

∞∑

n1=m1

∆33an1n2(n1 + 1)3(n2 + 1)3
)
dx1

)
dx2.

Так как
∞∑

n2=ν2

∞∑

n1=ν1

∆33an1n2n
3
1n

3
2 ≥ ν21ν

2
2

∞∑

n2=ν2

∞∑

n1=ν1

n1n2∆33an1n2 ≥

≥ ν21ν
2
2∆11aν1ν2,

то

I ≥ C3

∞∑

m2=0

π
m2+1
ˆ

π
m2+2

w̃2(x2)ϕ2

( ∞∑

m1=0

π
m1+1
ˆ

π
m1+2

w̃1(x1)ϕ1

(
m2

1m
2
2∆11am1m2

)
dx1

)
dx2,

где положительная постоянная C3 не зависит от последовательности
{an1n2

}.
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Аналогично доказывается справедливость неравенств в случаях а),
б) и в).
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УДК 517.5

ОЦЕНКА ПРОИЗВОДНЫХ ПО НАПРАВЛЕНИЮ
СОПРЯЖЕННЫХ ФУНКЦИЙ

И. Э. Симонова, Б. В. Симонов (Волгоград, Россия)
simonova-vstu@mail.ru, simonov-b2002@yandex.ru

Для функции двух переменных исследуются сопряженные функции по первой и
второй переменной. Находятся их суммы и разности и устанавливаются оценки
для производной по направлению от них.

Ключевые слова: сопряженная функция, производная по направлению, модуль
гладкости.

ESTIMATES OF DIRECTIONAL DERIVATIVES
OF CONJUGATE FUNCTIONS

I. E. Simonova, B. V. Simonov (Volgograd, Russia)
simonova-vstu@mail.ru, simonov-b2002@yandex.ru

For a function of two variables conjugate function according to first and second
variable are investigate. Their sums and differences are found and estimates for
directional derivatives are given.

Keywords: conjugate function, directional derivative, moduli of smoothness.

Через Lp, 1 < p <∞, обозначается множество измеримых функций
двух переменных f(x1, x2), 2π−периодических по каждому переменному,
для которых ||f ||p <∞, где

||f ||p =

(
2π́

0

2π́

0

|f(x1, x2)|pdx
) 1

p

; L0
p− множество функций f ∈ Lp таких,

что
2π́

0

f(x1, x2)dx2 = 0 для почти всех x1 и
2π́

0

f(x1, x2)dx1 = 0 для почти

всех x2.
Следуя [1, 2], обозначим:
f̃x1 — функцию, сопряженную функции f по x1; тогда ее ряд Фурье

σ(f̃x1) ≡
∞∑

n1=1

∞∑

n2=1

B(1,0)
n1n2

(f);

f̃x2 — функцию, сопряженную функции f по x2; тогда ее ряд Фурье

σ(f̃x2) ≡
∞∑

n1=1

∞∑

n2=1

B(0,1)
n1n2

(f);

˜̃fx1x2 — функцию, сопряженную функции f и по x1 и по x2; тогда ее
ряд Фурье

σ( ˜̃fx1x2) ≡
∞∑

n1=1

∞∑

n2=1

B(1,1)
n1n2

(f),
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где

B(1,0)
n1n2

(f) = an1n2 sinn1x1 cosn2x2 − bn1n2 cosn1x1 cosn2x2+

+cn1n2 sinn1x1 sinn2x2 − dn1n2 cosn1x1 sinn2x2,

B(0,1)
n1n2

(f) = an1n2 cosn1x1 sinn2x2 + bn1n2 sinn1x1 sinn2x2−
−cn1n2 cosn1x1 cosn2x2 − dn1n2 sinn1x1 cosn2x2,

B(1,1)
n1n2

(f) = an1n2 sinn1x1 sinn2x2 − bn1n2 cosn1x1 sinn2x2−
−cn1n2 sinn1x1 cosn2x2 + dn1n2 cosn1x1 cosn2x2.

Введем обозначение для разностей:
∆α1

h1
(f) — разность положительного порядка α1 по переменной x1 с

шагом h1, т. е.

∆α1

h1
(f) =

∞∑

ν1=0

(−1)ν1
(
α1

ν1

)
f(x1 + (α1 − ν1)h1, x2),

где
(
α
ν

)
= 1 для ν = 0,

(
α
ν

)
= α для ν = 1,

(
α
ν

)
= α(α−1)...(α−ν+1)

ν! для ν ≥ 2;
∆α2

h2
(f) — разность положительного порядка α2 по переменной x2 с

шагом h2, т. е.

∆α2

h2
(f) =

∞∑

ν2=0

(−1)ν2
(
α2

ν2

)
f(x1, x2 + (α2 − ν2)h2);

∆α
h1h2

(f) — полную разность с шагами h1 и h2 положительного поряд-
ка α функции f ∈ Lp, т. е.

∆α
h1h2

(f) =
∞∑

ν=0

(−1)ν
(
α

ν

)
f(x1 + (α− ν)h1, x2 + (α− ν)h2).

Обозначим через:
ωα1,0(f, δ1)p — частный модуль гладкости положительного порядка α1

по переменной x1 функции f ∈ Lp, т. е.

ωα1,0(f, δ1)p = sup
|h1|≤δ1

‖∆α1

h1
(f)‖p;

ω0,α2
(f, δ2)p — частный модуль гладкости положительного порядка α2

по переменной x2 функции f ∈ Lp, т. е.

ω0,α2
(f, δ2)p = sup

|h2|≤δ2
‖∆α2

h2
(f)‖p;
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ωα(f, δ)p — полный модуль гладкости положительного порядка α
функции f ∈ Lp, т. е.

ωα(f, δ)p = sup
|h1|≤δ,|h2|≤δ

||∆α
h1h2

(f)||p.

Приведем определение производной по направлению в смысле Вейля
[2]. Пусть функция f имеет ряд Фурье

σ(f) =
∞∑

ν1=−∞

∞∑′

ν2=−∞
cν1ν2e

i(ν1x1+ν2x2),

где штрих означает, что в сумме нет членов c00, cν10, c0ν2 для νi =

±1,±2, ...(i = 1, 2). Пусть
−→
l (β) = (cos β, sin β). Если ряд

∞∑

k1=−∞

∞∑′

k2=−∞
ck1k2e

i(k1x1+k2x2)(i(k1 cos β + k2 sin β))
α,

где (ik)α = |k|αeiαπ
2 k, α > 0, есть ряд Фурье некоторой функции, то

эту функцию называют производной порядка α по направлению
−→
l (β)

в смысле Вейля функции f и обозначают ее f (α,
−→
l (β)). В случае

−→
l (0) =

(1, 0) производную порядка α в смысле Вейля обозначают f (α,0). В случае−→
l (π2 ) = (0, 1) производную порядка α в смысле Вейля обозначают f (0,α).

Через C,C1, C2, ... обозначим произвольные положительные постоян-
ные, вообще говоря, разные в разных формулах.

Для неотрицательных функционалов F (f, δ) и G(f, δ) будем писать,
что F (f, δ)≪ G(f, δ), если существует положительная постоянная C, не
зависящая от f и δ, такая, что F (f, δ) ≤ CG(f, δ). Если одновременно
F (f, δ) ≪ G(f, δ) и G(f, δ) ≪ F (f, δ), то будем писать, что F (f, δ) ≍
G(f, δ).

Ниже будем рассматривать только функции из L0
p, где 1 < p <

∞. Для таких p будут применяться следующие обозначения: τ =
max(p, 2), θ = min(p, 2).

Утверждение 1. Ряд Фурье производной положительного порядка
r по направлению ~l(β) = (cos β, sin β) можно представить в следующем
виде:

f (r,
~l(β)) ∼ 1

2

+∞∑

k1=1

+∞∑

k2=1

〈
|k1 cos β + k2 sin β|r

{
cos(r

π

2
sign (k1 cos β+

+k2 sin β))
(
Ak1k2(f)− B

(1,1)
k1k2

(f)
)
− sin(r

π

2
sign (k1 cos β + k2 sin β))×
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×
(
B

(1,0)
k1k2

(f) + B
(0,1)
k1k2

(f)
)}

+ |k1 cos β − k2 sin β|r
{
cos(r

π

2
sign (k1 cos β−

−k2 sin β))
(
Ak1k2(f) + B

(1,1)
k1k2

(f)
)
−

− sin(r
π

2
sign (k1 cos β − k2 sin β))

(
B

(1,0)
k1k2

(f)− B
(0,1)
k1k2

(f)
)}〉

.

Следствие. Если r ∈ N, то производная по направлению имеет
следующий вид:

f (r,
~l(β)) = (cos β

∂

∂x1
+ sin β

∂

∂x2
)r(f). (1)

Замечание. Из формулы (1) следует (16) из работы [3] для сме-
шанных производных через производные по направлениям.

Утверждение 2. Пусть f ∈ L0
p, 1 < p < ∞. Тогда справедливы

следующие оценки:

C1‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=0))

‖p + ‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=π
2 ))‖p ≤

≤ ‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β∈(0,π2 )))‖p ≤

≤ C2‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=0))

‖p + ‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=π
2 ))‖p;

C3‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=π))

‖p + ‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=3π
2 ))‖p ≤

≤ ‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β∈(π,3π
2 )))‖p ≤

≤ C4C3‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=π))

‖p + ‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(β=3π
2 ))‖p;

C5‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=π
2 ))‖p + ‖

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=π))

‖p ≤

≤ ‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β∈(π2 ,π)))‖p ≤

≤ C6‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=π
2 ))‖p + ‖

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=π))

‖p;

C7 ≍ ‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=3π
2 ))‖p + ‖

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=2π))

‖p ≤

≤ ‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β∈(3π
2 ,2π)))‖p ≤

≤ C8‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=3π
2 ))‖p + ‖

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(β=2π))

‖p,
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где положительные постоянные Ci (i = 1, 8) не зависят от функции f.

Отметим, что вышеописанные неравенства понимаются так: из ко-
нечности правой части неравенства следует конечность его левой части.

Рассмотрим производные по направлениям, совпадающим с осями ко-
ординат, и их связь с частными производными.

Утверждение 3. Пусть f ∈ L0
p, 1 < p <∞, r > 0, m = 1, 2. Тогда

‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(mπ
2 ))

+
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(mπ
2+π))‖ ≍ | cos(rπ

2
)|‖

(
f̃x2 + f̃x1

)(r,0)

‖p,

‖
(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(mπ
2 )) −

(
f̃x2 + f̃x1

)(r,~l(mπ
2+π))‖ ≍ | sin(rπ

2
)|‖

(
f̃x2 + f̃x1

)(r,0)

‖p,

‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(mπ
2 ))

+
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(mπ
2+π))‖ ≍ | cos(rπ

2
)|‖

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,0)

‖p,

‖
(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(mπ
2 )) −

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,~l(mπ
2+π))‖ ≍ | sin(rπ

2
)|‖

(
f̃x2 − f̃x1

)(r,0)

‖p.

Для полных модулей гладкости имеют место следующие интеграль-
ные оценки.

Утверждение 4. Пусть f ∈ L0
p, α > 0, r > 0, 1 < p <∞, δ ∈ (0, 1).

Тогда

( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2
− f̃x1

)
− sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2
− f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}τ dt

t

) 1

τ ≪

≪ ωα

((
f̃x2
− f̃x1

)(r,~l(0))
, δ
)
p
+ ωα

((
f̃x2
− f̃x1

)(r,~l(3π
2
))
, δ
)
p
≪

≪
( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2
− f̃x1

)
− sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2
− f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}θ dt

t

) 1

θ

,

( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2

+ f̃x1

)
− sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2

+ f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}τ dt

t

) 1

τ ≪

≪ ωα

((
f̃x2

+ f̃x1

)(r,~l(0))
, δ
)
p
+ ωα

((
f̃x2

+ f̃x1

)(r,~l(π
2
))
, δ
)
p
≪

≪
( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2

+ f̃x1

)
− sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2

+ f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}θ dt

t

) 1

θ

,

( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2
− f̃x1

)
+ sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2
− f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}τ dt

t

) 1

τ ≪

≪ ωα

((
f̃x2
− f̃x1

)(r,~l(π))
, δ
)
p
+ ωα

((
f̃x2
− f̃x1

)(r,~l(3π
2
))
, δ
)
p
≪

368



≪
( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2
− f̃x1

)
+ sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2
− f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}θ dt

t

) 1

θ

,

( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2

+ f̃x1

)
+ sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2

+ f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}τ dt

t

) 1

τ ≪

≪ ωα

((
f̃x2

+ f̃x1

)(r,~l(π))
, δ
)
p
+ ωα

((
f̃x2

+ f̃x1

)(r,~l(3π
2
))
, δ
)
p
≪

( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

((
cos(r

π

2
)
(
f̃x2

+ f̃x1

)
+ sin(r

π

2
)

˜(
f̃x2

+ f̃x1

)
x1

)
, t
)
p

}θ dt

t

) 1

θ

.

Далее рассмотрим оценки для полных модулей гладкости от произ-
водных по тем направлениям, которые отличны от осей координат. Для
сокращения записи введем обозначения: (β ∈ (mπ

2 ,m
π
2+

π
2 ),m = 0, 1, 2, 3)

F (x1, x2; f, r,m, β) = sign(
1

sin β
) · f̃x2 + sign(

1

cos β
) · f̃x1,

I(f ;α, r,m, β, δ, s) =
( δ
ˆ

0

{
t−rωα+r

(
cos(r

π

2
) · F (x1, x2; f, r,m, β)−

−sign(
1

cos β
) sin(r

π

2
) · ˜(F (x1, x2; f, r,m, β))x1, t

)
p

}sdt
t

) 1
s

.

Утверждение 5. Пусть f ∈ L0
p, 1 < p < ∞, β ∈ (mπ

2 ,m
π
2 + π

2 ),

m = 0, 1, 2, 3; r > 0; α > 0, δ ∈ (0, 1), ~l(β) = (cos β, sin β). Тогда

I(f ;α, r,m, β, δ, θ)≪ ωα(F
(r,~l(β))(x1, x2; f, r,m, β), δ)p ≪

≪ I(f ;α, r,m, β, δ, τ).

Теперь рассмотрим оценки частных модулей гладкости от производ-
ных по направлению, совпадающими с осями координат. Для сокращения
записи введем следующие обозначения ( применяются левосторонние и
правосторонние пределы):

PF (x1, x2; f, r,m) = lim
β→mπ

2+0

(
sign(

1

sin β
) · f̃x2 + sign(

1

cos β
) · f̃x1),

LF (x1, x2; f, r,m) = lim
β→mπ

2−0

(
sign(

1

sin β
) · f̃x2 + sign(

1

cos β
) · f̃x1),

P I(f ;α, r,m, δ, s) =
( δ
ˆ

0

{
t−rω(1⊕m)(α+r),(0⊕m)(α+r)×
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×
(

lim
β→mπ

2+0

{
cos(r

π

2
) · F (x1, x2; f, r,m, β)− sign(

1

cos β
) sin(r

π

2
)×

× ˜(F (x1, x2; f, r,m, β))x1
}
, t
)
p

}sdt
t

) 1
s

,

LI(f ;α, r,m, δ, s) =
( δ
ˆ

0

{
t−rω(1⊕m)(α+r),(0⊕m)(α+r)×

×
(

lim
β→mπ

2−0

{
cos(r

π

2
) · F (x1, x2; f, r,m, β)−

− sign(
1

cos β
) sin(r

π

2
) · ˜(F (x1, x2; f, r,m, β))x1

}
, t
)
p

}sdt
t

) 1
s

,

α > 0, i⊕ j — сумма по модулю два.
Утверждение 6. Пусть f ∈ L0

p, 1 < p <∞, α > 0, r > 0, δ ∈ (0, 1),
m = 0, 1, 2, 3. Тогда справедливы следующие оценки:

PI(f ;α, r,m, δ, τ)≪ ω(1⊕m)α,(0⊕m)α(PF
(r,~l(mπ

2 ))(x1, x2; f, r,m, β), δ)p ≪
≪ PI(f ;α, r,m, β, δ, θ),

LI(f ;α, r,m, δ, τ)≪ ω(1⊕m)α,(0⊕m)α(PF
(r,~l(mπ

2 ))(x1, x2; f, r,m, β), δ)p ≪
≪ LI(f ;α, r,m, β, δ, θ).
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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ
ПЕРЕМЕННЫХ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ

Г. К. Соколова (Иркутск, Россия)
98gal@mail.ru

Статья посвящена исследованию свойства периодичности функций нескольких
действительных переменных. Приведены результаты автора, в которых описана
структура множества периодов периодических функций нескольких переменных,
изучена периодичность суммы и произведения таких функций. Сформулированы
теоремы интегрального и дифференциального исчисления. Показано применение
этих теорем к исследованию проблемы существования периодических решений
дифференциальных уравнений в частных производных на примере задачи Гурса
для уравнения гиперболического типа.

Ключевые слова: периодическая функция, основной период, решётка периодов.

PERIODIC FUNCTIONS OF SEVERAL VARIABLES
AND THEIR APPLICATIONS
G. K. Sokolova (Irkutsk, Russia)

98gal@mail.ru

The article deals with the study of the periodicity property of functions of several real
variables. A number of author’s results are given. The structure of the set of periods
of periodic functions of several variables is described; the periodicity of the sum and
product of these functions is studied. Theorems of integral and differential calculus
are formulated. It is shown that these theorems are directly applicable to the study of
the existence of periodic solutions of partial differential equations. In particular, the
Goursat problem for an equation of hyperbolic type is considered.

Keywords: periodic function, basic period, lattice of periods.

Построение периодических решений дифференцальных уравнений в
частных производных связано с важной задачей — поиском множества
периодов решения. В статье изложены элементы теории периодических
функций нескольких переменных, заданных всюду на Rn, с помощью
которой установлен критерий существования периодического решения
задачи Гурса и указано множество периодов искомого решения.

Определение 1. Функция f : Rn → R называется периодической
с периодом T̄ , если существует ненулевой вектор T̄ ∈ Rn, что для всех
r̄ ∈ Rn выполняется f(r̄ + T̄ ) = f(r̄). Период T̄0 наименьшего модуля,
сонаправленный с вектором T̄ , назовём основным периодом в данном
направлении T̄ периодической функции f : Rn → R, где T̄ = |T̄ | · T̄ .

Заметим, что основной период в данном направлении имеет не любая
периодическая функция. Например, функцию f : Rn → R, постоянную
вдоль каждой прямой с направляющим вектором T̄ , можно трактовать
как периодическую с периодами αT̄ , где α ∈ R \ {0}, среди которых
нет вектора с наименьшим модулем. Следующая теорема, доказанная
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в работе [1], доставляет достаточные условия существования основного
периода функции f : Rn → R в данном направлении.

Теорема 1. Если периодическая с периодом T̄ функция f : Rn → R
непрерывна и отлична от постоянной вдоль хотя бы одной прямой с
направляющим вектором T̄ , то она имеет основной период в данном
направлении T̄ .

Одной из основных проблем теории периодических функций является
описание множества периодов Pf периодической функции f : Rn → R.
В статье [2] показано, что это множество состоит из векторов

T̄ =

m1∑

k=1

nkT̄k +

m1+m2∑

k=m1+1

αkT̄k.

Здесь T̄k — базисные или порождающие векторы m1-мерной решётки
Λ(T̄1, T̄2, . . . , T̄m1

) [3, стр. 13], а T̄k — направления, вдоль которых данная
функция постоянна, числа nk ∈ Z, αk ∈ R одновременно не равны нулю,
и m1 +m2 6 n. Каждый период T̄ периодической функции f : Rn → R
однозначно представим в указанном виде при любых базисах m1-мерной
решётки и m2-мерного подпространства пространства Rn. Это означает,
что справедливо представление

Pf = Λ(T̄1, T̄2, . . . , T̄m1
)⊕ span(T̄m1+1, T̄m1+2, . . . , T̄m1+m2

).

Как доказано в работе [4], базисные векторы решётки Λ(T̄1, T̄2, . . . , T̄m1
)

являются основными периодами в своих направлениях периодической
функции f : Rn → R. Обратное неверно: не всякий набор из m1 линейно
независимых основных периодов в данных направлениях периодической
функции f : Rn → R образует базис решётки её периодов. Известно, что
базис решётки определяется неоднозначно, и его образуют векторы, на
которых строится так называемый фундаментальный параллелепипед,
т. е. параллелепипед наименьшей меры Жордана (см. монографию [5]).

Доказательство следующей теоремы приведено в заметке [6].
Теорема 2. Пусть функция f : Rn → R периодическая с основным

периодом T̄0 в данном направлении T̄ и A : Rn → Rn — невырожденное
линейное преобразование, тогда суперпозиция f ◦A : Rn → R является
периодической функцией с основным периодом A−1T̄0 в направлении τ̄ ,
где A−1T̄ = |A−1T̄ | · τ̄ .

Если функция f : Rn → R периодическая с основным периодом T̄0
в данном направлении T̄ , то, выбирая подходящим образом неособенное
линейное преобразование A : Rn → Rn её векторного аргумента r̄ ∈ Rn,
суперпозицию f ◦A : Rn → R можно сделать периодической функцией с
основным периодом |T̄0|·ēi в направлении орта ēi, т. е. |T̄0|-периодической
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по переменной xi. Здесь и далее {ēi}ni=1 — стандартный базис Гамеля в Rn.
Если функция f : Rn → R постоянна в направлении T̄ , то суперпозицию
f ◦ A : Rn → R можно сделать постоянной по xi, т. е. не зависящей от
данной переменной. Таким образом, без ограничения общности, всякую
периодическую функцию n действительных переменных можно считать
периодической по первымm1 переменным, постоянной по следующимm2

переменным и непериодической по оставшимся n−m1−m2 переменным.
В статье [7] доказан критерий периодичности суммы и произведения

периодических функций f : Rn → R и g : Rn → R, а также найдены
оценки множества периодов Pf+g и Pf ·g. Показано, что в общем случае
множества периодов Pf+g и Pf ·g разные, и содержат, по крайней мере,
пересечение Pf ∩ Pg.

Теорема 3. Пусть функция f : Rn → R является непрерывной по
совокупности переменных x1, x2, . . . , xm1

и периодической с решёткой
периодов Λ(T̄1, . . . , T̄m1

), порождённой векторами T̄i = Tiēi, i ∈ Jm1
,

тогда имеет место равенство
ˆ

PJm1

f(t1, . . . , tm1
, xm1+1, . . . , xn)dt1 . . . dtm1

=

=

m1−1∑

k=1

(−1)k−1
∑

16i1<...<ik6m1

∏

i∈Jm1
\{i1,...,ik}

xi

ˆ

Pi1,...,ik

SJm1
\{i1,...,ik}dti1 . . . dtik+

+(−1)m1−1
∏

i∈Jm1

xi SJm1
+ ε(x1, . . . , xn),

где Pi1,...,ik = [0, xi1]× . . .× [0, xik ] обозначает k-мерный параллелепипед,
Jm1

= {1, . . . ,m1} — множество индексов, а выражение

Si1,...,ik =
1

µ(PΛ(T̄i1 ,...,T̄ik )
)

ˆ

PΛ(T̄i1
,...,T̄ik

)

f(x1, x2, . . . , xn)dxi1 . . . dxik

является средним значением по переменным xi1, . . . , xik функции f на
фундаментальном параллелепипеде PΛ(T̄i1 ,...,T̄ik )

решётки Λ(T̄i1, . . . , T̄ik)

меры Жордана µ(PΛ(T̄i1 ,...,T̄ik )
), функция ε : Rn → R периодическая с

множеством периодов Pε таким, что Λ(T̄1, . . . , T̄m1
) ⊆ Pε.

Теорема 4. Пусть функция f : R2 → R является периодической
с решёткой периодов, порождённой векторами T̄x = Txī и T̄y = Tyj̄,
и имеет непрерывную смешанную производную ∂xyf , тогда функция
∂xyf : R2 → R является периодической с множеством периодов P∂xyf
таким, что Pf ⊆ P∂xyf .
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Приведённые выше результаты могут быть применены к изучению
проблемы существования периодических решений дифференциальных
уравнений в частных производных. Рассмотрим, например, задачу Гурса

u′′xy(x, y) = f(x, y); u(x, y)|y=0 = a(x), u(x, y)|x=0 = b(y).

Справедлива следующая теорема.
Теорема 5. Пусть непрерывная функция f : [0; +∞)× [0; +∞)→ R

является периодической с решёткой периодов Λ(T̄x, T̄y), порождённой
векторами T̄x = Txī и T̄y = Tyj̄, непрерывно дифференцируемые функции
a : [0; +∞)→ R и b : [0; +∞)→ R, периодическиие с периодами Tx и Ty
соответственно, удовлетворяют условию a(0) = b(0). Тогда для того,
чтобы классическое решение u : [0; +∞) × [0; +∞) → R задачи Гурса
было периодическим по переменным x и y, необходимо и достаточно,
чтобы при всех (x, y) ∈ [0; +∞)× [0; +∞) выполнялись условия

Tx
ˆ

0

f(t, y)dt =

Ty
ˆ

0

f(x, t)dt = 0,

причем множеством периодов этого решения является Pu = Pa+b∩Pf .
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ОБ АППРОКСИМАЦИИ ОСОБЫХ ИНТЕГРАЛОВ
ПО ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ОСИ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ

ПЛОТНОСТЯМИ
Ю. С. Солиев (Москва, Россия)

su1951@mail.ru

Для особых (сингулярных и гиперсингулярных) интегралов по действительной
оси с периодическими плотностями построены и исследованы квадратурные фор-
мулы с узлами различной кратности.

Ключевые слова: особые (сингулярные и гиперсингулярные) интегралы, перио-
дическая плотность, квадратурные формулы.

ON THE APPROXIMATION OF SPECIAL INTEGRALS
ALONG THE REAL AXIS WITH PERIODIC DENSITIES

Yu. S. Soliev (Moscow, Russia)
su1951@mail.ru

For special (singular and hypersingular) integrals on the real axis with periodic
densities, quadrature formulas with nodes of various multiplicities are constructed
and investigated.

Keywords: special (singular and hypersingular) integrals, periodic densities,
quadrature formulas.

Рассматриваются вопросы конечномерных аппроксимаций интегра-
лов (см.,например, в [1])

Apf = Ap(f ; x) =
1

π

+∞
ˆ

−∞

f(t)

(t− x)p
dt, p = 1, 2, ... (1)

понимаемых в смысле главного значения по Коши (p = 1) или конечного
значения по Адамару (p ≥ 2), f = f(x) − 2π -периодическая плотность
интегралов.

Приближенному вычислению интегралов типа (1) по отрезку дей-
ствительной оси посвящены работы [1–3]. Дробно-рациональная аппрок-
симация и синк-аппроксимация интеграла (1) при p = 2 рассматривалась
в работах [4] и [5] соответственно.

Ниже будем считать, что функция f(x) периодически продолжена
с промежутка [0, 2π) на всю числовую ось, причем f(0) = f(2π) =
1
2(f(+0) + f(2π − 0)). Если f(x) имеет непрерывные производные m-го
порядка, то предполагаем, что выполнены условия f (k)(0) = f (k)(2π), k =
0,m, гладкого периодического продолжения на всю числовую ось.
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Пусть H(r)
α (r ≥ 0, 0 < α ≤ 1) — множество r раз непрерывно диф-

ференцируемых 2π-периодических функций, r-е производные которых
удовлетворяют условию Гельдера Hα, 0 < α ≤ 1.

Следуя [6], для f(x) ∈ H(r)
α положим

PNf = PN(f ; x) =
a
(n)
0

2
+

n∑

k=1

(1−(1−λ(n)k,v)
l+1)(a

(n)
k cos kx+b

(n)
k sin kx), (2)

где

a
(n)
k =

2

N

N∑

j=1

f(xj) cos kxj, b
(n)
k =

2

N

N∑

j=1

f(xj) sin kxj, k = 1, n− 1,

a(n)n =

[
N − 1

n

]
1

N

N∑

j=1

f(xj) cosnxj, b
(n)
n =

[
N − 1

n

]
1

N

N∑

j=1

f(xj) sinnxj,

xk = x
(N)
k =

2kπ

N
, k = 1, N, n =

[
N

2

]
, N = 1, 2, ..., l =

[r
2

]
,

[σ] — целая часть σ, v = 1, 4,λ(n)k,1 = 1;λ(n)k,2 = cos kπN ;λ
(n)
k,3 =

kπ
2n+2ctg

kπ
2n+2 ;

λ
(n)
k,4 =

n− k + 1

n+ 2
cos

kπ

n+ 2
+

sin k+1
n+2π

(n+ 2) sin π
n+2

, k = 1, n.

Аппроксимируя плотность интеграла (1) полиномом (2), получим
квадратурную формулу

Apf = Ap(PNf ; x) +Rn,vf =
1

(p− 1)!

n∑

k=1

kp−1(1−

−(1− λ
(n)
k,v)

l+1)
(
a
(n)
k cos

(
kx+

pπ

2

)
+ b

(n)
k sin

(
kx+

pπ

2

))
+Rn,vf, (3)

где Rn,vf — остаточный член.
Квадратурную формулу (3) можно записать в виде

Apf = Ap(Pnf ; x) +Rn,vf =

=
2

N(p− 1)!

N∑

k=1

f(xk)
n∑

j=1

′jp−1(1−(1−λ(n)j,v )
l+1) cos(j(x−xk)+

pπ

2
)+Rn,vf,

где штрих у знака суммы означает, что слагаемое, соответствующее зна-
чению j = n при N = 2n следует разделить на 2.

С помощью результатов работ [6, 7] доказывается
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Теорема 1. Пусть f(x) ∈ H(r)
α (r ≥ 0, 0 < α ≤ 1) . Тогда для остаточ-

ного члена квадратурной формулы (3) справедлива оценка

||Rn,vf ||C = O

(
lnN

N r+α−p+1

)
, N ≥ 2, r ≥ 1, v = 1, 4. (4)

Замечание 1. В квадратурной формуле (3) коэффициенты
a
(n)
k , b

(n)
k , k = 1, n, можно заменить на коэффициенты Фурье ak, bk, k =

1, n,функции f(x) , причем оценка (4) для f(x) ∈ H(r)
α (r ≥ 0, 0 < α ≤ 1)

остается справедливой.
Замечание 2. Если f (k)(x), k = 0,m, в точках xl ∈ (0, 2π), l = 1, q,

имеет разрывы первого рода, то для их устранения можно воспользо-
ваться периодическими многочленами Бернулли [8].

Замечание 3. В квадратурной формуле (3) вместо множителей
1 − (1 − λ

(n)
k,v)

l+1 можно выбрать произвольную треугольную матрицу

µ
(n)
k , k = 0, n(µ

(n)
0 = 1) типа (A) ([9, с. 273]). Тогда из (3) получаются

квадратурные формулы, полученные путем аппроксимации плотности
интеграла (1) интерполяционным полиномом Лагранжа, дискретными
аналогами отрезка ряда Фурье, сумм Бернштейна–Рогозинского, Фейера,
Фавара, Коровкина, причем оценка вида (4) для них сохраняется. В слу-

чае дискретного аналога интеграла Валле-Пуссена
(
µ
(n)
l = (n!)2

(n−k)!(n+k)!

)
в

оценке типа (4) следует заменить N на
√
N .

Рассмотрим теперь квадратурные формулы с кратными узлами для
интеграла (1). Пусть p = 2 и Hnf = Hn(f ; x) — тригонометрический
полином порядка n с равным нулю коэффициентом при cosnx , ин-
терполирующий функцию f(x) в узлах xk = 2kπ

n , k = 1, n, такой, что
Hn(xk) = f(xk), H

′
n(xk) = f ′(xk), k = 1, n . Известно [10], что

Hnf = Hn(f ; x) =

=
1

n2

n∑

k=1

(f(xk) + f ′(xk) sin(x− xk))

(
sin

nx

2
cosec

x− xk
2

)2

. (5)

Аппроксимируя плотность интеграла (1) полиномом (5), получим
квадратурную формулу

A2f = A2(Hnf ; x)+Rnf =
1

n2

n∑

k=1

(α(x−xk)f(xk)+b(x−xk)f ′(xk))+Rnf,

(6)
где

a(t) =
1

2

(
n(1 + cosnt)− sinnt ∗ ctg t

2

)
cosec2

t

2
,
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b(t) = n cos
2n− 1

2
t ∗ cosec t

2
− 1

2
sinnt ∗ cosec2 t

2
− n sinnt,

а Rnf = Rn(f ; x) — остаточный член.

Теорема 2. Пусть f(x) ∈ H(r)
α , 0 < α ≤ 1, r ≥ 2. Тогда для остаточно-

го члена квадратурной формулы (6) справедлива оценка

||Rnf || = O

(
lnn

nr+α−2

)
, r + α > 2.

Замечание 4. Аналогично (6) можно построить и исследовать квад-
ратурные формулы с кратными узлами для интеграла (1) при p > 2.
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УДК 517.518

ТОЧНЫЕ КОНСТАНТЫ В ОЦЕНКЕ
С. А. ТЕЛЯКОВСКОГО СУММЫ РЯДА ПО СИНУСАМ

С ВЫПУКЛЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ1

А. П. Солодов (Москва, Россия)
apsolodov@mail.ru

Известно, что сумма ряда по синусам g(b, x) =
∑∞

k=1 bk sin kx, коэффициенты ко-
торого образуют выпуклую последовательность b, положительна на интервале
(0, π). Для оценки ее значений в окрестности нуля C.А. Теляковский исполь-

зовал кусочно-непрерывную функцию σ(b, x) =
(
1/m(x)

)∑m(x)−1
k=1 k2(bk − bk+1),

m(x) = [π/x]. Он показал, что в некоторой окрестности нуля разность g(b, x) −
(bm(x)/2)ctg (x/2) допускает двустороннюю оценку через функцию σ(b, x) с аб-
солютными постоянными. В работе найдены точные значения этих постоянных
на классе выпуклых последовательностей b.

Ключевые слова: ряды по синусам с монотонными коэффициентами, выпуклая
последовательность, медленно меняющаяся последовательность.

SHARP CONSTANTS IN ESTIMATE
OF S. A. TELYAKOVSKII FOR THE SUM OF A SINE

SERIES WITH CONVEX COEFFICIENTS 1

A. P. Solodov (Moscow, Russia)
apsolodov@mail.ru

The sum of a sine series g(b, x) =
∑∞

k=1 bk sin kx with coefficients forming a
convex sequence b is known to be positive on the interval (0, π). To estimate
its values near zero Telyakovskĭı used the piecewise-continuous function σ(b, x) =(
1/m(x)

)∑m(x)−1
k=1 k2(bk−bk+1),m(x) = [π/x]. He showed that in some neighborhood

of zero the difference g(b, x) − (bm(x)/2) cot(x/2) can be estimated from both sides
in terms of the function σ(b, x) with absolute constants. In the present paper, sharp
values of these constants on the class of convex sequences b are found.

Keywords: sine series with monotone coefficients, convex sequence, slowly varying
sequence.

Работа посвящена уточнению двусторонних оценок суммы ряда по
синусам с выпуклыми коэффициентами, полученных С. А. Теляков-
ским [1,2].

Рассмотрим невозрастающую и стремящуюся к нулю последователь-
ность положительных чисел b = {bk}∞k=1 и функцию

g(b, x) =
∞∑

k=1

bk sin kx. (1)

Хорошо известно, что ряд (1) сходится всюду и его сумма непрерывна
на (0, 2π). Нас будет интересовать поведение функции g(b, x) вблизи

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-
01-00584.

1The reported study was funded by RFBR, project No. 20-01-00584.
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точки x = 0. Всюду далее помимо монотонности будем предполагать
выпуклость последовательности коэффициентов ряда (1):

bk − 2bk+1 + bk+2 > 0 ∀k ∈ N.

Положим m(x) = [π/x], 0 < x < π ([t]— целая часть числа t).
При дополнительном условии медленного изменения последователь-

ности b, а именно: limk→∞ (b2k/bk) = 1, С. Алянчич, Р. Боянич и М. То-
мич [3] нашли асимптотику суммы ряда (1):

g(b, x) ∼ bm(x)

x
∼ bm(x)

2
ctg

(x
2

)
, x→ +0. (2)

С. А. Теляковский [1, 2] заметил, что сумма ряда (1) с выпуклы-
ми коэффициентами в правой полуокрестности нуля всегда превосходит(
bm(x)/2

)
ctg (x/2). Он показал, что разность

g(b, x)− bm(x)

2
ctg

(x
2

)
(3)

удобно сравнивать с функцией

σ(b, x) =
1

m(x)

m(x)−1∑

k=1

k2∆bk, ∆bk = bk − bk+1 > 0, (4)

и что функции (3) и (4) одного порядка при x→ +0.

Теорема А ( [2, 4]). Существуют такие положительные абсолют-
ные постоянные C1 и C2, что для разности (3) выполняется неравен-
ство

C1 σ(b, x) 6 g(b, x)− bm(x)

2
ctg

x

2
6 C2 σ(b, x), x ∈

(
0,
π

11

]
,

какова бы ни была выпуклая и стремящаяся к нулю последователь-
ность b.

Цель настоящей работы — получить точные постоянные в теореме A,
а именно: вычислить значения величин

C = sup
b

lim
x→+0

g(b, x)− bm(x)

2 ctg
(
x
2

)

σ(b, x)
, (5)

C = inf
b

lim
x→+0

g(b, x)− bm(x)

2 ctg
(
x
2

)

σ(b, x)
. (6)
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Точная верхняя и нижняя грани в (5), (6) берутся по всем выпуклым
и стремящимся к нулю последовательностям b. Основным результатом
является следующая теорема.

Теорема 1. Справедливы равенства

C =
π

2
, C =

3(π − 1)

π2
,

причем точная верхняя грань в (5) и точная нижняя грань в (6) до-
стигаются на медленно меняющихся последовательностях.
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ПОСТРОЕНИЕ БАНАХОВА ФРЕЙМА В ПРОСТРАНСТВЕ
ХАРДИ, ОПРЕДЕЛЕННОМ НА ПОЛИДИСКЕ1

К. С. Сперанский, П. А. Терехин (Саратов, Россия)
konstantin.speransky@yahoo.com, terekhinpa@mail.ru

Мы приводим конструкцию системы представления на основе дискретизирован-
ного ядра Сеге в пространстве Харди, определенном на двумерном полидиске
комплексной плоскости. Мы используем понятие банахова фрейма, являющееся
обобщением понятия фрейма Даффина–Шеффера. Построив банахов фрейм мы
можем говорить о том, что произвольную функцию пространства Харди можно
представить в виде ряда по последовательности дискретизированных ядер.

Ключевые слова: банахов фрейм, система представления, воспроизводящее ядро,
ядро Сеге, пространство Харди.

ON THE CONSTRUCTION OF A BANACH FRAME
IN THE HARDY SPACE DEFINED ON A POLYDISC1

K. S. Speransky, P. A. Terekhin (Saratov, Russia)
konstantin.speransky@yahoo.com, terekhinpa@mail.ru

We give the construction of a representing system based on the discretized Szego
kernel in the Hardy space defined on a two-dimensional polydisc. We use a notion
of a Banach frame which generalizes a notion of a Duffin-Shaeffer frame. Having
constructed a Banach frame we can say that any function from the Hardy space can
be represented as a series of discretized kernels.

Keywords: Banach frame, respresenting system, reproducing kernel, Szego kernel,
Hardy space.

Пространство Харди H2 = H2(D2), определенное на двумерном по-
лидиске комплексной плоскости

D2 = {(z1, z2) : |z1| < 1, |z2| < 1}

состоит из всех аналитических функций вида

f(z1, z2) =
∑

k1,k2≥0
ck1k2z

k1
1 z

k2
2 ,

для которых конечна норма

‖f‖H2 =

( ∑

k1,k2≥0
|ck1k2|2

)1/2

.

Пространство H2 является пространством с воспроизводящим ядром

Kλ(z) = K(z, λ) =
1

(1− λ1z1)(1− λ2z2)
,

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00414).
1The article is done with the financial support of RFBR (project No. 18-01-00414).
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где z = (z1, z2) ∈ D2 и λ = (λ1, λ2) ∈ D2. Воспроизводящее ядро Kλ

называется ядром Сеге и его нормированная версия имеет вид

K̂λ(z) =
K(λ, z)

‖K(λ, z)‖H2

=
(1− |z1|2)1/2(1− |z2|2)1/2(

1− λ1z1
) (

1− λ2z2
) .

Вопрос о существовании систем представления на основе дискретизиро-
ванных воспроизводящих ядер {Kλ}λ∈Λ в пространстве Харди на еди-
ничном диске комплексной плоскости был сформулирован в качестве от-
крытой проблемы в статье [1]:

Вопрос 1. Существует ли последовательность точек {λn}∞n=1 на от-
крытом единичном диске такая, что последовательность {Kλn}∞n=1 обра-
зует систему представления пространства H2(D)?

Мы даем ответ на вопрос 1 для двумерного случая. Результат основан
на применении теории банаховых фреймов и сохраняется при переходе к
полидиску произвольной размерности. Результат для одномерного слу-
чая был опубликован в статье [2].

Пусть
0 < r1 < . . . < rk < . . . , lim

k→∞
rk = 1

и nk ∈ N, k = 1, 2, . . . . Выберем точки {λn}∞n=1 ∈ D2 вида

λn = λkj1j2 = (rke
2πij1
nk , rke

2πij2
nk ), j1, j2 = 0, 1, . . . nk − 1. (1)

Далее, под условием согласования для nk и rk будем понимать вы-
полнение неравенств

0 < a ≤ nk(1− rk) ≤ b <∞ (2)

с некоторыми постоянными 0 < a ≤ b <∞.
Теорема 1. Пусть {λn}∞n=1 ∈ D2 - последовательность точек вида (1),

удовлетворяющая условиям согласования (2). Тогда последовательность
значений нормированного ядра Сеге {K̂λn}∞n=1, дискретизированных в
этих точках образует фрейм пространства Харди H2 относительно про-
странства коэффициентов X , состоящего из всех последовательностей
{ξn}∞n=1 = {ξkj1j2}, для которых

∞∑

k=1

(
nk−1∑

j1=0

nk−1∑

j2=0

|ξkj1j2|2
)1/2

<∞.

Мы используем здесь понятие фрейма (см., например, [3]), которое в
отличие от атомарного разложения и банахова фрейма по Грохенигу ав-
томатически обеспечивает справедливость следствия 1 о представлении
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произвольной функции из пространства H2 в виде ряда по последова-
тельности дискретизированных ядер Сеге.

Следствие 1. Для каждой функции f ∈ H2 существует последова-
тельность {ξn}∞n=1 ∈ X такая, что справедливо представление

f =
∞∑

n=1

ξnK̂n.
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ГИПОТЕЗА О ЯКОБИАНЕ И НЕКОТОРЫЕ
ОБОБЩЕНИЯ1

В. В. Старков (Петрозаводск, Россия)
VstarV@list.ru

Гипотеза о якобиане в современной трактовке предполагает инъективность по-
линомиального отображения f : Rn → Rn (Cn → Cn) при условии, что якобиан
Jf ≡ const 6= 0. В этой заметке исследуется вопрос о структуре полиномиальных
отображений f, для которых Jf ≡ const 6= 0. Также рассматриваются некоторые
достаточные условия инъективности неполиномиальных отображений.

Ключевые слова: гипотеза о якобиане, отображение Келлера.

JACOBIAN CONJECTURE AND ITS GENERALIZATIONS1

V. V. Starkov (Petrozavodsk, Russia)
VstarV@list.ru

The Jacobian Conjecture was first formulated by O. Keller in 1939. In the modern form
it supposes injectivity of the polynomial mapping f : Rn → Rn(Cn → Cn) provided
that jacobian Jf ≡ const 6= 0. In this note we consider structure of polynomial
mappings f that provide Jf ≡ const 6= 0. Also we consider some sufficient conditions
of injectivity for non polynomial mappings.

Keywords: Jakobian conjecture, Keller mappings.

Обозначим Pm множество всех полиномов в Rn (или Cn) степени, не
превосходящей m. Пусть Pm — множество всех полиномиальных отоб-
ражений F = (F1, . . . , Fn) : Rn → Rn (или Cn → Cn), Fk ∈ Pm(k =
1, . . . , n). Обозначим DF матрицу Якоби и JF — якобиан отображения F
(в комплексном случае DF и JF комплексные). Сформулированная Кел-
лером [1] в 1939 г. Гипотеза о якобиане (JC) в современной ее трактовке
заключается в следующем:

если F ∈ Pm и JF ≡ const 6= 0, то F инъективно в Rn (Cn).
Положительное решение гипотезы открывало бы возможность ее об-

ширного приложения в ряде направлений математики.
В [2] гипотеза доказана для F ∈ P2 для любого n, в [3] гипотеза

проверена для n = 2 и F ∈ P100. Однако, до сих пор JC не доказана и
не опровергнута ни при каком значении n. Гипотеза включена в список
18 проблем “Mathematical Problems for the Next Century” [4].

В этой заметке ставится вопрос о структуре отображений F ∈ Pm с
JF ≡ const 6= 0, именно он представляется ключевым в доказательстве
или опровержении JC. Решение этого вопроса с последующим примене-
нием критериев или достаточных условий инъективности отображения
приведет к существенным продвижениям в JC.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 17-11-01229).
1The work is supported by the Russian Science Foundation (project No. 17-11-01229).
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Отображение F ∈ Pm будем называть отображением Келлера, если
F (0) = 0, JF ≡ 1 и его матрица Якоби DF (0) = I — единичная матрица.
В [5] дано полное описание отображений Келлера для n = 2,m = 3.

Теорема A. [5] Пусть n = 2, F ∈ P3, F (0) = 0. F - отображение
Келлера тогда и только тогда, когда F = A−1 ◦ g ◦ A, где g(x, y) =
(U(x, y), V (x, y)),

U(x, y) = x+ α2(x+ y)2 + α3(x+ y)3,

V (x, y) = y − α2(x+ y)2 − α3(x+ y)3,

α2 и α3 - произвольные фиксированные постоянные, A - линейное одно-
родное невырожденное отображение.

Теорема B. [6] Пусть для n ≥ 2, отображение F (X) = (u1, . . . , un) :
Rn → Rn определено следующим образом:

uk(X) = xk + pk2(x1 + · · ·+ xn)
2 + · · ·+ pkm(x1 + · · ·+ xn)

m , (1)

(k = 1, . . . , n) и pkj - любые постоянные, удовлетворящие условию
n∑
k=1

pkj = 0 для всех j = 2, . . . ,m. Тогда JC справедлива для F .

Вопрос 1: останется ли справедливым утверждение Теоремы B, если
в определении (1) координатных функций uk(X) сумму z = x1+ · · ·+xn
заменить на Z = b1x1 + · · · + bnxn с произвольным вектором B = (b1 +
· · ·+ bn), B ∦ (1, . . . , 1).

Задача решается подбором для каждого отображения f из Теоремы B
неособенной матрицы A такой, что F (X) = A−1f(AX) обладает нужны-
ми свойствами. Оказывается, матрица A с таким свойством существует
не всегда.

Теорема 1. Пусть k = 1, . . . n и P (k) = (pk2, . . . , pkm) – (m −
1)−мерные векторы, не все из которых нулевые,

n∑
k=1

P (k) = 0. Пусть

Rn ∋ B = (b1, . . . , bn) 6= (1, . . . , 1), F (X) из Теоремы B определяется
условием (1) посредством векторов P (k).

1) Если в наборе векторов P (k), k = 1, . . . , n линейно независимых
векторов не более (n− 2), то существует неособенная матрица A та-
кая, что

F (X) = A−1f(AX) = X +



q12Z

2, . . . , q1mZ
m

. . .

qn2Z
2, . . . , qnmZ

m


 ,

n∑

k=1

qkj = 0 (2)

для всех j = 2, . . . ,m, где Z = (B,X).

386



2) Если среди векторов P (k), k = 1, . . . , n, (n− 1) линейно независи-
мых, то не существует матрицы A со свойством (2).

Вопрос 2: насколько в Теореме 1 важно условие
n∑
k=1

qkj = 0 для того,

чтобы полиномиальные отображения

F (X) = X +
m∑

j=2

QjZ
j, где Qj =



q1j

. . .

qnj


 , Z = (B,X), (3)

было отображением Келлера?

Теорема 2. Для любого вектора B = (b1, . . . , bn) и любых векто-
ров Qj, j = 1, . . . ,m, из линейного пространства M, ортогонального
вектору B, полиномиальное отображение F (X) из (3) является отоб-
ражением Келлера и для него справедлива JC.

Теорема B является частным случаем Теоремы 2 приB = (1, . . . , 1). В
Теореме 2 условие принадлежности векторов Qj пространству M,M⊥B,
является существенным. Будут представлены и другие результаты в этом
направлении, в частности,

Теорема 3. Пусть для каждого натурального s = 1, . . . , r полино-
миальное отображение

Fs(X) = X +
m∑

j=2

Q
(s)
j Z

j
s(X) =: X + V (s)(X)

определяется формулой (3) и удовлетворяет Теореме 2, Zs(X) =

(Bs, X), векторы Bs = (b
(s)
1 , . . . , b

(s)
n ) 6= 0; пусть M

(s)
n−1 – линейное (n−1)-

мерное пространство, M
(s)
n−1⊥Bs и для любого j = 2, . . . ,m справедли-

вы включения Q
(1)
j ∈

r⋂

s=1

M
(s)
n−1, Q

(2)
j ∈

r⋂

s=2

M
(s)
n−1, . . . , Q

(r)
j ∈ M

(r)
n−1. То-

гда полиномиальное отображение F = Fr ◦ Fr−1 ◦ · · · ◦ F1 имеет вид

F (X) = X +
r∑
s=1

V (s)(X) и для него справедлива JC.

Все сформулированные здесь результаты справедливы как в веще-
ственном, так и в комплексном случае.

Идеи, приведшие к теоремам 1–3, могут быть перенесены и на непо-
линомиальные отображения. В частности, справедлива

Теорема 4. Для X = (x1, . . . , xn) ∈ Rn обозначим: z = x1 + . . .+ xn.

Пусть hk(z) ∈ C1(R), k = 1, . . . , n, H(z) =
n∑
k=1

hk(z). Если для любых
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z′, z′′ ∈ R выполняется неравенство [H(z′′)−H(z′)]/(z′′ − z′) 6= −1, то
отображение F (X) = (x1 + h1(z), . . . , xk + hn(z)) инъективно в Rn.

Следствие. Если (в обозначениях теоремы 1) H ′(z) 6= −1, то отоб-
ражение F инъективно в Rn.
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СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ АППРОКСИМАЦИЙ
ЭРМИТА – ПАДЕ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ1

А. П. Старовойтов, Е. П. Кечко, Д. А. Волков
(Гомель, Беларусь)

svoitov@gsu.by, ekechko@gmail.com

При некоторых ограничениях найдена скорость сходимости (в том числе и недиа-
гональных) аппроксимаций Эрмита –Паде 2-го рода экспоненциальных функций.
Доказанные утверждения дополняет результаты, полученные ранее в работах
других авторов.

Ключевые слова: многочлены Эрмита – Паде, аппроксимации Эрмита – Паде,
асимптотические равенства..

THE CONVERGENCE RATE HERMITE – PADÉ
APPROXIMANTS OF EXPONENTIAL FUNCTIONS1

A. P. Starovoitov, E. P. Kechko, D. A. Volkov
(Gomel, Belarus)

svoitov@gsu.by, ekechko@gmail.com

Under some restrictions, the convergence rate of type II Hermite –Padé approximants
of exponential functions is found (including nondiagonal case). The statements proved
in the paper complement the results obtained earlier by other authors.

Keywords: Hermite –Padé polynomials, Hermite – Padé approximations, asymptotic
equality..

Рассмотрим систему экспоненциальных функций

~f = {eλjz}kj=1 ,

где {λj}kj=1 – различные не равные нулю комплексные числа. Для ин-
декса n ∈ N0 = N ∪ {0} и мультииндекса ~m = (m1,m2, . . . ,mk), mj ∈ N0

существуют многочлены Qn,~m(z) 6≡ 0, P j
n,~m(z), deg Qn,~m 6 m, deg P j

n,~m 6
6 nj, j = 1, 2, . . . , k, удовлетворяющие условиям:

Rj
n,~m(z;

~f) = Qn,~m(z)e
λjz − P j

n,~m(z) = O(zn+|m|+1), z → 0,

где |m| =
k∑
i=1

mi, nj = n+ |m| −mj. При k = 1 считаем λ1 = 1.

Многочлены Qn,~m(z), P 1
n,~m(z), . . . , P

k
n,~m(z) принято называть много-

членами Эрмита –Паде 2-го рода, а рациональные функции

πjn,~m(z) = πjn,~m(z;
~f) =

P j
n,~m(z)

Qn,~m(z)
, j = 1, 2, . . . , k

1Работа выполнена при финансовой поддержке БРФФИ (проект № Ф18М-025).
1The article is done with the financial support of BRFBR (project No. F18M-025).
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— аппроксимациями Эрмита –Паде 2-го рода (совместными аппрокси-
мациями Паде) системы экспонент. Диагональному случаю соответству-
ет набор индексов n = m1 = . . . = mk. Явные конструкции таких мно-
гочленов и рациональных функций впервые появились в работе Ш. Эр-
мита (см. [1], [2]), посвященной доказательству трансцендентности числа
e.

В случае k = 1 Паде (см. [3]) и Перрон [4] доказали, что на ком-
пактах из C дроби πn,m(z) := π1n,m(z) равномерно сходятся к ez при
n + m → ∞. Основываясь на результатах численного эксперимента,
Г. Мейнардус сформулировал гипотезу об асимптотике поведения раз-
ности ez − πn,m(z), доказательство которой получено Д. Браессом [5]:
для любого комплексного z при n+m→∞

ez − πn,m(z) = (−1)m m! n! e2mz/(n+m)

(n+m)! (n+m+ 1)!
zn+m+1 (1 + o(1)).

Е. М. Никишин обратил внимание на необходимость исследования
сходимости совместных аппроксимаций Паде системы ~f = {eλjz}kj=1 в
многомерном случае, когда k > 1. Решение поставленной им задачи было
получено А. И. Аптекаревым [6], который доказал, что при n+|m| → +∞
дроби πjn,~m(z; e

λjξ) сходятся равномерно к eλjz на компактах в C. Вместе
с тем, вопрос о том, какова скорость равномерной сходимости дробей
πjn,~m(z; e

λjξ) к eλjz в общей постановке остаётся открытым. Имеющиеся
результаты (см., например, [7] – [11]) относятся в основном к диагональ-
ному случаю. Так в [7] с помощью метода матричной задачи Римана –
Гильберта при γ = 1, k = 2, λ1 = −1, λ2 = 1 найдена скорость схо-
димости «сжатых» диагональных аппроксимаций Эрмита – Паде. Более
общий результат при k = 2 получен в [12]:

Теорема 1. Пусть ~m = (m1,m2), |m| = m1+m2, а дроби πjn,~m(z; e
λjz)

являются аппроксимациями Эрмита –Паде 2-го рода для системы
{eλjz}2j=1, где λ1, λ2 — различные и отличные от нуля комплексные чис-
ла. Тогда если

lim
n→∞

m(n)/
√
n = 0,

то равномерно по всем m, 0 6 |m| 6 m(n), при n→ +∞

eλ1z − π1n,~m(z; e
λ1z) =

= (−1)|m| m1!n! (λ2 − λ1)
m2λn+m1+1

1 zn+|m|+1

(n+ |m|)! (n+m1 + 1)!
(1 + o(1)) ,
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eλ2z − π2n,~m(z; e
λ2z) =

= (−1)|m| m2! n! (λ1 − λ2)
m1λn+m2+1

2 zn+|m|+1

(n+ |m|)! (n+m2 + 1)!
(1 + o(1)) ,

где оценка o(1) равномерна по всем |z| 6 L.

Методы Лапласа и перевала, применяемые при изучении асимпто-
тических свойств диагональных аппроксимаций Эрмита – Паде, в общем
случае не работают. При доказательстве теоремы 1 в [12] применяется
новый подход, который опирается на теорему Тейлора и эвристические
соображения, лежащие в основе методов Лапласа и перевала. Совершен-
ствуя метод работы [12], нами установлена следующая

Теорема 2. Пусть n, m1, m2, . . ., mk – произвольные целые неотри-
цательные числа, а рациональные дроби πjn,~m(z) являются аппроксима-

циями Эрмита –Паде 2-го рода для системы экспонент ~f = {eλjz}kj=1,

где {λj}kj=1 – различные и отличные от нуля комплексные числа. Тогда
если

lim
n→∞

m(n)/
√
n = 0,

то равномерно по всем m, 0 6 |m| 6 m(n), при n→ +∞

eλjz − πjn,~m(z) = (−1)|m| λn+mj+1
j

k∏

i=1
i 6=j

(λi − λj)
mi×

× mj! n! z
n+|m|+1

(n+ |m|)! (n+mj + 1)!
(1 + o(1)), j = 1, 2, ..., k,

где оценка o(1) равномерна по всем |z| 6 L.

Теорема 2 является обобщением теоремы 1. Более того, она согласу-
ются со всеми известными результатами. В частности, при сделанных
в ней предположениях она согласуется с результатом Д. Браесса [5]. В
случае k = 1 произведение

∏k
i=1
i 6=j

(λi − λj)
mi в предыдущем равенстве

следует заменить единицей.
Отметим также, что при доказательстве теоремы 2 существенно ис-

пользуется следующее асимптотическое равенство, доказательство кото-
рого имеет технический характер: при n+m→∞

1F1(m+ 1;m+ n+ 2; z) = e
m

m+n z (1 + o(1)),
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где

1F1(α, β; z) =
∞∑

p=0

(α)p
(β)p

zp

p!

— гипергеометрическая функция,

(γ)0 = 1, (γ)p = γ(γ + 1) . . . (γ + p− 1)

— символ Похгаммера, а оценка o(1) равномерна по z на компактах
из C.
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УДК 517.9

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ МНОГОЧЛЕНОВ ЭРМИТА– ПАДЕ
А. П. Старовойтов, Н. В. Рябченко, А. А. Драпеза
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В работе введены новые понятия: вполне нормальный индекс, вполне совершен-
ная система функций. С помощью этих понятий для произвольной системы сте-
пенных рядов сформулированы и доказаны критерии единственности решений
двух задач Эрмита –Паде, получены явные детерминантные представления мно-
гочленов Эрмита –Паде 1-го и 2-го рода. Доказанные утверждения дополняют
хорошо известные результаты в теории аппроксимаций Эрмита – Паде.

Ключевые слова: многочлены Эрмита – Паде, нормальный индекс, совершенная
система, определители Ганкеля.

REPRESENTATION OF HERMITE – PADÉ POLYNOMIALS
A. P. Starovoitov, N. V. Ryabchenko, A. A. Drapeza

(Gomel, Belarus)
svoitov@gsu.by, nmankevich@tut.by

In this article new concepts are introduced: quite normal index, quite perfect system
of functions. Using these concepts for an arbitrary system of power series, a criteria
for the uniqueness the solution of the two Hermite–Padé problems was formulated
and proved, explicit determinant presentations of type I and type II Hermite–Padé
polynomials obtained. The proven assertions complement the well-knowresults in the
theory of Hermite–Padé approximations.

Keywords: Hermite–Padé polynomials, normal index, perfect system, Hankel deter-
minant..

1. Многочлены Эрмита – Паде 2-го рода

Постановка задачи
Пусть f = (f1, ..., fk) – набор степенных рядов

fj(z) =
∞∑

i=0

f ji z
i, j = 1, 2, ..., k (1)

с комплексными коэффициентами. Множество k–мерных мультииндек-
сов обозначим Zk+. Порядок мультииндекса −→m = (m1, ...,mk) — это сум-
ма m = m1 + ... + mk. Зафиксируем индекс n ∈ Z1

+ и мультииндекс−→m = (m1, . . . ,mk) ∈ Zk+ и рассмотрим следующую задачу [1].

Задача А. Найти тождественно не равный нулю многочлен
Qm(z) = Qn,−→m(z; f), degQm 6 m и многочлены P j

nj
(z) = P j

n,−→m(z; f),

degP j
nj
6 nj, nj = n+m−mj, чтобы при j = 1, ..., k

Rj
n,−→m(z) := Qm(z)fj(z)− P j

nj
(z) = Aj z

n+m+1 + . . . .
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В отдельных частных случаях решение задачи А в явном виде най-
дено Паде и Эрмитом [1]. В общем случае решение задачи А существует,
а многочлены Qm, P j

nj
находятся с точностью до мультипликативного

множителя. Эта неединственность может быть и более существенной.
Принято говорить, что задача А имеет единственное решение, если

все решения задачи можно записать в виде: (λQm, λP ), где λ ∈ C, λ 6= 0,
а (Qm, P ) — некоторое одно фиксированное решение.

Определение 1. Если пара (Qm, P ), где P = (P 1
n1
, . . . , P k

nk
) — реше-

ние задачи А, то многочлены Qm, P
1
n1
, . . . , P k

nk
называют многочленами

Эрмита – Паде 2-го рода для набора f степенных рядов (1).
Определение 2. Индекс (n,−→m) = (n,m1, ...,mk) ∈ Zk+1

+ называется
нормальным для системы f относительно задачи А, если для любого
решения (Qm, P ) задачи А с индексом n и мультииндексом −→m

degQm = m, degP j
nj

= nj, j = 1, ..., k.

Если индекс (n,−→m) является нормальным, то задача А имеет един-
ственное решение [1]. Однако, нормальность индекса (n,m) не является
необходимым условием единственности решения поставленной задачи.

Критерий единственности решения задачи А
Далее считаем, что−→m — ненулевой мультииндекс. Для нулевого муль-

тииндекса−→m решение задачи А очевидно:Qm(z) ≡ 1, а P j
n — многочлены

Тейлора функции fj.
Для каждого j = 1, ..., k, фиксированных индекса n и мультииндек-

са −→m = (m1, . . . ,mk), в предположении, что mj 6= 0, определим мат-

рицы F j
i =

(
f jn−mj+i

f jn−mj+i+1 . . . f jnj+i

)
порядка 1 × (m + 1), где

i = 1, 2, . . . ; матрицу порядка mj × (m+ 1)

F j =
[
F j
1 F j

2 . . . F j
mj

]T
=



F j
1
...

F j
mj


 ,

матрицу Fn,−→m =
[
F 1 F 2 . . . F k

]T
порядка m× (m+1) и определители

dj
n,−→m,i = det

[
F 1 F 2 . . . F k F j

mj+i

]T
(m+ 1)-го порядка.

Определим также функциональные матрицы порядка 1× (m+ 1)

E(z) =
(
zm zm−1 . . . z 1

)
,

Emj
(z) =

(
n−mj∑
i=0

f ji z
m+i

n−mj+1∑
i=0

f ji , z
m+i−1 . . .

nj∑
i=0

f ji z
i

)
.
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Определение 3. Индекс (n,−→m) будем называть вполне нормальным
для f относительно задачи А, если ранг матрицы Fn,−→m равен m.

Теорема 1. Для того, чтобы для фиксированного индекса (n,−→m) за-
дача А имела единственное решение, необходимо и достаточно, чтобы
индекс (n,−→m) был вполне нормальным для f относительно задачи А.

В случае, если rang Fn,−→m = m, для решений задачи (Qm, P ) справед-
ливы следующие детерминантные представления:

Qm(z) = det
[
F 1 F 2 . . . F k E(z)

]T
,

P j
nj
(z) = det

[
F 1 F 2 . . . F k Emj

(z)
]T

,

Rj
n,−→m(z) =

∞∑

i=1

dj
n,−→m,iz

n+m+i .

2. Многочлены Эрмита – Паде 1-го рода

Постановка задачи
Рассмотрим задачу, двойственную задаче А [1].

Задача В. Для системы f степенных рядов (1) и ненулевого ин-
декса n = (n1, ..., nk) ∈ Zk+ найти такой набор не равных тождествен-
но нулю одновременно многочленов A1 = A1

n, ..., Ak = Ak
n, degA1 6

n1 − 1, . . . , degAk 6 nk − 1, для которых

Ln(z) :=
k∑

j=1

Aj(z)fj(z) = cnz
|n|−1 + . . . .

Многочлены Aj (их называют многочлены Эрмита – Паде 1-го рода
для f) находятся с точностью до мультипликативного множителя. Эта
неединственность может быть и более существенной.

Принято говорить, что задача В имеет единственное решение, если
все решения задачи можно записать в виде: λA, где λ ∈ C, λ 6= 0, а
A = (A1, . . . , Ak) — некоторое одно фиксированное решение.

Критерий единственности решения задачи В
Для каждого j = 1, ..., k и индекса n = (n1, ..., nk) ∈ Zk+ при nj 6= 0,

определим матрицы Gj
i =

(
f j1−i f j2−i . . . f j|n|−i−1

)T
порядка (|n|−1)×1,

где i = 1, ..., nj; матрицы Gj =
(
Gj

1 Gj
2 . . . Gj

nj

)
порядка (|n| − 1)× nj

и матрицу Gn =
(
G1 G2 . . . Gk

)
порядка (|n| − 1)× |n|.
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Рассмотрим также функциональные матрицы–строки порядка 1×|n|

Uj(z) =
(
0 0 . . . 0 . . . 1 z . . . znj−1 . . . 0 0 . . . 0

)
,

U(z) = U1(z) + . . .+ Uk(z) .

Если в матрице Gn добавить в качестве последней строки строку
Uj(z), то получим квадратную матрицу порядка |n| × |n|. Определитель
этой матрицы обозначим через Aj(z). Если в определителе Aj(z) послед-
нюю строку заменить строкой

(
f 1i+|n|−2f

1
i+|n|−3 . . . f

1
i+|n|−n1−1 . . . f

k
i+|n|−2f

k
i+|n|−3. . . f

k
i+|n|−nk−1

)
,

то полученный определитель обозначим через d̃n,i.
Определение 4. Ненулевой индекс n ∈ Zk+ назовем вполне нормаль-

ным для f относительно задачи В, если rang Gn = |n| − 1.

Теорема 2. Для того, чтобы для ненулевого индекса n ∈ Zk+ зада-
ча В имела единственное решение, необходимо и достаточно, чтобы
индекс n был вполне нормальным для f относительно задачи В.

В случае, если rang Gn = |n| − 1, при определенном выборе мульти-
пликативного множителя справедливы следующие представления:

Aj(z) = det

[
Gn

Uj(z)

]
, j = 1, ..., k ;

Ln(z) =
∞∑

i=1

d̃n,i z
|n|+i−2 .
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УДК 517.587

РЕКУРРЕНТНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ОРТОГОНАЛЬНЫХ
ПО СОБОЛЕВУ ПОЛИНОМОВ, ПОРОЖДЁННЫХ

ПОЛИНОМАМИ ЯКОБИ
М. С. Султанахмедов (Махачкала, Россия)

sultanakhmedov@gmail.com
Одним из ключевых свойств классических ортогональных полиномов является
так называемое трёхчленное рекуррентное соотношение. Оно используется в ис-
следовании дальнейших свойств систем ортогональных полиномов, а также для
вычисления значений полиномов в произвольно заданной точке. В настоящей
работе установлены рекуррентные соотношения для полиномов, ортогональных
по Соболеву и порождённых классическими ортогональными полиномами в об-
щем случае, а также для одного конкретного случая — полиномов порождённых
полиномами Якоби.

Ключевые слова: рекуррентные формулы, ортогональные полиномы, ортогональ-
ность по Соболеву, пространства Соболева, полиномы Якоби.

RECURRENT FORMULAS FOR SOBOLEV ORTHOGONAL
POLYNOMIALS GENERATED BY JACOBI POLYNOMIALS

M. S. Sultanakhmedov (Makhachkala, Russia)
sultanakhmedov@gmail.com

One of the key properties of the classical orthogonal polynomials is the three-term
recurrent formula. It can be used for the polynomial systems’ further properties
investigation, as well as for calculating the values of these polynomials at the
given point. We establish the recurrent formulas for Sobolev orthogonal polynomials
generated by the classical orthogonal polynomials in the general case, as well as for
one specific case — polynomials generated by the Jacobi polynomials.

Keywords: recurrent formula, orthogonal polynomials, Sobolev orthogonality, Sobolev
space, Jacobi polynomials.

Введение

Обозначим через {ϕn}∞n=0 систему функций, ортонормированную в про-
странстве Лебега L2

ω(a, b) измеримых на (a, b) функций f(x), для кото-

рых
b́

a

|f(x)|pω(x)dx <∞, где ω = ω(x) — весовая функция. Более точно,

〈ϕn, ϕm〉 = 〈ϕn, ϕm〉L2
ω
=

ˆ b

a

ϕn(t)ϕm(t)ω(t)dt = δn,m,

где δn,m — символ Кронекера.
Через W r

L2
ω(a,b)

обозначим пространство Соболева, состоящее из функ-
ций f(x), непрерывно-дифференцируемых (r − 1) раз на [a, b], для ко-
торых f (r−1)(x) абсолютно непрерывна на [a, b] и f (r)(x) ∈ L2

ω(a, b). Ска-
лярное произведение в W r

L2
ω(a,b)

имеет вид

〈f, g〉 =
r−1∑

ν=0

f (ν)(a)g(ν)(a) +

b
ˆ

a

f (r)(t)g(r)(t)ω(t)dt. (1)
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Скалярные произведения такого вида называются скалярными произве-
дениями типа Соболева.

В работе [1] показано, что из системы {ϕn}∞n=0 можно породить систе-
му функций, ортонормированную в смысле (1), посредством равенств

ϕr,n(x) =
(x− a)n

n!
, n = 0, 1, . . . , r − 1,

ϕr,r+n(x) =
1

(r − 1)!

x
ˆ

a

(x− t)r−1ϕn(t)dt, n = 0, 1, . . . ,

причём эта новая система будет полна в W r
L2
ω(a,b)

, если исходная система
была полна в L2

ω(a, b). В дальнейшем будем считать ϕ0,n(x) = ϕn(x).
Положим теперь {ϕn}∞n=0 одной из систем классических ортогональ-

ных полиномов. Хорошо известно, что одним из ключевых свойств таких
систем является трёхчленная рекуррентная формула вида

ϕn(x) = (Anx+Bn)ϕn−1(x) + Cnϕn−2(x), n = 2, 3, . . . .

Эта формула применяется не только для отыскания значений полино-
ма ϕn(x) в любой заданной точке x, но и для исследования дальнейших
свойств системы {ϕn}∞n=0.

Нами доказано следующее утверждение, устанавливающее рекур-
рентные соотношения для полиномов, ортогональных по Соболеву и по-
рождённых классическими ортогональными полиномами, в общем слу-
чае.

Теорема 1. При r ≥ 1 для системы полиномов {ϕr,n}∞n=0, ортого-
нальных в смысле Соболева и порождённых системой ортогональных
полиномов {ϕn}∞n=0, имеют место следующие рекуррентные формулы

ϕr,0(x) = 1, ϕr,n(x) =
(x− a)

n
ϕr,n−1(x), 1 ≤ n ≤ r − 1;

ϕ0,n(x) = ϕn(x); ϕn+1,n+1(x) =
(x− a)

n+ 1
ϕn,n(x), n ≥ 0;

Anrϕr+1,r+n(x) = (Anx+Bn)ϕr,r+n−1(x)+

+Cnϕr,r+n−2(x)− ϕr,r+n(x), n ≥ 2,

где An, Bn и Cn имеют тот же смысл, что и в ().
Замечание 1. Рекуррентные соотношения для полиномов ϕ1,n+1(x),

n ≥ 1, для каждой конкретной системы необходимо устанавливать от-
дельно, используя специальные свойства исходной ортогональной систе-
мы {ϕn}∞n=0 (интегральные и дифференциальные свойства).
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Рекуррентные формулы для полиномов
Соболева – Якоби

Классические ортогональные полиномы Якоби P α,β
n (x) могут быть опре-

делены с помощью формулы Родрига (см. [2]) следующим образом

P α,β
n (x) =

(−1)n
2nn!

1

ρ(x)

dn

dxn
{ρ(x)σn(x)} ,

где ρ(x) = ρ(x;α, β) = (1 − x)α(1 + x)β, σ(x) = 1 − x2. При α, β > −1
полиномы Якоби образуют ортогональную систему в L2

ρ(−1, 1), т.е.

ˆ 1

−1
P α,β
n (t)P α,β

m (t)ρ(t)dt = hα,βn δnm,

где

hα,βn =
Γ(n+ α + 1)Γ(n+ β + 1)2α+β+1

n!Γ(n+ α + β + 1)(2n+ α + β + 1)
.

Обозначим через pα,βn (x) = [hα,βn ]−1/2P α,β
n (x) ортонормированный вариант

полиномов Якоби.
Рассмотрим полиномы pr,k(x) (r = 1, 2, . . .), определённые на [−1, 1]

посредством равенств

pα,βr,k (x) =
(x+ 1)k

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1,

pα,βr,r+n(x) =
1

(r − 1)!

x
ˆ

−1

(x− t)r−1pα,βn (t)dt, n = 0, 1, . . . .

Рекуррентные формулы для полиномов Соболева–Якоби такого вида
устанавливает следующее утверждение.

Теорема 2. Для полиномов {pα,βr,n } при α, β > −1 справедливы сле-
дующие соотношения

pα,βr,0 (x) = 1, pα,βr,k (x) =
(x+ 1)

k
pα,βr,k−1(x), 1 ≤ k ≤ r − 1;

pα,β0,n (x) = pα,βn (x); pα,βr,r (x) =
(x+ 1)

r
pα,βr−1,r−1(x), r ≥ 1;

pα,β1,k+1(x) =
2
(
hα,βk

)− 1
2

k + α + β

[
P α−1,β−1
k+1 (x) + (−1)k

(
k + β

k + 1

)]
, k = 1, 2, . . . ;

rpα,βr+1,r+n(x) =
(
x+ Aα,β

n

)
pα,βr,r+n−1(x)−
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−Bα,β
n−1p

α,β
r,r+n−2(x)− Bα,β

n pα,βr,r+n(x), r ≥ 1, n ≥ 2,

где

Aα,β
n =

α2 − β2

(2n+ α + β)(2n+ α + β − 2)
,

Bα,β
n =

2

2n+ α + β

√
n(n+ α)(n+ β)(n+ α + β)

(2n+ α + β − 1)(2n+ α + β + 1)
.
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СПЕКТР ПЯТИ-ЭЛЕКТРОННЫХ СИСТЕМ
В МОДЕЛИ ХАББАРДА

С. М. Ташпулатов (Ташкент, Узбекистан)
sadullatashpulatov@yandex.com, toshpul@mail.ru, toshpul@inp.uz

Исследуется структура существенного спектра и дискретный спектр оператора
энерги пяти-электронных систем в модели Хаббарда для первых и вторых дуб-
летных состояний. Доказывается, что спектры этих двух дублетных состояний
различные.

Ключевые слова: модель Хаббарда, пяти-электронных систем, существенный
спектр, дискретный спектр, дублетное состояние, секстетное состояние, квартет-
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SPECTRA OF FIVE-ELECTRON SYSTEMS
IN THE HUBBARD MODEL

S. M. Tashpulatov (Tashkent, Uzbekistan)
sadullatashpulatov@yandex.com, toshpul@mail.ru, toshpul@inp.uz

We investigated the structure of essential spectra and discrete spectrum of five-
electron systems in the Hubbard model in the first and second doublet states. We
proved the spectra of this two doublet states is different.

Keywords: Hubbard model, five-electron system, essential spectra, discrete spectrum,
doublet state, sextet state, quartet state, five-electron bound state, five-electron anti-
bound state.

Introduction

The Hubbard model is currently one of the most extensively studied
multielectron models of metals. But little is known about exact results for the
spectrum and wave functions of the crystal described by the Hubbard model,
and obtaining the corresponding statements is therefore of great interest.
The spectrum and wave functions of the system of two electrons in a crystal
described by the Hubbard Hamiltonian were studied in [1]. The structure
of essential spectrum and discrete spectra of the energy operator of three-
electron and four-electron systems in the Hubbard model were investigated
in the work [2, 3]. We consider the energy operator of five-electron systems
in the Hubbard model and described the structure of essential spectrum
and discrete spectra of the system in the doublet states. Hamiltonian of
considering system has the form

H = A
∑

m,γ

a+m,γam,γ +B
∑

m,τ,γ

a+m,γam+τ,γ + U
∑

m

a+m,↑am,↑a
+
m,↓am,↓.

Here, A is the electron energy at a lattice site, B is the transfer integral
between neighboring sites (we assume that B > 0 for convenience), τ which
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means that summation is taken over the nearest neighbors, U is the parameter
of the on-site Coulomb interaction of two electrons, γ is the spin index, and
a+m,γ and am,γ are the respective electron creation and annihilation operators
at a site m ∈ Zν. In the five-electron systems exists five type doublet states.
The Hamiltonian H acts in the antisymmetric Fo’ck space Has. Let ϕ0 be
the vacuum vector in the space Has.

Main results

The first doublet state corresponds the basis functions 1d
1/2
m,n,p,q,r =

a+m,↓a
+
n,↓a

+
p,↑a

+
q,↑a

+
r,↑ϕ0. The subspace 1H̃d

1/2, corresponding to the first doublet
state is the set of all vectors of the form
1ψd1/2 =

∑
m,n,p,q,r∈Zν f̃(m,n, p, q, r)1d

1/2
m,n,p,q,r, f̃ ∈ las2 , where las2 is the

subspace of antisymmetric functions in the space l2((Zν)5).

Theorem 1. The subspace 1H̃d
1/2 is invariant under the operator H, and

the restriction 1Hd
1/2 of H to the subspace 1H̃d

1/2 is a bounded self-adjoint

operator. It generates a bounded self- adjoint operator 1H
d
1/2, acting in the

space las2 .

In the quasimomentum representation, the operator 1H
d
1/2 acts in the

Hilbert space Las2 ((T ν)5) as (1H̃d
1/2f̃)(λ, µ, γ, θ, η) = {5A+2A

∑ν
i=1[cosλi+

cosµi+cos γi+cos θi+ cos ηi]}f̃(λ, µ, γ, θ, η)+U
´

T ν [f̃(s, µ, λ+γ−s, θ, η)+
f̃(s, µ, γ, λ+ θ − s, η)+ +f̃(s, µ, γ, θ, λ+ η − s) + f̃(λ, s, µ+ γ − s, θ, η)+

f̃(λ, s, γ, µ+ θ− s, η) + f̃(λ, s, γ, θ, µ+ η− s)]ds, where Las2 is the subspace
of antisymmetric functions in L2((T

ν)5).

Theorem 2. Let ν = 1 and U < 0. Then the essential spectrum of
operator 1H̃d

1/2 is the union of four segments and the discrete spectrum is
empty.

Let ν = 3, Λ1 = λ+ γ, Λ2 = µ+ θ, Λi = (Λ0
i ,Λ

0
i ,Λ

0
i ), i = 1, 2;

Theorem 3. a). If U < −6B cos
Λ0
1
2

W , cos Λ0
1

2 > cos Λ0
2

2 , or

U < −6B cos
Λ0
2
2

W , cos Λ0
1

2 < cos Λ0
2

2 , then the essential spectrum of operator
1H̃d

1/2 is the union of four segments and the discrete spectrum of operator
1H̃d

1/2 is empty.

b). If −6B cos
Λ0
1
2

W ≤ U < −6B cos
Λ0
2
2

W , cos Λ0
1

2 > cos Λ0
2

2 , or −6B cos
Λ0
2
2

W ≤ U <
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−6B cos
Λ0
1
2

W , cos Λ0
1

2 < cos Λ0
2

2 , then the essential spectrum of operator 1H̃d
1/2 is

the union of two segments and the discrete spectrum of operator 1H̃d
1/2 is

empty.

c). If −6B cos
Λ0
1
2

W ≤ U < 0, cos Λ0
1

2 < cos Λ0
2

2 or −6B cos
Λ0
2
2

W ≤ U < 0, cos Λ0
1

2 >

cos Λ0
2

2 , then the essential spectrum of 1H̃d
1/2 is the single segment and the

discrete spectrum of operator 1H̃d
1/2 is empty.

The basis functions 2d
1/2
m,n,p,q,r = a+m,↓a

+
n,↑a

+
p,↓a

+
q,↑a

+
r,↑ϕ0 corresponds

to the second doublet state. The subspace 2H̃d
1/2, corresponding to

the second doublet state is the set of all vectors of the form
2ψd1/2 =

∑
m,n,p,q,r∈Zν f̃(m,n, p, q, r)2d

1/2
m,n,p,q,r. Denote 2Hd

1/2 the restriction

of operator H to the subspace 2Hd
1/2. Let Λ1 = λ+ µ, Λ2 = γ + θ.

Theorem 4. If ν = 1 and U < 0, then the essential spectra of the
operator 2Hd

1/2 is the union of seven segments and the discrete spectrum of

operator 2Hd
1/2 is consists of no more one point.

Let ν = 3, Λ3 = λ+ µ, Λ4 = γ + θ, Λj = (Λ0
j ,Λ

0
j ,Λ

0
j), j = 3, 4.

Theorem 5.
a). If ν = 3 and U < −3B

W , cos Λ0
3

2 < 1
2 , cos

Λ0
3

2 > cos Λ0
4

2 , or U < −3B
W ,

cos Λ0
4

2 < 1
2 , cos

Λ0
3

2 < cos Λ0
4

2 , or U < −6B cos
Λ0
3
2

W , cos Λ0
3

2 > 1
2 , cos

Λ0
3

2 > cos Λ0
4

2 ,

then the essential spectra of operator 2Hd
1/2 is the union of seven segments

and the discrete spectrum of operator 2Hd
1/2 is consists of no more one point.

b). If ν = 3 and −3B
W ≤ U < −6B cos

Λ0
3
2

W , cos Λ0
3

2 < 1
2 , cos

Λ0
3

2 ≥ cos Λ0
4

2 , or

−6B cos
Λ0
3
2

W ≤ U < −3B
W , cos Λ0

3

2 > 1
2 , cos

Λ0
3

2 > cos Λ0
4

2 , or −6B cos
Λ0
4
2

W ≤ U <

−3B
W , cos Λ0

4

2 > 1
2 , cos

Λ0
3

2 < cos Λ0
4

2 , or −6B cos
Λ0
3
2

W ≤ U < −6B cos
Λ0
4
2

W , cos Λ0
3

2 > 1
2 ,

cos Λ0
3

2 > cos Λ0
4

2 , then the essential spectra of operator 2Hd
1/2 is the union of

four segments and the discrete spectrum of 2Hd
1/2 is empty.

c). If −6B cos
Λ0
3
2

W ≤ U < −6B cos
Λ0
4
2

W , cos Λ0
3

2 < 1
2 , or −3B

W ≤ U < −6B cos
Λ0
3
2

W ,

cos Λ0
3

2 < 1
2 , cos

Λ0
3

2 < cos Λ0
4

2 , or −6B cos
Λ0
4
2

W ≤ U < −3B
W , cos Λ0

4

2 < 1
2 , then

the essential spectra of operator 2Hd
1/2 is the union of two segments and the

discrete spectrum of operator 2Hd
1/2 is empty.

d). If −6B cos
Λ0
4
2

W ≤ U < 0, cos Λ0
4

2 < 1
2 , cos

Λ0
3

2 > cos Λ0
4

2 , or −6B cos
Λ0
3
2

W ≤
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U < 0, cos Λ0
3

2 < 1
2 , cos

Λ0
3

2 < cos Λ0
4

2 , or −3B
W ≤ U < 0, cos Λ0

3

2 > cos Λ0
4

2 ,

cos Λ0
4

2 > 1
2 , then the essential spectra of operator 2Hd

1/2 is single segment and

the discrete spectrum of 2Hd
1/2 is empty.
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ПРЯМЫЕ И ОБРАТНЫЕ ТЕОРЕМЫ
В ПРОСТРАНСТВАХ Lp,α

Т. Е. Тилеубаев (Нур-Султан, Казахстан)
Tileubaev@mail.ru

В работе получены уточнения прямой и обратной теоремы теории прибижения в
пространствах Lp со степенным весом.

Ключевые слова: наилучшее приближение,модуль гладкости.

DIRECT AND INVERSE THEOREMS IN SPACES Lp,α
SPACES

T. E. Tileubayev (Nur-Sultan, Kazakhstan)
Tileubaev@mail.ru

In the work are sharped direct and inverse theorems of theory appoximations in space
Lp with degree weight.

Keywords: best appoximation, modulus of smoothness function.

Введение

Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, α > −1
2 . Через Lp,α обозначим пространство, состоя-

щее из измеримых функций f(x) на [0,∞) для которых конечна норма

‖f‖p,α =

(
ˆ ∞

0

|f(x)|px2α+1dx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞.

Обозначим через L∞,α множество всех функций f(x), которые равномер-
но непрерывны и ограничены на [0,∞). Норма в пространстве опреде-
ляется

‖f‖∞,α = sup
x∈[0,∞)

|f(x)|, p =∞.

Рассмотрим в пространстве Lp,α оператор обобщенного сдвига [1]
функции f(x)

T hf(x) =
Γ(α + 1)

Γ(12)
Γ(α +

1

2
)

ˆ π

0

f(
√
x2 + h2 − 2xh cosϕ)(sinϕ)2αdϕ.

Отметим, что некоторые свойства оператора T h : Lp,α → Lp,α

T hjα(λx) = jα(λx)jα(λh), jα(u) =
2αΓ(α + 1)

uα
Jα(u)
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где Jα(u) — функция Бесселя первого рода порядка α,

∥∥T h(f)
∥∥
p,α
≤ C ‖f‖p,α , 1 ≤ p ≤ ∞

ˆ ∞

0

T hf(x)g(x)x2α+1dx =

ˆ ∞

0

f(x)T hg(x)x2α+1dx.

Для любой функции f ∈ C2(R+) оператор обобщенного сдвига Бессе-
ля T sf(t) = u(t, s), t, s ∈ R+ определим как решение следующей задачи
Коши (см.[1])

∂2u

∂t2
+

2α + 1

t

∂u

∂t
=
∂2u

∂s2
+

2α + 1

s

∂u

∂s

u(t, 0) = f(t),
∂u

∂t
(t, 0) = 0.

Для функции f ∈ Lp,α конечные разности ∆k
hf(x) порядка k(k =

1, 2, ...) с шагом h > 0 определим следующим образом

∆1
hf(x) = f(x)− T h(x),∆k

hf(x) = ∆1
h

(
∆k−1
h f(x)

)
, k > 1.

Величину
Ωk(f, δ)p,α = sup

0<h≤δ

∥∥∆k
hf

∥∥
p,α

будем называть обобщенным модулем гладкости k-го порядка функции
f ∈ Lp,α.

Обозначим через M(ν, p, α), ν > 0 множество всех функций Qν(t), t ∈
R, удовлетворяющих следующим условиям :

1) Qν(t) — четная целая функция экспоненциального типа ν; 2) Qν(t)
— принадлежит классу Lp,α.

Наилучшее приближение функции f ∈ Lp,α из класса M(ν, p, α) опре-
делим следующим образом:

Eν(f)p,α = inf{‖f −Qν‖p,α : Qν ∈M(ν, p, α)}.

Основные результаты

Из историй теории приближения функций известно, что прямая теорема
теории приближения была доказана Д. Джексоном в 1911 году.

Теорема A. Для любой f ∈ C∞ выполняется неравнество

En(f)∞ ≤ Cωk(f ; 1/n)∞.
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Эта теорема была уточнена в 1965 году М. Ф. Тиманом (cм. [4])

n−k
(

n∑

ν=1

νsk−1Es
ν(f)p

)1/s

≤ Cωk(f ; 1/n)p, 1 < p <∞, s = max(p, 2),

где
Eν(f)p = inf

n≤k
‖f − Tn‖p,

ωk(f ; 1/n)p = sup
|h|<t

‖∆k
hf‖p, ∆hf(x) = f(x+h)−f(x),∆k

hf(x) = ∆h(∆
k−1
h f(x)).

В 1958 году получил М. Ф. Тиман уточнение обратного неравенства
для f ∈ Lp, 1 < p <∞ (см. [5])

ωk(f ; 1/n)p ≤ Cn−k
(

n∑

ν=1

ντk−1Eτ
ν (f)p

)1/τ

, τ = min(p, 2).

В связи выше приведенными результатами возникает вопрос, можно
ли получить аналогичние результаты например, в пространствах Lp со
степенным весом.

Сформулируем полученные результаты.
Теорема 1. Пусть 1 < p <∞, τ = max(p, 2). Тогда

Ωm(f, n
−2k)p,α ≥ Cn−2m

(
n∑

ν=1

ν2mτ−1Eτ
ν (f)p,α

) 1
s

.

Теорема 1 является уточнением теоремы 4.2 из работы [2, с. 187].
Теорема 2. Пусть 1 < p <∞, s = min(p, 2). Тогда

Ωm(f, n
−2k)p,α ≤ Cn−2m

(
n∑

ν=1

ν2ms−1Es
ν(f)p,α

) 1
s

.

Теорема 3. Если 1 < p <∞, s = min(p, 2), f ∈ Lp,α,и ряд

∞∑

ν=1

ν2r−1Eν(f)p,α

сходиться, то f ∈ W r
p,α и справедливы неравенства

Ωm(B
rf, n−k)p,α ≤





∞∑

ν=n+1

ν2r−1Eν(f)p,α + n−2m
(

n∑

ν=1

ν2ms−1Es
ν(f)p,α

) 1
s



 .
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Теоремы 2 и 3 явлются уточнением соответстующих теорем 1.3 и 1.4
из [6, с. 49].

Теорема 4. Пусть 1 < p <∞, s = min(p, 2). Тогда

Ωm(f, h)p,α ≤ Ch2m
(
ˆ 1

h

t−s2m−1Ωs
m+1(f)p,α

) 1
s

.
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ПРИБЛИЖЕНИЕ МОДУЛЯ ПОЛИНОМАМИ
БЕРНШТЕЙНА: НОВЫЕ ПРОДВИЖЕНИЯ

И ВОЗМОЖНЫЕ ОБОБЩЕНИЯ1

И. В. Тихонов, В. Б. Шерстюков
(Москва, Россия)

ivtikh@mail.ru, shervb73@gmail.com

Недавно замечено, что в теории классических полиномов Бернштейна особую
роль играет пример простого симметричного модуля. Он служит надежным ори-
ентиром для распространения результатов на более сложные кусочно линейные
порождающие функции. В работе отражено текущее состояние вопроса. Крат-
ко сформулировано основное утверждение о сходимости полиномов Бернштейна
в комплексной плоскости. Особо отмечены оценки уклонения на основном отрез-
ке [0, 1], где разбираемый пример позволяет добиться почти предельной точности.
Даны указания по поводу возможных обобщений, в том числе, на порождающие
функции, имеющие в своем составе линейный кусок.

Ключевые слова: полиномы Бернштейна, симметричный модуль, оценки уклоне-
ния, кусочно линейные функции.

APPROXIMATION OF THE MODULE FUNCTION
WITH BERNSTEIN POLYNOMIALS: NEW ADVANCES

AND POSSIBLE GENERALIZATIONS1

I. V. Tikhonov, V. B. Sherstyukov (Moscow, Russia)
ivtikh@mail.ru, shervb73@gmail.com

It was recently noticed that in the theory of classical Bernstein polynomials an
example of the simple module function plays a special role. It provides a guideline for
the expansion of results for the more complicated case of piecewise linear generating
functions. The paper reflects current state of the problem. The main statement on
the convergence of Bernstein polynomials in the complex plane is briefly formulated.
Convergence estimates on the main interval are specially noted where the example
under consideration allows to obtain practically ideal accuracy. Ways of further
generalizations are outlined, including generating functions which have a linear part
in the structure.

Keywords: Bernstein polynomials, simple module function, convergence estimates,
piecewise linear functions.

Для функции f ∈ C[0, 1] полиномы Бернштейна переменной z ∈ C
вводят формулой

Bn(f, z) =
n∑

k=0

f

(
k

n

)
Ck
n z

k (1− z)n−k, n ∈ N. (1)

Здесь Ck
n — обычные биномиальные коэффициенты. Основные сведения

по теории полиномов Бернштейна см. в [1–3].

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00236).
1The article is done with the financial support of RFBR (project No. 18-01-00236).
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В последнее время (см. [4, 5]) особый интерес вызывает пример про-
стого симметричного на отрезке [0, 1] модуля

f(x) = |2x− 1|, x ∈ [0, 1]. (2)

Полиномы Бернштейна для функции (2) имеют вид

Bn(f, z) =
n∑

k=0

∣∣∣∣
2k

n
− 1

∣∣∣∣ C
k
n z

k (1− z)n−k, n ∈ N. (3)

Действующее в последовательности (3) свойство склеивания

B2m+1(f, z) = B2m(f, z), m ∈ N, (4)

позволяет ограничиться номерами n = 2m и рассматривать далее лишь
полиномы

B2m(f, z) =
2m∑

k=0

∣∣∣∣
k

m
− 1

∣∣∣∣ C
k
2m z

k (1− z)2m−k, m ∈ N. (5)

Для них справедливо разложение Поповичу

B2m(f, z) = 1−
m∑

k=1

1

2k − 1
2−2k Ck

2k (4z(1− z))k , m ∈ N, (6)

восходящее к классической работе [6]. Подробный разбор свойств (4), (6)
и многих других соотношений, связанных с полиномами (5), см. в [4, 5].

Дальнейшая замена ζ = 4z(1−z) позволяет связать конструкцию (6)
с частичными суммами степенного ряда

√
1− ζ = 1−

∞∑

k=1

1

2k − 1
2−2k Ck

2k ζ
k, |ζ| 6 1, (7)

сходящегося в круге к главной ветви корня. Эта неожиданная связь су-
щественно упрощает изучение полиномов (5) и придает новый импульс
теории степенных рядов (см., в частности, работу [7], результаты которой
получены именно в связи с разложением (6)).

Соотнося (6) и (7), видим, что последовательность (5) сходится на
множестве

K1/2 = {z ∈ C : |4z(1− z)| 6 1} , (8)

ограниченном лемнискатой

Λ1/2 = {z ∈ C : |4z(1− z)| = 1} , (9)

и расходится всюду внеK1/2. С общей точки зрения работы [8] указанные
объекты порождены точкой излома x = 1/2 функции (2).
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Фактически, в нашем примере (2) разложение Поповичу (6) дела-
ет предельно ясной подоплеку знаменитых результатов Канторовича [8]
о сходимости полиномов Бернштейна в комплексной области. Отдавая
должное автору [8], называем множество (8) компактом Канторовича
для функции (2), а его границу (9) — соответственно лемнискатой Кан-
торовича. Компакт состоит из двух петель

K
(1)
1/2 ≡ K1/2 ∩ {Re z 6 1/2}, K

(2)
1/2 ≡ K1/2 ∩ {Re z > 1/2},

где K
(1)
1/2 ∪ K

(2)
1/2 = K1/2 и K

(1)
1/2 ∩ K

(2)
1/2 = {1/2}. Предельная функция

последовательности полиномов (5) имеет вид

ϕ(z) ≡





1− 2z, z ∈ K(1)
1/2 ,

2z − 1, z ∈ K(2)
1/2 ,

(10)

причем ϕ(x) = f(x) = |2x− 1| для всех точек x ∈ [0, 1] ⊂ K1/2.
Разложение Поповичу (6) позволяет провести общее исследование ха-

рактера сходимости полиномов (5) на плоскости C и дать точные оценки
уклонения

R2m(f, z) ≡ B2m(f, z)− ϕ(z), z ∈ K1/2, m ∈ N. (11)

Оказывается, полиномы Бернштейна от модуля (2) сходятся к предель-
ной функции (10) внутри компакта K1/2 с экспоненциальной скоростью

R2m(f, z) ∼
2z(1− z)

(2z − 1)2

(
4z(1− z)

)m

m
√
mπ

, m→∞. (12)

Асимптотика (12) действует во всех точках z ∈ K1/2 \ Λ1/2, кроме, ко-
нечно, z = 0 и z = 1, где R2m(f, 0) = R2m(f, 1) = 0. При приближении
к границе сходимость «портится», переходя на самой лемнискате Λ1/2

в медленное степенное стремление. Справедлива общая оценка

|R2m(f, z)| < R2m(f, 1/2) = 2−2mCm
2m, z ∈ K1/2 \ {1/2}, m ∈ N.

Отсюда видно, что «наихудшей» в смысле сходимости на компакте K1/2

является точка z=1/2 с асимптотикой уклонения R2m(f, 1/2) ∼ 1/
√
mπ

при m→∞.
Отметим, что сравнительно недавно подобную теорию сходимости по-

линомов Бернштейна удалось распространить на случай произвольно-
го рационального модуля f(x) = |qx − p| при помощи разработанного
аппарата обобщенных разложений Поповичу (см. подробный обзор [9]
и заметку Д. Г. Цветкович в настоящем сборнике). Результаты для раци-
онального модуля в общих чертах воспроизводят изложенное выше.
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На основном отрезке [0, 1] оценки уклонения полиномов Бернштейна
от функции (2) приобретают вполне завершенный вид. Формулу уклоне-
ния (11) естественно переписать в виде

R2m(f, x) ≡ B2m(f, x)− f(x), x ∈ [0, 1], m ∈ N, (13)

с полиномами Бернштейна (5) и функцией f(x) = |2x − 1|. Именно так
понимаем R2m(f, x) всюду в дальнейшем.

Используем разложение Поповичу (6) и степенное разложение модуля

|2x− 1| =
√

1− 4x(1− x) = 1−
∞∑

k=1

1

2k − 1
2−2k Ck

2k (4x(1− x))k ,

верное при x ∈ [0, 1] в силу формулы (7). Получим представление

R2m(f, x) =
∞∑

k=m+1

1

2k − 1
2−2k Ck

2k (4x(1− x))k , m ∈ N, (14)

действующее при всех x ∈ [0, 1] (точнее даже, при замене x комплексной
переменной z ∈ K1/2). Именно на (14) базируется такой результат.

Теорема 1. Для поточечного уклонения (13) cправедлива оценка

Fm(x; 3) 6 R2m(f, x) 6 Fm(x; 1), x ∈ [0, 1], m ∈ N, (15)

где

Fm(x; a) ≡
2−2mCm

2m

(
4x(1− x)

)m+1

2(m+ 1)(2x− 1)2 + 4ax(1− x)
(16)

с параметром a > 0.

Двусторонняя оценка (15) учитывает все особенности поведения укло-
нения R2m(f, x) на отрезке [0, 1], включая экспоненциальный характер
стремления к нулю при x ∈ (0, 1/2)∪(1/2, 1) и степенной — при x = 1/2.
Весьма неожиданно, что такого эффекта «два в одном» удается добиться
от изначально негладкого уклонения (13) при помощи гладкого на [0, 1]
единого шаблона (16).

Исходная версия подобных оценок была анонсирована в обзоре [5].
Но первое строгое доказательство для более сложной оценки сверху (15)
дано в работе [7] на базе предложенного там метода оценивания остат-
ков степенных рядов с положительными, логарифмически выпуклыми
коэффициентами. В настоящий момент мы располагаем полным доказа-
тельством теоремы 1, основанным лишь на элементарных комбинатор-
ных свойствах коэффициентов

σk ≡
1

2k − 1
2−2k Ck

2k, k ∈ N, (17)

входящих в представление (14) (а также в формулы (6) и (7)).
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Теорема 1 дает идею представить уклонение (13) в виде

R2m(f, x) =
2−2mCm

2m

(
4x(1− x)

)m+1

2(m+ 1)(2x− 1)2 + 4x(1− x) ηm
(
4x(1− x)

) (18)

с некоторой функцией ηm(s) переменной s ∈ [0, 1]. То, что эта идея со-
держательна, показывает следующий результат последнего времени.

Теорема 2. При любом m ∈ N и всех x ∈ [0, 1] поточечное укло-
нение (13) с порождающей функцией (2) представимо в виде (18), где

ηm(s) = 2(m+ 1)

(
1−

∑∞
k=0 σk+m+2 s

k

∑∞
k=0 σk+m+1 sk

)
, s ∈ [0, 1],

с положительными коэффициентами σk из формулы (17). При каждом
фиксированном m ∈ N функция ηm(s) является непрерывной, положи-
тельной, строго убывающей и строго выпуклой вверх на [0, 1] с гранич-
ными значениями




ηm(0) =

3(m+ 1)

m+ 2
, η′m(0) = −

3(m+ 1)(2m+ 1)

2(m+ 2)2 (m+ 3)
,

ηm(1) = 1, η′m(1) = −∞.

На любом отрезке [0, l ] ⊂ [0, 1) последовательность ηm(s) строго воз-
растает по m ∈ N и равномерно снизу сходится к константе 3.

Все свойства функции ηm(s), перечисленные в теореме 2, важны при
анализе формулы уклонения (18). Теперь, например, нетрудно показать,
что при использовании шаблона (16) значения a = 3 и a = 1 в нижней
и верхней границах (15) будут неулучшаемыми.

Наиболее трудным при выводе теоремы 2 неожиданно оказалось обос-
нование строгого возрастания последовательности ηm(s) по m ∈ N на
любом отрезке [0, l ] ⊂ [0, 1). Доказательство данного факта потребовало
особых усилий. Впрочем, «игра стоила свеч»: если правильно применить
теперь упомянутое строгое возрастание по m ∈ N, то для самого укло-
нения R2m(f, x) при всех x ∈ [0, 1] и всех m ∈ N удается установить
новую усиленную оценку сверху с мажорантой

Φm(x) ≡
2−2mCm

2m (4x(1− x))m+1

m(2x− 1)2 + 2x(1− x) +
√(

m(2x− 1)2 + 2x(1− x)
)2

+ 4(m+ 1)(2x− 1)2
,

существенно более точной, чем в теореме 1. Компьютерные расчеты по-
казывают, что оценка сверху R2m(f, x) 6 Φm(x) дает чрезвычайную точ-
ность и является практически идеальной.
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Изложенную концепцию с естественными техническими поправками
полезно распространить не только на полиномы Бернштейна от раци-
онального модуля f(x) = |qx − p| или от кусочно линейных функций,
но и на полиномы Бернштейна от функций, имеющих в своем составе
какой-то линейный кусок. Есть твердая уверенность — здесь действует
универсальный принцип: на плоскости C во внутренних точках области,
примыкающей к линейному куску функции f ∈ C[0, 1] и ограниченной
соответствующими лемнискатами Канторовича, сходимость полиномов
Бернштейна (1) происходит с экспоненциальной скоростью, причем эта
скорость падает при приближении точки к границе области. Частичные
иллюстрации к данному принципу см. в [5, 9, 10]. Отмеченный эффект
нуждается, на наш взгляд, в дальнейшем изучении как с качественной,
так и с количественной точек зрения.
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На классе непрерывных функций ограниченной вариации изучены аппроксима-
тивные свойства интерполяционных процессов Лагранжа, построенных по реше-
ниям задачи Коши с потенциалом ограниченной вариации. Рассмотрена модифи-
кация таких интерполяционных процессов Лагранжа, позволяющая приближать
любую непрерывную функцию ограниченной вариации на всём отрезке [0, π].

Ключевые слова: синк-аппроксимации, теорема отсчётов, ограниченная вариа-
ция.

A CRITERION FOR THE CONVERGENCE
OF GENERALIZED SINC APPROXIMATIONS
FOR FUNCTIONS OF BOUNDED VARIATION

A. Yu. Trynin, E. D. Kireeva, M. A. Oleynik
(Saratov, Russia)

tayu@rambler.ru, ekateriha98@mail.ru, oleynik-ritochka@mail.ru

Approximative properties of Lagrange interpolation processes constructed by
solutions of Cauchy problem with potential of bounded variation are studied on the
class of continuous functions of limited variation. A modification of such Lagrange
interpolation processes is considered, which allows to approximate any continuous
function of bounded variation over the entire interval [0, π].

Keywords: sinc approximation, sampling theorem, bounded variation.

Договоримся считать, что ρλ ≥ 0, ρλ = o(
√
λ

lnλ) при λ→ +∞, h(λ) ∈ R,
и при каждом неотрицательном λ функция qλ(x) есть произвольный эле-
мент из шара Vρλ[0, π] радиуса ρλ в пространстве функций с ограни-
ченным изменением, исчезающих в нуле. Тогда для любого потенциала
qλ ∈ Vρλ[0, π] нули решения задачи Коши

y′′ + (λ− qλ(x))y = 0, y(0, λ) = 1, y′(0, λ) = h(λ), (1)

или, при дополнительном условии h(λ) 6= 0, — задачи Коши

y′′ + (λ− qλ(x))y = 0, y(0, λ) = 0, y′(0, λ) = h(λ), (2)

перенумеруем следующим образом

0 ≤ x0,λ < x1,λ < . . . < xn,λ ≤ π.
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В сообщении речь пойдёт об аппроксимативных свойствах значений
операторов (см., например, [1,2]), построенных по решениям задачи Ко-
ши (1) или (2) вида:

Sλ(f, x) =
n∑

k=0

y(x, λ)

y′(xk,λ, λ)(x− xk,λ)
f(xk,λ) =

n∑

k=0

sk,λ(x)f(xk,λ), (3)

Tλ(f, x) =
n∑

k=0

y(x, λ)

y′(xk,λ)(x− xk,λ)
[f(xk,λ)−

f(π)− f(0)

π
xk,λ − f(0)]+

+
f(π)− f(0)

π
x+ f(0). (4)

Операторы (3), (4) обладают интерполяционным свойством Лагранжа,
т.е. Sλ(f, xk,λ) = Tλ(f, xk,λ) = f(xk,λ), для любых 0 ≤ k ≤ n, n ∈ N.

Г. И. Натансон в [3] получил признак Дини–Липшица равномер-
ной сходимости внутри интервала (0, π) процессов Лагранжа–Штурма–
Лиувилля вида

LSLn (f, x) =
n∑

k=1

f(xk,n)
Un(x)

U ′n(xk,n)(x− xk,n)
=

n∑

k=1

f(xk,n)l
SL
k,n(x), (5)

где Un есть n−ая собственная функция регулярной задачи Штурма–
Лиувилля

U ′′ + [λ− q]U = 0, U ′(0)− hU(0) = 0, U ′(π) +HU(π) = 0

с непрерывным потенциалом q ограниченной вариации на [0, π] и гра-
ничными условиями h 6= ±∞, H 6= ±∞. Здесь через 0 < x1,n < x2,n <
· · · < xn,n < π обозначены нули функции Un.

Изучению аппроксимативных свойств операторов Лагранжа–
Штурма–Лиувилля (5) посвящены также работы [4–8]. Заметим, что (5)
являются частным случаем операторов (3), в случае задачи Коши (1).
Свойства операторов интерполирования функций (3), (4) и (5) тесно
связанны с поведением синк-приближений

Ln(f, x) =
n∑

k=0

sin (nx− kπ)

nx− kπ
f

(
kπ

n

)
=

n∑

k=0

(−1)k sinnx
nx− kπ

f

(
kπ

n

)
,

также представляющих собой частный случай операторов (3), только те-
перь в случае задачи Коши (2). До появления работ [9–18] приближение
такими операторами на отрезке, или ограниченном интервале осуществ-
лялось только для некоторых классов аналитических функций сведе-
нием к случаю оси с помощью конформного отображения. Здесь при-
водятся полученные с помощью концепций работ [19–28] достаточные
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условия равномерной внутри интервала (0, π) и равномерной на отрезке
[0, π] сходимости интерполяционных процессов (3),(4). Будем обозначать
C0[0, π] = {f : f ∈ C[0, π], f(0) = f(π) = 0}.

Теорема 1. Пусть функция f ∈ C0[0, π] имеет ограниченную вариа-
цию. Тогда равномерно на всём отрезке [0, π] и шарах Vρλ[0, π] справед-
ливо соотношение

lim
λ→∞

|Sλ(f, x)− f(x)| = 0. (6)

Теорема 2. Пусть функция f ∈ C[0, π] имеет ограниченную вариацию.
Тогда равномерно внутри отрезка [0, π] (раномерно на шарах Vρλ[0, π] и
любом компакте, содержащемся в интервале (0, π)) справедливо соот-
ношение (6).

Предложение 1. Если функция f ∈ C[0, π] \ C0[0, π] имеет ограни-
ченную вариацию, то существует задача Коши вида (2) такая, что
сходимость в соотношении (6) на всём отрезке [0, π], оставаясь ква-
зиравномерной, равномерной не будет.

Теорема 3. Пусть функция f ∈ C[0, π] имеет ограниченную вариацию.
Тогда равномерно на всём отрезке [0, π] и шарах Vρλ[0, π] справедливо
соотношение

lim
λ→∞

|Tλ(f, x)− f(x)| = 0. (7)

Замечание. Проведены численные эксперименты [28], в которых по-
строены непрерывные функции, для которых погрешность аппроксима-
ции в соотношениях (6) и (7) неограниченно растёт с ростом вариации
приближаемой функции.
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ФРЕЙМЫ ПАРСЕВАЛЯ ИЗ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ
СДВИГОВ ПОЛИНОМА В ПРОСТРАНСТВЕ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ

А. В. Фадеева (Москва, Россия)
annafadeeva16@mail.ru

В работе доказан критерий существования фрейма Парсеваля наперед задан-
ной размерности, полученного последовательными сдвигами одного многочлена,
установлено, какое количество элементов может быть у фрейма Парсеваля из по-
следовательных сдвигов одного многочлена в пространстве тригонометрических
многочленов вида TQ(x) =

∑
k∈Q

cke
ikx, где ck ∈ C, а Q — конечное множество

целых чисел. Также показано, каким должен быть вид фрейма из сдвигов одной
функции. Полученный результат обобщен на случай нескольких переменных.

Ключевые слова: фрейм Парсеваля, сдвиги функции, пространство тригономет-
рических многочленов.

THE PARSEVAL’S FRAMES OF SUCCESSIVE SHIFTS
OF A POLYNOMIAL IN SPACE OF TRIGONOMETRIC

POLYNOMIALS
A. V. Fadeeva (Moscow, Russia)

annafadeeva16@mail.ru

The work establishes the possible dimensions of the Parseval’s frame in the space of
trigonometric polynomials of the following type TQ(x) =

∑
k∈Q

cke
ikx, which consists of

serial translations of a polynomial (ck ∈ C, the finite set Q ⊂ Z). The sufficient and
necessary conditions for a system of the serial translations to be a Parseval’s frame
are also established there. The result obtained is generalized to the case of several
variables.

Keywords: Parseval’s frame, shifts of functions, space of trigonometric polynomials.

Пусть Q — непустое конечное подмножество целых чисел, а M —
непустое конечное подмножество неотрицательных целых чисел.

Введем следующие обозначения:
1) TQ — пространство комплексных тригонометрических многочленов

вида TQ(x) =
∑
k∈Q

cke
ikx, где ck ∈ C;

2) TM — пространство действительных тригонометрических много-
членов, т.е. многочленов вида TM(x) =

∑
|k|∈M

cke
ikx, где коэффициенты

c0 =
a0
2 χM(0), ck =

ak−ibk
2 , c−k =

ak+ibk
2 , 0 < k ∈M.

В 2014 г. Т.П. Лукашенко показал [1, 2], что в пространствах TQ и
TM с Q = [−n, n] ∩ Z и M = [0, n] ∩ Z, n ∈ N, существуют ортонорми-
рованные базисы из последовательных сдвигов одного многочлена, а в
пространствах TQ и TM с Q = ([−n,−m]∪ [m,n])∩Z и M = [m,n]∩Z ,
m,n ∈ N, 0 < m < n (и в некоторых других), таких ортонормированных

420



базисов нет. Но в этих пространствах существуют фреймы Парсеваля из
(2n+1) последовательного сдвига одного многочлена, а именно система
сдвигов проекций ядер Дирихле

{
Tj(x) =

1√
2π(2n+ 1)

∑

k∈Q
ei(k(x−

2πr
2n+1j)−sk)

}2n

j=0
,

где sk ∈ R, число r ∈ Z не имеет общих делителей с числом 2n + 1 (в
случае пространства действительных тригонометрических многочленов
s0 ∈ {0, π}, sk = −s−k). При больших значениях n размерность фрейма
Парсеваля может во много раз превосходить размерность пространст-
ва многочленов, равную 2(n − m + 1). В связи с этим возник вопрос
о существовании в таких пространствах TQ фреймов Парсеваля из по-
следовательных сдвигов одной функции из меньшего числа элементов.
Оказывается, что в некоторых случаях такие фреймы Парсеваля есть.

В 2018 году Фадеева А.В. [5] установила для пространств TQ и TM ,
какое количество элементов может быть у фрейма Парсеваля из последо-
вательных сдвигов одного многочлена и каким должен быть вид фрейма
из сдвигов одной функции.

В данной работе мы рассмотрим некоторые результаты для случая
одной переменной и ряд результатов для случая нескольких перемен-
ных: необходимые и достаточные условия для системы из сдвигов функ-
ции являться фреймом Парсеваля в пространстве тригонометрических
многочленов от нескольких переменных.

С общим определением фреймов можно ознакомиться в [3; 4]. Дадим
определения для частного случая — фреймов Парсеваля (или ортоподоб-
ных систем).

Определение 1. Система {fk}k∈N элементов гильбертова простран-
ства H называется фреймом Парсеваля (ортоподобной системой), если
для любого элемента f ∈ H выполнено равенство ‖f‖2 =

∑
k

|(f, fk)|2

или, что эквивалентно, выполнено равенство f =
∑
k

(f, fk)fk, где ряд

сходится в H (см. [3, с. 96, ф-ла (3.2.2); 4, с. 74, ф-ла (1.113)]).
Рассмотрим задачу о существовании и виде фреймов Парсеваля из

последовательных сдвигов одной функции в пространствах TQ, где мно-
жество Q ⊂ Z, |Q| <∞.

Теорема 1. Пусть многочлен T (x) =
∑
k∈Q

cke
ikx, где Q — множество

целых чисел, для количества элементов которого имеет место оценка
1 < |Q| <∞, и пусть r — натуральное число. Система {T (x−αj)}rj=0,
полученная последовательными сдвигами многочлена T (x) на α, обра-
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зует фрейм Парсеваля в пространстве TQ тогда и только тогда, когда
выполнены следующие условия:

1) α = 2πv
µ·(r+1), µ — НОД (наибольший общий делитель) чисел из

множества {a− b : a, b ∈ Q, a 6= b}, v ∈ Z;
2) |ck| = 1√

2π(r+1)
, k ∈ Q;

3) для любых a, b ∈ Q, a 6= b, выполнено соотношение (a− b) ·α 6= 0
(mod 2π).

С доказательством данной теоремы можно ознакомиться в [5]. Также
в упомянутой работе [5] был получен критерий существования фрейма
Парсеваля из последовательных сдвигов многочлена в пространстве дей-
ствительных тригонометрических многочленов.

Рассмотрим задачу о существовании и виде фреймов Парсеваля из по-
следовательных сдвигов функции в пространствах тригонометрических
многочленов от нескольких переменных.

Пусть непустое конечное множество Q ⊂ Zn, n ∈ N, а TQ
— пространство комплексных тригонометрических многочленов вида:
TQ(x1, ..., xn) =
=

∑
(k1,...,kn)∈Q

ck1,...,kne
i(k1x1+...+kn) или TQ(

−→x ) =
∑
−→
k ∈Q

c−→
k
ei(k1x1+...+kn), где

c−→
k
∈ C.

Теорема 2. Пусть многочлен T (x1, ..., xn) =
∑
−→
k ∈Q

c−→
k
ei(k1x1+...+knxn), где

Q — непустое конечное подмножество Q ⊂ Zn. Пусть J – непустое
конечное множество сдвигов (множество J состоит из элементов ви-
да (j1, ..., jn), где j1, ..., jn ∈ N

⋃{0}). Если система {T (x1−α1j1, ..., xn−
αnjn)}(j1,...,jn)∈J образует фрейм Парсеваля в пространстве TQ, то вы-
полнено следующее условие:

|c(k1,...,kn)| = 1√
(2π)n|J |

, для любых (k1, ..., kn) ∈ Q.

Заметим, что система сдвигов многочлена вдоль ненулевого вектора
(a1, ..., an) (ai ∈ R), т.е. когда J = {j × (a1, ..., an)}|J |−1j=0 , на аргумент
(α1, ..., αn) сводится к случаю сдвигов вдоль вектора (1, ..., 1)︸ ︷︷ ︸

n

путем из-

менения аргумента (α1, ..., αn) на (a1α1, ..., anαn), то есть система сдвигов
{T (x1−α1a1j, ..., xn−αnanj)}|J |−1j=0 является фреймом Парсеваля в TQ то-

гда и только тогда, когда система {T (x1−α̃1j, ..., xn−α̃nj)}|J |−1j=0 является
фреймом Парсеваля в TQ, где α̃k = αkak, k ∈ {1, ..., n}. Таким образом,

достаточно рассматривать систему сдвигов вида J = {j × (1, ..., 1)}|J |−1j=0 ,
где |J | — натуральное число.
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Теорема 3. Пусть многочлен T (x1, ..., xn) =
∑
−→
k ∈Q

c−→
k
ei(k1x1+...+knxn),

где Q ⊂ Zn — непустое конечное множество, причем суще-
ствует такие элементы (a11, ...., a

1
n),..., (an1 , ..., a

n
n) ∈ Q : (a11 +

1, a12, ...., a
1
n), ..., (a

n
1 , ..., a

n
n + 1) ∈ Q. Пусть множество J = {j ×

(1, ..., 1)}|J |−1j=0 , где |J | — натуральное число. Система {T (x1 −
α1j1, ..., xn − αnjn)}(j1,...,jn)∈J , полученная последовательными сдвигами
многочлена
T (x1, ..., xn) на (α1, ..., αn), образует фрейм Парсеваля в пространстве
TQ тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:

1) αl =
2πkl
|J | , kl ∈ Z, l ∈ {1, 2, ..., n};

2) |c(k1,...,kn)| = 1√
(2π)n|J |

, (k1, ..., kn) ∈ Q;
3) для любых (l1, ..., ln), (m1, ...,mn) ∈ Q, (l1, ..., ln) 6= (m1, ...,mn),

выполнено соотношение:(
(l1, ..., ln)− (m1, ...,mn)

)
· (α1, ..., αn) 6= 0 (mod 2π).

Условие 3 предыдущей теоремы накладывает условия на углы αi, i ∈
{1, ..., n}. В случае двух переменных из этой теоремы вытекает следую-
щее ограничение:

Предложение 1. Рассмотрим пространство TQ, где Q1, Q2 — множе-
ство целых чисел, для количества элементов которого имеет место
оценка 1 < |Qi| < ∞, и Q1, Q2 содержит три последовательных чис-

ла; J− конечное множество J = j × (1, 1)
|J |−1
j=0 . Обозначим через Di =

{ai − bi : ai, bi ∈ Qi, ai 6= bi}, а через D̃i = {2πd|J | + 2πk|J | : d ∈ Di, k ∈ Z},
i = 1, 2. Если система {T (x1 − α1j1, x2 − α2j2)}(j1,j2)∈J , полученная по-
следовательными сдвигами вида многочлена T (x) на (α1, α2), образует
фрейм Парсеваля в пространстве TQ, то углы α1 и α2 не могут одно-

временно принадлежать множествам D̃2, D̃1 соответственно.

Теорема 4. Пусть многочлен T (x1, ...xn) =
∑
−→
k ∈Q

c−→
k
ei(k1x1+...knxn), где Qj

— множество целых чисел, для количества элементов которого име-
ется оценка 1 < |Qj| < ∞, j ∈ {1, 2, ...n}. Пусть множества Qj со-
держат по два последовательных числа, Q = Q1 × ... × Qn, и множе-

ство J =
n∏
j=1

Jj, где Jj = {0, 1, 2, ...nj}, nj ∈ N, j ∈ {1, 2, ...n}. Система

{T (x1−α1j1, ...xn−αnjn)}(j1,...jn)∈J , полученная последовательными сдви-
гами многочлена T (x1, ..., xn) на (α1, ...αn), образует фрейм Парсеваля
в пространстве TQ тогда и только тогда, когда выполнены следующие
условия:
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1) αj =
2πkj
|Jj | , kj ∈ Z, j ∈ {1, 2, ...n};

2) |c−→
k
| = 1√

(2π)n|J |
,
−→
k ∈ Q;

3) для любых aj, bj ∈ Qj, aj 6= bj, выполнено соотношение:
(aj − bj) · αj 6= 0 (mod 2π) для j ∈ {1, 2, ...n}.
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КОНЕЧНЫЕ ЖЁСТКИЕ ФРЕЙМЫ В АНАЛИЗЕ УОЛША
Ю. А. Фарков (Москва, Россия)1
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Обсуждаются методы построения конечных жёстких фреймов с помощью функ-
ций Уолша. В связи с проблемой Кадисона-Зингера рассмотрен метод расщепле-
ния конечных фреймов Парсеваля, определяемых по матрицам Уолша. Показано,
как применить дискретное преобразование Виленкина–Крестенсона и принцип
расширения для построения фреймов Парсеваля периодических последователь-
ностей.

Ключевые слова: всплески, жёсткие фреймы, функции Уолша, проблема
Кадисона–Зингера, дискретное преобразование Виленкина-Крестенсона, перио-
дические последовательности.

FINITE TIGHT FRAMES IN WALSH ANALYSIS
Yu. A. Farkov (Moscow, Russia)

farkov-ya@ranepa.ru

Methods for constructing finite tight frames using Walsh functions are discussed. In
connection with the Kadison-Singer problem, the method of splitting finite Parseval
frames defined by Walsh matrices is considered. It is shown how to apply the discrete
Vilenkin-Chrestenson transform and the extension principle to construct Parseval
frames of periodic sequences.

Keywords: wavelets, tight frames, Walsh functions, Vilenkin groups, Kadison-Singer
problem, discrete Vilenkin-Chrestenson transform, periodic sequences.

ПустьH — гильбертово пространство. Система элементов f1,f2, f3,. . .
называется фреймом для H, если существуют такие положительные по-
стоянные A и B, что для любого элемента f ∈ H верны неравенства

A‖f‖2 ≤
∞∑

n=1

|〈f, fn〉|2 ≤ B‖f‖2.

Постоянные A и B называют соответсвенно нижней и верхней грани-
цами фрейма. Если границы фрейма совпадают, то фрейм называют
жёстким (tight). В случае A = B = 1 фрейм {fn} называется фреймом
Парсеваля.

Основы теории фреймов изложены в монографиях [1, 2], где име-
ется подробная библиография. Теория конечных жёстких фреймов [3]
активно развивалась последние пятнадцать лет в связи с приложениями
в таких областях как обработка сигналов, квантовая теория информа-
ции, многомерные ортогональные полиномы и сплайны, а также в тео-
рии сжатых измерений (Compressed Sensing). Взаимосвязи между тео-
рией фреймов и анализом Уолша в контексте конструкций всплесков
(wavelets) анализировались в недавних статьях [4–7].

1Российская академия народного хозяйства и государственной службы при Президенте РФ
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Хорошо известно, что функции Уолша можно интерпретировать как
характеры двоичной группы Кантора, а обобщениями функций Уолша
являются характеры групп Виленкина (см., например, [8–10]). Основные
результаты о всплесках на группах Кантора и Виленкина приведены в
книге [11] и в обзорных статьях [12, 13]. В лекции будут изложены мето-
ды построения конечных жёстких фреймов с помощью функций Уолша
и их обобщений. В связи с проблемой Кадисона–Зингера (см., например,
[14–16]) будет рассмотрен предложенный в [17] метод расщепления ко-
нечных фреймов Парсеваля, определяемых по матрицам Уолша. Ниже
формулируется один из недавних результатов о построении фреймов в
пространствах периодических последовательностей.

Пусть N = pn, где p и n — натуральные числа, p ≥ 2. Множество
ZN = {0, 1, . . . , N − 1} является абелевой группой с операцией

a⊕ b :=
n−1∑

ν=0

|aν − bν| p ν, a, b ∈ ZN ,

где

a =
n−1∑

ν=0

aνp
ν, b =

n−1∑

ν=0

bνp
ν, aν, bν ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Пространство ℓ2(ZN) состоит из последовательностей вида

x = (. . . , x(−1), x(0), x(1), x(2), . . . ), x(j) ∈ C,

таких, что x(j + N) = x(j) для всех j ∈ Z. Последовательность x из
ℓ2(ZN) часто отождествляется с вектором

(x(0), x(1), . . . , x(N − 1)).

Линейные операции в пространстве ℓ2(ZN) определяются покомпо-
нентно. Скалярное произведение последовательностей x, y ∈ ℓ2(ZN)
определяется по формуле

〈x, y〉 :=
N−1∑

j=0

x(j)y(j).

Пусть εp = exp(2πi/p). Функции Крестенсона w
(N)
0 , w

(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1

для пространства ℓ2(ZN) могут быть заданы равенствами

w
(N)
k (l) = εσ(k,l)p , w

(N)
k (j) = w

(N)
k (j +N), j ∈ Z,
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где

σ(k, l) =
n−1∑

ν=0

kνln−ν−1

и

k =
n−1∑

ν=0

kνp
ν, l =

n−1∑

ν=0

lνp
ν, kν, lν ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

В случае p = 2 функции Крестенсона совпадают с функциями Уолша
(см., например, [9, 18, 19]).

Положим N1 = pn−1. При p = 2 для получения матрицы (w
(N)
k (l)) сле-

дует каждую строку матрицы (w
(N1)
k (l)) написать дважды в виде двух

новых строк и дополнить полученные строки, приписывая к первой стро-
ке справа еще один экземпляр этой же строки, а ко второй строке до-
бавляя справа все элементы той же строки с противоположным знаком
(см. [9, § 1.3]). Аналогично, при p > 2 для получения матрицы (w

(N)
k (l))

каждая строка матрицы (w
(N1)
k (l)) записывается p раз в один столбец

и умножается последовательно на 1, εp, ε2p, . . . , ε
p−1
p (полученные после

умножения строки приписываются справа к имеющимся строкам). При
p = 3 из матрицы

(w
(3)
k (l)) =




1 1 1

1 ε ε2

1 ε2 ε


 , k, l ∈ {0, 1, 2}.

этим методом получается (для краткости полагаем ε = ε3) следующая
матрица:

(w
(9)
k (l)) =




1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 ε ε ε ε2 ε2 ε2

1 1 1 ε2 ε2 ε2 ε ε ε

1 ε ε2 1 ε ε2 1 ε ε2

1 ε ε2 ε ε2 1 ε2 ε 1

1 ε ε2 ε2 1 ε ε ε2 1

1 ε2 ε 1 ε2 ε 1 ε2 ε

1 ε2 ε ε 1 ε2 ε2 ε 1

1 ε2 ε ε2 ε 1 ε 1 ε2




, k, l ∈ {0, 1, . . . , 7}.

Матрица W (N) := (w
(N)
l (j))N−1l,j=0 симметрична и удовлетворяет соот-
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ношениям ортогональности

N−1∑

j=0

w
(N)
l (j)w

(N)
k (j) =

N−1∑

i=0

w
(N)
i (l)w

(N)
i (k) = Nδl,k, l, k ∈ ZN ,

где δl,k — символ Кронекера. Следовательно, система

{w(N)
0 , w

(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1} является ортогональным базисом пространс-

тва ℓ2(ZN).
Дискретное преобразование Виленкина–Крестенсона сопоставляет

каждому вектору x из ℓ2(ZN) последовательность x̂ коэффициентов
Фурье вектора x по системе {w(N)

0 , w
(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1} :

x̂(k) := N−1
N−1∑

j=0

x(j)w
(N)
k (j), k ∈ ZN .

Разложение вектора x по базису {w(N)
0 , w

(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1} записывается

в виде x(j) =
∑N−1

k=0 x̂(k)w
(N)
k (j), j ∈ ZN .

Для каждого k ∈ ZN оператор p-ичного сдвига Tk : ℓ2(ZN)→ ℓ2(ZN)
определяется по формуле

(Tkx)(j) := x(j ⊖ k), x = x(j) ∈ ℓ2(ZN).

Для любых x, y ∈ ℓ2(ZN), k, l ∈ ZN , справедливы равенства

(̂Tkx)(l) = w
(N)
k (l) x̂(l), 〈x, y〉 = N〈 x̂, ŷ 〉.

При построении жёстких фреймов и ортогональных базисов всплес-
ков в различных пространствах ключевую роль играет принцип расши-
рения (см., например, [1, § 1.8]). Следующая теорема и приведенный ни-
же алгоритм показывают, как реализуется принцип расширения в рас-
сматриваемой ситуации.

Теорема A [7]. Пусть векторы u0, u1, . . . , ur ∈ ℓ2(ZN) таковы, что
для матрицы

M(l) :=
N√
p




û0(l) . . . ûr(l)

û0(l +N1) . . . ûr(l +N1)

û0(l + 2N1) . . . ûr(l + 2N1)

. . . . . . . . .

û0(l + (p− 1)N1) . . . ûr(l + (p− 1)N1)
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при каждом l = 0, 1, . . . , N1 − 1 выполнено равенство

M(l)M ∗(l) = Ip, (1)

где Ip — единичная матрица порядка p. Тогда система

B(u0, u1, . . . , ur) := {Tp ku0}N1−1
k=0 ∪ {Tp ku1}N1−1

k=0 ∪ · · · ∪ {Tp kur}N1−1
k=0

является фреймом Парсеваля для ℓ2(ZN).
При условии (1) матрицу M(l) можно дополнить до унитарной мат-

рицы. Поэтому верны неравенства

|ûs(l)|2 + |ûs(l +N1)|2 + · · ·+ |ûs(l + (p− 1)N1)|2 ≤
p

N 2
, (2)

где s = 0, 1, . . . , r, l = 0, 1, . . . , N1−1. Для случая, когда все неравенства
в (2) обращаются в равенства, теорема A при r = p − 1 приводит к
ортонормированному базису B(u0, u1, . . . , up−1) в ℓ2(ZN), построенному
в [19]. Отметим также, что при p = 2 матрицаW (N) совпадает с матрицей
Уолша и для этого случая теорема A доказана в [20].

Пример 1. Пусть p = r = 2, n = 1. Тогда

M(l) =
√
2

[
û0(l) û1(l) û2(l)

û0(l + 1) û1(l + 1) û2(l + 1)

]
, l = 0.

Условие (1) будет выполнено, если

ûi(0) =

√
2

2
xi, ûi(1) =

√
2

2
yi, i = 0, 1, 2,

где (x0, x1, x2) и (y0, y1, y2) − ортогональные векторы единичной длины:

x0ȳ0 + x1ȳ1 + x2ȳ2 = 0,

|x0|2 + |x1|2 + |x2|2 = 1, |y0|2 + |y1|2 + |y2|2 = 1.

В частности, если x0 = a, y0 = b, |a|2 + |b|2 ≤ 1, то можно выбрать

x1 = 0, x2 =
√

1− |a|2,

y2 = −
ab̄√

1− |a|2
, y1 =

√
1− |b|2 − |y2|2.

Таким образом, для каждой пары (a, b) комплексных чисел, удовлетво-
ряющих условию 0 < |a|2 + |b|2 ≤ 1, получается фрейм Парсеваля
{u0, u1, u2} для ℓ2(Z2) (сравните с примером 2 в [20]).
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Пример 2. Пусть p = r = n = 2. Выберем u0, u1, u2 в ℓ2(Z4) такими,
что

2∑

s=0

ûs(l)ûs(l + 2) = 0,
2∑

s=0

|ûs(l)|2 =
2∑

s=0

|ûs(l + 2)|2 = 1

8
, l = 0, 1.

Тогда {u0, u1, u2, T2u0, T2u1, T2u2} является фреймом Парсеваля для
ℓ2(Z4). Действительно, в этом случае

M(l) =
4√
2

[
û0(l) û1(l) û2(l)

û0(l + 2) û1(l + 2) û2(l + 2)

]
, l = 0, 1,

и равенство (1) выполнено.
Пример 3. Пусть p = 3, n = 2, r = 8. Тогда

M(l) =
9√
3



û0(l) û0(l) . . . ûr(l)

û0(l + 3) û0(l + 3) . . . ûr(l + 3)

û0(l + 6) û0(l + 6) . . . ûr(l + 6)


 , l = 0, 1, 2,

и для выполнения условия M(l)M ∗(l) = I3 матрицы M(0), M(1), M(2)

можно выбрать так, чтобы составленная из них матрица (ûk(j))
j
k,j=0 была

пропорциональна матрице (w
(9)
k (j))8k,j=0. Таким образом, в рассматрива-

емом случае матрица M(l) формируется по строкам матрицы W (9).
Предположим, что числа b0, b1, . . . , bN−1 удовлетворяют условию

|bl|2 + |bl+N1
|2 + · · ·+ |bl+(p−1)N1

|2 ≤ p

N 2
, l = 0, 1, . . . , N1 − 1. (3)

Алгоритм B.
Шаг 1. Найти вектор u0 ∈ ℓ2(ZN) такой, что для l = 0, 1, . . . , N1 − 1

û0(l) = bl, û0(l +N1) = bl+N1
, . . . , û0(l + (p− 1)N1) = bl+(p−1)N1

,

где числа b0, b1, . . . , bN−1 берутся из (3).
Шаг 2. Для полученного на шаге 1 вектора u0 найти векторы

u1, . . . , ur ∈ CN , такие, что для матрицы

M(l) =
N√
p




û0(l) . . . ûr(l)

û0(l +N1) . . . ûr(l +N1)

û0(l + 2N1) . . . ûr(l + 2N1)

. . . . . . . . .

û0(l + (p− 1)N1) . . . ûr(l + (p− 1)N1)
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при каждом l = 0, 1, . . . , N1 − 1 выполнено равенство M(l)M ∗(l) = Ip.
Шаг 3. Определить систему B(u0, u1, . . . , ur) по формуле

B(u0, u1, . . . , ur) = {Tp ku0}N1−1
k=0 ∪ {Tp ku1}N1−1

k=0 ∪ · · · ∪ {Tp kur}N1−1
k=0 .

Отметим, что шаг 1 алгоритма B реализуется с помощью обратного
дискретного преобразования Виленкина-Крестенсона:

u0(j) =
N−1∑

k=0

bkw
(N)
k (j), j ∈ ZN ,

а для реализации шага 2 можно использовать те же методы, что и при
построении фреймов на группах Виленкина (см. [4]).

На практике вектор (b0, b1, . . . , bN−1) в алгоритме B может быть
выбран по энтропийному, среднеквадратическому или иному критерию
адаптациии применяемого метода аппроксимации к сигналу (см. [22,
§ 9.4] и примеры в [13, 23]).
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УДК 517.96;517.984

РАСХОДЯЩИЕСЯ РЯДЫ И МЕТОД ФУРЬЕ
ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

А. П. Хромов (Саратов, Россия)
KhromovAP@info.sgu.ru

Предложен новый прием в методе Фурье для волнового уравнения, базирую-
щийся на широком применении расходящихся рядов в понимании Эйлера, об-
ладающий большой экономичностью в использовании математических фактов и
приводящий к значительному усилению известных результатов по методу Фурье
для волнового уравнения.

Ключевые слова: метод Фурье, расходящиеся ряды, волновое уравнение.

DIVERGENT SERIES AND FOURIER METHOD
FOR WAVE EQUATION

A. P. Khromov (Saratov, Russia)
KhromovAP@info.sgu.ru

New technique is suggested in Fourier method for wave equation. It is based on
wide using of divergent in Euler’s sense series and is rather economical in required
mathematical facts. The technique leads to considerable improvement of the known
results concerning Fourier method for wave equation.

Keywords: Fourier method, divergent series, wave equation.

1. Сначала приведем необходимую информацию о расходящихся ря-
дах из [1]. Рассмотрим простейшее функциональное уравнение:

y(x) = 1 + xy(x). (1)

Для простоты считаем x вещественным. Из (1) получаем следующее
очевидное формальное решение:

y(x) = 1 + x+ x2 + . . . (2)

Пусть |x| < 1. Тогда ряд (2) сходится и его сумма есть

y(x) =
1

1− x
, (3)

т.е. (3) есть решение (1) в этом случае. Но формула (3) имеет смысл при
всех x, кроме x = 1. Воспользуемся этим.

Пусть |x| > 1. Тогда ряд (2) расходящийся и его сумму, как предел
частичных сумм, найти мы не можем. Поэтому разумно определить эту
сумму как решение уравнения (1) по формуле (3).

Таким образом, у нас теперь сумма ряда (2) определяется решением
уравнения (1) при всех x, кроме |x| = 1.
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Пусть x = −1. В этом случае ряд (2), т.е. ряд 1 − 1 + 1 − . . . расхо-
дящийся, но мы считаем, что его сумма есть 1/2 (что разумно из (3)), и
в этом случае она представляет обобщенное решение уравнения (1) (т. е.
если в (2) положим x = xn, где |xn| < 1, то при xn → −1 + 0 суммы
соответствующих рядов в (2) сходятся к 1/2).

Пусть x = 1. Тогда ряд 1+1+. . . в силу (3) имеет сумму, равную +∞,
если его получаем из (3) при x→ 1−0 и −∞, если x→ 1+0, т. е. сумма
расходящегося ряда принимает два значения.

Вывод. Таким образом, ряд (2) в новом понимании дает решение
уравнения (1) при всех x, кроме x = 1, а при x = 1 уравнение (1) не
имеет решения.

Отметим еще формулу

1

1− x
= 1 + x+ . . .+ xn +

xn+1

1− x
,

также приводящую к ряду (2).
Вышеизложенное, за исключением формулы (1), есть у основополож-

ника теории расходящихся рядов Л. Эйлера в его книге [2, с. 99–100].
Отметим еще книгу Харди Г. [3] с обширной информацией о расходя-
щихся рядах.

Теперь приведем слова Эйлера [2, с. 100–101]:
«109. Из этого некоторые заключили, что такие ряды — они называ-

ются расходящимися — вообще не имеют никакой определенной суммы,
ибо, выполняя сложение членов, мы не имеем приближения к какому-
либо пределу, который можно было бы принять за сумму бесконечного
ряда. Так как эти суммы уже потому, что мы пренебрегаем последними
остатками, являются, как было показано, ошибочными, то это мнение
полностью согласуется с истиной. Однако против него можно с полным
правом возразить, что упомянутые суммы, хотя они и оказывают совер-
шенно несогласными с истиной, однако никогда не приводят к ошибкам,
и что напротив, приняв их, мы получаем множество замечательных ве-
щей, которых мы должны были бы лишиться, если бы пожелали совсем
отказаться от этих суммирований. Но ведь эти суммы, если они были бы
ложными, не могли бы всегда приводить нас к истинным результатам,
тем более, что они уклонялись бы от истины не на малое, а на беско-
нечное количество, и, следовательно, они должны были бы бесконечно
далеко уводить нас от истины. Так как этого, однако, не происходит, то
нам остается развязать этот труднейший узел.

110. И вот я говорю, что вся трудность кроется в названии «сум-
ма». Действительно, если под «суммой» ряда понимать, как это обычно
делается, результат сложения всех его членов, то нет никакого сомне-
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ния, что суммы можно получать только для тех бесконечных рядов, ко-
торые являются сходящимися и дают результаты, тем более близкие к
некоторому определенному значению, чем больше членов складывается.
Расходящиеся же ряды, члены которых не убывают, могут обнаружи-
вать чередования знаков + и −, в противном же случае они вообще не
будут иметь никаких определенных сумм, если только слово «сумма»
понимается в смысле результата сложения всех членов. Но в тех слу-
чаях, о которых мы упоминали, из неверных сумм получаются верные

результаты не потому, что конечное выражение, скажем
1

1− x
, есть сум-

ма ряда 1 + x + x2 + x3+ и т.д., а потому, что это выражение, если его
разложить, дает именно такой ряд. Таким образом здесь можно было бы
вовсе отказаться от наименования «сумма».

111. Этих затруднений и кажущихся противоречий мы совершенно из-
бежим, если мы припишем слову «сумма» значение, отличное от обыч-
ного. А именно, мы скажем, что сумма некоторого бесконечного ряда
есть конечное выражение, из разложения которого возникает этот ряд.
В этом смысле у бесконечного ряда 1 + x + x2 + x3+ и т.д. истинная

сумма будет равна
1

1− x
, ибо этот ряд происходит из разложения этой

дроби, какое бы число ни подставлять вместо x. При этом соглашении,
если ряд будет сходящимся, то новое определение слова сумма совпадет
с обычным, а так как расходящиеся ряды не имеют никакой суммы в соб-
ственном смысле слова, то из этого нового наименования не проистечет
никаких неудобств. Приняв это определение, мы сможем сохранить вы-
годы пользования расходящимися рядами и в то же время защищаться
от всяческих обвинений».

2. Рассмотрим задачу:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) + f(x, t); x, t ∈ [0, 1]× [0,∞), (4)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (5)

u(x, 0) = ϕ(x) , u′t(x, 0) = ψ(x). (6)

Будем предполагать, что все функции, входящие в (4)–(6) комплекс-
нозначные, q(x) ∈ L[0, 1], ϕ(x), ψ(x) не выходят за рамки L[0, 1], f(x, t)
подчинено условию f(x, t) ∈ L[QT ], где QT = {x, t|x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ]}
при любом T > 0. Формальное решение по методу Фурье берем в виде
[4, 5]:

u(x, t) = − 1

2πi




ˆ

|λ|=r

+
∑

n≥n0

ˆ

γn




[
(Rλϕ) cos ρt+
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+Rλ(ψ)
sin ρt

ρ
+

t
ˆ

0

Rλ(f(·, τ))
sin ρ(t− τ)

ρ
dτ

]
dλ, (7)

где λ = ρ2, Reρ ≥ 0, Rλ — резольвента оператора: Ly = −y′′(x) +
q(x)y(x), y(0) = y(1) = 0, r > 0 и достаточно велико, γn есть образ в λ
— плоскости окружностей γ̃n={ρ | |ρ − nπ| = δ}, δ > 0 достаточно мало
и фиксировано, Rλ(f(·, τ)) означает, что Rλ применяется к f(x, τ) по x.

Ряд (7) называется формальным, потому что мы не обращаем вни-
мание на его сходимость.

Обозначим через Z(x, t, ϕ) ряд (7) при ψ(x) = f(x, t) = 0. Тогда, ис-
пользуя расходящиеся ряды в понимании Эйлера, мы преобразуем фор-
мальный ряд (7) к следующему виду:

u(x, t) = Z(x, t, ϕ) +

t
ˆ

0

Z(x, τ, ψ) dτ +

t
ˆ

0

dτ

t−τ
ˆ

0

Z(x, η, f(·, τ)) dη. (8)

Достоинство (8) по сравнению с (7) в том, что имеем теперь дело
лишь с задачей

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), (9)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (10)

u(x, 0) = ϕ(x) , u′t(x, 0) = 0, (11)

при различного вида ϕ(x).
Рассмотрим теперь задачу (9)–(11). Ряд (8) в этом случае переходит

в Z(x, t, ϕ). В [6] мы, используя рекомендации А. Н. Крылова [7–9] и
расходящиеся ряды в понимании Эйлера, осуществляем переход от ряда
Z(x, t, ϕ) к ряду (см. также [10])

A(x, t) =
∞∑

n=0

an(x, t), (12)

где

a0(x, t) =
1

2
[ϕ̃(x+ t) + ϕ̃(x− t)],

an(x, t) =
1

2

t
ˆ

0

dτ

x+t−τ
ˆ

x−t+τ

f̃n−1(η, τ) dη (n = 1, 2, ...),

fn(x, t) = −q(x)an(x, t) (n = 0, 1, ...),
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ϕ̃(x) есть нечетное 2-периодическое продолжение ϕ(x) с [0, 1] на всю ось,
f̃n(η, τ) нечетная, 2-периодическая по η и f̃n(η, τ) = fn(η, τ) при η ∈ [0, 1].

Лемма ([4, c. 296]). Пусть ϕ(x) ∈ L[0, 1]. Пусть, далее, T > 0 и
произвольна и m — наименьшее натуральное число, такое, что T ≤ m.
Тогда

‖ an(x, t) ‖C[QT ]≤M1

(
M2

2

)n−1
T n−1

(n− 1)!
(n ∈ N),

где M1 =‖ a1(x, t) ‖C[QT ], M2 = (2m+ 1) ‖ q ‖1 (‖ · ‖1 – норма в L[0, 1]).
Кроме того, M1 ≤ CT ‖ ϕ ‖1 и постоянная CT не зависит от ϕ(x).

Теорема 1. Если ϕ(x) ∈ L[0, 1], то ряд A1(x, t) =
∞∑
n=1

an(x, t) схо-

дится абсолютно и равномерно с экспоненциальной скоростью в QT .

Теорема 2. Для того, чтобы существовало единственное класси-
ческое решение задачи (9)–(11), необходимо и достаточно, чтобы ϕ(x),
ϕ′(x) были абсолютно непрерывны и ϕ(0) = ϕ(1) = 0. Это решение
дается формул ой u(x, t) = A(x, t), где теперь A(x, t) есть сумма ря-
да (12).

Классическим решением задачи (9)–(11) называем функцию u(x, t),
непрерывную и непрерывно дифференцируемую по x и t, причем ux(x, t)
(ut(x, t)) абсолютно непрерывна по x (по t), удовлетворяющую уравне-
нию (9) почти всюду и условиям (10)–(11).

Теорема 3. Если ϕ(x) ∈ L[0, 1], а ϕh(x) удовлетворяют условиям
теоремы 2 и ‖ ϕh − ϕ ‖1→ 0 при h → 0, то соответствующие ϕh(x)
классические решения uh(x, t) задачи (9)–(11) сходятся по норме L[QT ]
к A(x, t), т. е. в этом случае u(x, t) = A(x, t) является обобщенным
решением задачи (9)–(11).

Ранее в [11], не прибегая к расходящимся рядам, были получены сле-
дующие результаты.

Теорема 4. Если ϕ(x), ϕ′(x) абсолютно непрерывны, ϕ(0) = ϕ(1) =
0, Lϕ = −ϕ′′(x) + q(x)ϕ(x) ∈ Lp[0, 1] (p > 1), то сумма ряда Z(x, t, ϕ)
формального решения задачи (9)–(11) является классическим решением
задачи (9)–(11).

Теорема 5. Если ϕ(x) ∈ Lp[0, 1] (p > 1), то ряд Z(x, t, ϕ) сходится
почти всюду и Z(x, 0, ϕ) = ϕ(x) почти всюду. Более того, если ϕh(x)
удовлетворяют условиям теоремы 4 и ‖ ϕh − ϕ ‖p→ 0 при h → 0
(‖ · ‖p — норма в Lp[0, 1]), то соответствующие классические решения
uh(x, t) сходятся в Lp[QT ] при любом T > 0 к u(x, t) = Z(x, t, ϕ), т. е.
u(x, t) является обобщенным решением задачи (9)–(11).

В получении теорем 4 и 5 существенно используются пример
А. Н. Колмогорова, теорема Карлесона–Ханта и другие глубокие фак-
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ты действительного анализа, в том числе и теорема Хаусдорфа–Юнга.
Отсюда видно, что использование расходящихся рядов в понимании Эй-
лера приводит к результатам (теоремы 2 и 3) окончательного характера
существенно более глубоким, чем теоремы 4 и 5.

Подробные доказательства теорем 1–3 приведены в [5, 6]. Они опира-
лись на формальное решение (7). Приведенное здесь формальное реше-
ние (8) вместо (7) улучшает эти доказательства. Каждое слагаемое в (8)
есть сумма сходящегося ряда A(x, t) при различных начальных функци-
ях ϕ(x), ψ(x) ∈ L[0, 1], f(x, t) ∈ L[QT ] (t — параметр). Таким образом,
формула (8) дает явную формулу обобщенного решения во всех случаях.
Соответствующие результаты о классическом решении (9)–(11) получе-
ны в [6]; в случае задач (4)–(6) при ϕ(x) = f(x, t) = 0 и ϕ(x) = ψ(x) = 0
они могут быть получены аналогично [6].

Отметим, что в работе [12, с. 132–133] нами дан иной, чем метод
Фурье, прием решения смешанной задачи. Сравнивая результаты рабо-
ты [12] с результататами, полученными нами методом Фурье, приходим
к заключению, что эти методы равносильны.

Наконец, работа [6, с. 286] приводит к выводу: считать обобщенное
решение смешанной задачи истинным решением вне связи его с класси-
ческим (есть ли классическое или нет).

Таким образом, автором (в том числе и в соавторстве) получены сле-
дующие результаты по смешанной задаче (4)–(6) в классе функций q(x),
ϕ(x), ψ(x) ∈ L[0, 1] и f(x, t) ∈ L[QT ] при любом T > 0. Классическое
решение имеет место при ϕ(x), ϕ′(x), ψ(x) абсолютно непрерывных и
ϕ(0) = ϕ(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0, f(x, t) почти при всех x ∈ [0, 1] абсо-
лютно непрерывна по t и ft(x, t) ∈ L[QT ] при любом T > 0. Обобщенное
решение имеет место при всех q(x), ϕ(x), ψ(x), f(x, t) рассматриваемого
класса.

При дополнительном условии, что решение u(x, t) дважды непре-
рывно дифференцируемо по x и t при x, t ∈ [0, 1] × [0,∞) класси-
ческое решение имеет место, если ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ψ(x) ∈ C1[0, 1],
ϕ(0) = ϕ(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0, f(x, t), ft(x, t) непрерывны и
ϕ′′(0) + f(0, 0) = ϕ′′(1) + f(1, 0) = 0.

Классическое и обобщенные решения представляются одним и тем
же быстросходящимся рядом, члены которого явно выражаются через
q(x), ϕ(x), ψ(x), f(x, t). Этот ряд при q(x) = 0 переходит в формулу
Даламбера.
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ОБ ОДНОМ СЕМЕЙСТВЕ ОПЕРАТОРОВ С РАЗРЫВНОЙ
ОБЛАСТЬЮ ЗНАЧЕНИЙ

Г. В. Хромова (Саратов, Россия)
KhromovaGV@info.sgu.ru

На базе интегральных операторов с финитными полиномиальными ядрами и раз-
рывной областью значений построены методы решения задач получения равно-
мерных приближений к функциям и их производным любого порядка на отрезке.
Общая идея конструирования подобных операторов принадлежит А.П. Хромову
и была использована автором при решении ряда задач из теории приближений
и теории уравнений 1 рода. Предлагаемые операторы обладают некоторым пре-
имуществом перед ранее рассмотренными.

Ключевые слова: интегральный оператор, разрывная область значений, равно-
мерная сходимость.

ON A FAMILY OF OPERATORS WITH DISCONTINUOUS
RANGE

G. V. Khromova (Saratov, Russia)
KhromovaGV@info.sgu.ru

By means of integral operators with compactly supported kernels and discontinuous
range methods are constructed of getting uniform approximations of functions and
their derivatives of any order on an interval. The general idea of constructed such
operators belongs to A.P. Khromov and was already used by the author for solving
some problems in approximation theory and 1-st type equations theory. These
operators have some advantages in comparison with those used before.

Keywords: integral operator, discontinuous range, uniform approximations.

Применение операторов с разрывной областью значений в задачах,
решения которых являются непрерывными функциями, дано в [1, 2].

1. Пусть f(x) ∈ C[0, 1]. Рассмотрим семейство операторов

Tαf =

{
Tα2f, x ∈ [0, 12 ]

Tα1f, x ∈ [12 , 1],

где

Tα2f =
6

α3

x+α
ˆ

x

(t− x)(α− (t− x))f(t)dt,

Tα1f =
6

α3

x
ˆ

x−α

(x− t)(α− (x− t))f(t)dt.

(1)

Легко убедиться, что операторы Tα инвариантны относительно еди-
ницы. На основании этого справедлива

Теорема 1. Имеет место сходимость:

‖Tαf − f‖L∞[0,1] → 0 при α→ 0,
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(
‖·‖L∞

= max
{
‖·‖C[0,1/2] , ‖·‖C[1/2,1]

})
.

Теперь рассмотрим семейство T (1)
α ,

T (1)
α f =

{
T

(1)
α2 f, x ∈ [0, 12 ]

T
(1)
α1 f, x ∈ [12 , 1],

где T (1)
α , T

(1)
α1 T

(1)
α2 определяются по формулам (1) с заменой ядер на их

производные по x.
Справедлива
Теорема 2. Имеет место сходимость

∥∥∥T (1)
α f − f ′

∥∥∥
L∞[0,1]

→ 0 при α→ 0.

2. Пусть f(x) ∈ C(k)[0, 1], k = 2, 3, ...
Рассмотрим оператор

Tαkf =

{
Tα2,kf, x ∈ [0, 12 ]

Tα1,kf, x ∈ [12 , 1],

где

Tα2,kf = ak(α)

x+α
ˆ

x

(t− x)k(α− (t− x))kf(t)dt,

Tα1,kf = ak(α)

x
ˆ

x−α

(x− t)k(α− (x− t))kf(t)dt,

(2)

ak(α) = A0kα
−(2k+1) (нормированный множитель)

A0k =

(
k∑

l=0

(−1)l C l
k

k + l + 1

)−1

.

Очевидно, для операторов Tαk справедлива теорема 1. Для аппрок-
симации f (k)(x) рассмотрим операторы T

(k)
αk , определяемые по формуле

(2) с заменой Tαj,k на T (k)
αj,k, и T (k)

αj,k имеют вид Tαj,k с заменой ядер на их
производные по x порядка k.

Теорема 3. Для любой f(x) ∈ C(k)[0, 1] выполняется сходимость
∥∥∥T (k)

αk f − f (k)
∥∥∥
L∞[0,1]

→ 0 при α→ 0.
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3. Пусть теперь вместо f(x) нам известна fδ(x) : ‖fδ − f‖L2
≤ δ и

требуется по fδ(x) и δ найти равномерные приближения к f(x) и f (k)(x)
на отрезке [0, 1].

Будем обозначать операторы в п.п. 1, 2 единообразно: считая k =

0, 1, . . . , положим Tα ≡ T
(0)
α1 , T

(1)
α ≡ T

(1)
α1 .

Справедлива

Лемма. Имеют место формулы

‖Tmαk‖L2[0,1]→L∞[0,1] = Ck,mα
−m−1/2, k = 1, 2, . . . , m = 0, 1.

(Константы Ck,m легко вычисляются.)
На основании леммы и того, что операторы Tmαk при применении их к

точной функции f(x) дают равномерную сходимость либо к ней, либо к
её производным, эти операторы являются регуляризирующими [3].

Рассмотрим величины

∆(δ, T
(m)
αk , f) = sup

{∥∥∥T (m)
αk fδ − f (m)

∥∥∥
L∞[0,1]

: ‖fδ − f‖L2[0,1]
≤ δ

}
,

m = 0, k, k = 1, 2, . . .

На основании теоремы 1.6 из [1] справедлива

Теорема. Для того, чтобы ∆(δ, T
(m)
αk , f) → 0 при α → 0, δ → 0

необходимо и достаточно выполнения согласования α = α(δ), удовле-
творяющего условиям: α(δ)→ 0 и δ(α(δ))−m−1/2 → 0 при δ → 0.

Замечание. Операторы T
(k)
αk имеют некоторое преимущество перед

операторами из [1], построенными на базе степеней оператора Стеклова:
с возрастанием k пределы интегрирования в них остаются неизменными
и поэтому отпадает необходимость налагать дополнительные ограниче-
ния на параметр α.
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КОНСТРУКТИВНЫЕ МЕТОДЫ В ТЕОРИИ ПОЛИНОМОВ
БЕРНШТЕЙНА: ФОРМУЛЫ, СХОДИМОСТЬ, НУЛИ1

Д. Г. Цветкович (Москва, Россия)
dianacve@inbox.ru

В докладе дается краткий обзор недавних исследований, связанных с класси-
ческими полиномами Бернштейна. Выбирается класс кусочно линейных порож-
дающих функций и, в частности, рациональных модулей на стандартном отрез-
ке [0, 1]. Для рациональных модулей получены регулярные представления поли-
номов Бернштейна в виде обобщенных разложений Поповичу. При помощи этих
разложений проведено полное исследование поведения полиномов Бернштейна
в комплексной плоскости. Дано точное описание области сходимости. Установле-
ны оценки скорости сходимости внутри и на границе области. Построена теория
аттракторов нулей полиномов Бернштейна, т.е. предельных множеств, притяги-
вающих нули при неограниченном увеличении номера полинома.

Ключевые слова: полиномы Бернштейна, кусочно линейные функции, рациональ-
ный модуль, обобщенные разложения Поповичу, область сходимости, лемнискаты
Канторовича, распределение нулей.

CONSTRUCTIVE METHODS IN THE THEORY
OF BERNSTEIN POLYNOMIALS: FORMULAS,

CONVERGENCE, AND ZEROS1

D. G. Tsvetkovich (Moscow, Russia)
dianacve@inbox.ru

A brief review of recent studies associated with the classical Bernstein polynomials is
given. A class of piecewise linear generating functions and, in particular, rational
modules on the standard segment [0, 1] is chosen. New regular representations
of Bernstein polynomials for rational modules are obtained. By means of these
representations a complete study of the behavior of Bernstein polynomials in the
complex plane is carried out. The exact description of the convergence domain is
given. Estimates of the convergence rate inside and on the boundary of the domain
are established. The theory of zeros attractors for Bernstein polynomials is developed.

Keywords: Bernstein polynomials, piecewise linear functions, rational module,
generalized Popoviciu representations, convergence domain, Kantorovich lemniscates,
distribution of zeros.

Для функции f ∈ C[0, 1] рассматриваем полиномы Бернштейна

Bn(f, z) =
n∑

k=0

f

(
k

n

)
Ck
n z

k(1− z)n−k , n ∈ N, (1)

комплексного переменного z ∈ C. Здесь Ck
n — обычные биномиальные

коэффициенты. Общие сведения по теории классических полиномов
Бернштейна см. в [1]–[3].

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00236).
1The article is done with the financial support of RFBR (project no. 18-01-00236).
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В последнее время проведено систематическое исследование полино-
мов Бернштейна для кусочно линейных порождающих функций с раци-
ональными абсциссами точек излома. Взятую функцию можно предста-
вить в виде

f(x) = α + βx+
r∑

j=1

γj |qjx− pj|, x ∈ [0, 1], (2)

где α, β, γ1 6= 0, . . . , γr 6= 0 — соответствующие вещественные ко-
эффициенты. Абсциссы точек излома xj = pj/qj, j = 1, . . . , r, считаем
несократимыми рациональными дробями из (0, 1) (для определенности
упорядоченными по возрастанию).

В таком случае

1. установлены новые регулярные представления для полиномов Берн-
штейна, связывающие их с теорией степенных рядов;

2. дано описание области сходимости полиномов Бернштейна в ком-
плексной плоскости вместе с точными оценками скорости сходимо-
сти внутри и на границе области;

3. построена теория аттракторов нулей полиномов Bn(f, z), отражаю-
щая характер распределения нулей при больших номерах n ∈ N.

Важнейшим примером кусочно линейной функции является простой
рациональный модуль

f(x) = |qx− p|, x ∈ [0, 1]. (3)

В случае (3) удается установить все конструктивные свойства полиномов
Бернштейна в наиболее полном и завершенном виде.

Ввиду большой громоздкости общих формул продемонстрируем ре-
зультаты на примере простого рационального модуля

f(x) = |5x− 2|, x ∈ [0, 1], (4)

с изломом в точке x = 2/5 .
Согласно определению (1), отнесенному к функции (4), запишем

Bn(f, z) =
n∑

k=0

∣∣∣∣
5k

n
− 2

∣∣∣∣ C
k
n z

k(1− z)n−k , n ∈ N. (5)

Как видим, числовые коэффициенты здесь зависят от номера n ∈ N, что
сильно затрудняет изучение полиномов Бернштейна.
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Оказывается, для полиномов (5) справедливо представление

B5m+r(f, z) = 2 + z− 2z (1− z)

εm(1,r)∑

k=0

2

5k + 1
C2k

5k+1

(
z2 (1− z)3

)k −

− 2z (1− z)2
εm(2,r)∑

k=0

1

5k + 2
C2k+1

5k+2

(
z2 (1− z)3

)k −

− 2z2 (1− z)2
εm(3,r)∑

k=0

1

5k + 3
C2k+1

5k+3

(
z2 (1− z)3

)k −

− 2z2 (1− z)3
εm(4,r)∑

k=0

2

5k + 4
C2k+2

5k+4

(
z2 (1− z)3

)k
(6)

при всех значениях m ∈ N и r = 0, 1, 2, 3, 4. Здесь символ εm(ν, r) при
переборе ν = 1, 2, 3, 4 вычисляется по правилу

r = 0, 1 =⇒ εm(ν, r) = m− 1 для ν = 1, 2, 3, 4 ;

r = 2, 3, 4 =⇒ εm(ν, r) = m для ν = 1, . . . , r − 1 и

εm(ν, r) = m− 1 для ν = r, . . . , 4 .

Разложение (6) для полиномов (5) называем обобщенным разложением
Поповичу по одному частному результату работы [4].

При помощи разложения (6) удается провести полное исследова-
ние сходимости полиномов (5). Для формулировки результатов вве-
дем несколько специальных понятий, восходящих к классической работе
Л. В. Канторовича [5]. Определим первичный полином Канторовича

T2,5(z) =
3125

108
z2(1− z)3, z ∈ C, (7)

где 3125/108 ≡ qq p−p (q − p)−(q−p) при p = 2 , q = 5. Посредством
полинома (7) зададим компакт Канторовича

K2,5 =

{
z ∈ C :

3125

108

∣∣z2(1− z)3
∣∣ 6 1

}
(8)

и ограничивающую его лемнискату Канторовича

Λ2,5 :
3125

108

∣∣z2(1− z)3
∣∣ = 1. (9)

Объекты (7)–(9) построены по точке излома x = 2/5.
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Компакт K2,5 состоит из левой и правой петель вида

K
(1)
2,5 ≡ K2,5 ∩ {Re z 6 2/5}, K

(2)
2,5 ≡ K2,5 ∩ {Re z > 2/5}.

Ясно, что K(1)
2,5 ∪K

(2)
2,5 = K2,5 и K

(1)
2,5 ∩K

(2)
2,5 = {2/5}. Все точки основно-

го отрезка [0, 1] попадают строго внутрь компакта K2,5 за исключением
одной лишь точки x = 2/5 — точки самопересечения лемнискаты (9).

Аппарат обобщенных разложений Поповичу позволяет установить
следующий результат (см. также [1, 5]).

Теорема 1. Пусть Bn(f, z) — полиномы Бернштейна (5) от функ-
ции (4). Тогда при n → ∞ последовательность Bn(f, z) сходится рав-

номерно на компакте K2,5 из формулы (8), в левой петле K
(1)
2,5 — к функ-

ции ϕ1(z) = 2− 5z, а в правой петле K
(2)
2,5 — к функции ϕ2(z) = 5z − 2.

При любом выборе внешней точки z ∈ C \ K2,5 последовательность
Bn(f, z) расходится, т. е. не имеет конечного предела в C.

Теорему 1 удается существенно дополнить, охарактеризовав скорость
сходимости полиномов (5) к результирующей предельной функции

ϕ(z) ≡
{
2− 5z, z ∈ K(1)

2,5 ,

5z − 2, z ∈ K(2)
2,5 .

(10)

Ясно, что ϕ(x) = f(x) = |5x− 2| при x ∈ [0, 1].

Теорема 2. Пусть Bn(f, z) — полиномы Бернштейна (5) от функ-
ции (4). Пусть уклонения полиномов от предельной функции (10) за-
даны формулой

Rn(f, z) ≡ Bn(f, z)− ϕ(z), z ∈ K2,5 , n ∈ N.

Тогда при всех z ∈ intK2,5 , т. е. внутри компакта Канторовича (8)
(когда |T2,5(z)| < 1 ), имеем оценку

|R5m+l(f, z)| 6
M2,5

1− |T2,5(z)|
|T2,5(z)|m
m3/2

, m ∈ N, l = 0, 1, 2, 3, 4.

Если же z ∈ ∂K2,5 = Λ2,5 , то

|R5m+l(f, z)| 6
2M2,5√
m

(
1 +

1

2m

)
, m ∈ N, l = 0, 1, 2, 3, 4.

Здесь M2,5 > 0 — некоторая константа, вычисляемая конструктивно.

446



Теорема 2 показывает, что полиномы Бернштейна от функции (4)
сходятся внутри компакта K2,5 с экспоненциальной скоростью, но по
мере приближения точки z ∈ intK2,5 к границе K2,5 скорость сходи-
мости «портится», переходя на самой границе, т. е. на лемнискате Λ2,5,
в медленное степенное стремление. Перечисленные результаты с соответ-
ствующими поправками распространяются на полиномы Бернштейна от
любого рационального модуля (3).

Особый интерес представляет задача о распределении нулей поли-
номов Бернштейна, поставленная И.Я.Новиковым [6]. В цикле работ
И. В.Тихонова, В. Б. Шерстюкова и автора построена систематическая
теория аттракторов нулей полиномов Бернштейна на классе порож-
дающих функций вида (2). Применительно к нашему примеру (4) эта
теория позволяет сформулировать такой результат.

Пусть Bn(f, z) — полиномы Бернштейна (5) от функции (4). Тогда
при n→∞ все нули полиномов Bn(f, z) (кроме отдельных девиантных
нулей) стягиваются снаружи к границе области сходимости полиномов
Бернштейна — лемнискате Канторовича Λ2,5 из формулы (9). Наглядное
представление о происходящем дает рис. 1.

Рис. 1. Результат компьютерного расчета нулей полинома B200(f, z) от функции (4)
вместе с компактом Канторовича K2,5 . Видно, что нули «стягиваются» к границе

компакта — лемнискате Λ2,5 . При n = 200 картина получается стандартной:
девиантные нули отсутствуют

Дадим дополнительные ссылки по теме исследований. В особое на-
правление обсуждаемый круг вопросов был выделен в докладе [7]. По
поводу обобщенных разложений Поповичу в случае произвольного раци-
онального модуля (3) см. [8–10]. Сходимость полиномов Бернштейна для
рационального модуля (3) и в общем случае кусочно линейных порожда-
ющих функций вида (2) обсуждается в [10, 11]. Проблеме распределения
нулей полиномов Бернштейна посвящены работы [12–14].
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[4] Popoviciu T. Sur l’approximation des fonctions convexes d’ordre supérieur //
Mathematica (Cluj). 1935. Vol. 10. P. 49–54.

[5] Канторович Л. В. О сходимости последовательности полиномов С. Н. Бернштей-
на за пределами основного интервала // Изв. АН СССР. VII сер. Отд-ние матем.
и естеств. наук, 1931. № 8. С. 1103–1115.

[6] Новиков И. Я. Асимптотика корней полиномов Бернштейна, используемых в по-
строении модифицированных всплесков Добеши // Матем. заметки, 2002. Т. 71,
№ 2. С. 239–253.

[7] Тихонов И. В., Шерстюков В. Б., Цветкович Д. Г. Специальные задачи для
полиномов Бернштейна в комплексной области // Некоторые актуальные про-
блемы современной математики и математического образования. Герценовские
чтения – 2016, СПб. : РГПУ им. А. И. Герцена, 2016. С. 139–145.

[8] Цветкович Д. Г., Тихонов И. В., Шерстюков В. Б. Специальные представления
для полиномов Бернштейна от рационального модуля на стандартном отрезке //
Современные проблемы теории функции и их приложения : материалы 19-й меж-
дунар. Сарат. зимн. шк., посвящ. 90-летию со дня рожд. акад. П.Л. Ульянова.
Саратов : ООО Изд-во «Научная книга», 2018. С. 339–342.

[9] Тихонов И. В., Шерстюков В. Б., Цветкович Д. Г. Уточненный вид разложений
Поповичу для полиномов Бернштейна от рационального модуля // Современные
методы теории функций и смежные проблемы : материалы международ. конф. :
Воронежская зимняя математическая школа, Воронеж : ИД ВГУ, 2019. С. 258–
261

[10] Тихонов И. В., Шерстюков В. Б., Цветкович Д. Г. Обобщенные разложения
Поповичу для полиномов Бернштейна от рационального модуля // Итоги науки
и техники. Сер. Совр. матем. и ее прилож. Тематич. обзоры. (В печати.)

[11] Тихонов И. В., Шерстюков В. Б., Цветкович Д. Г. О скорости сходимости по-
линомов Бернштейна в комплексной области на классе кусочно линейных порож-
дающих функций // Некоторые актуальные проблемы современной математики
и математического образования. Герценовские чтения — 2019. СПб. : РГПУ им.
А. И. Герцена, 2019. С. 116–121.

[12] Тихонов И. В., Цветкович Д. Г., Шерстюков В. Б. Компьютерное исследова-
ние аттракторов нулей для классических полиномов Бернштейна // Фундамент.
и прикл. матем. 2016. Т. 21, № 4. С. 151–173.

[13] Тихонов И. В., Шерстюков В. Б., Цветкович Д. Г. Как выглядят аттракторы
нулей для классических полиномов Бернштейна // Дифференциальные уравне-
ния и процессы управления. 2017. № 2. С. 59–73.

[14] Цветкович Д. Г. Подробный атлас аттракторов нулей для классических поли-
номов Бернштейна // Челяб. физ.-матем. журнал, 2018. Т. 3, № 1. С. 58–89.

448



УДК 517.9

О ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИЯХ РАЗНОСТНЫХ
УРАВНЕНИЙ В КОНУСАХ ЦЕЛОЧИСЛЕННОЙ
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В работе рассмотрена задача Коши для многомерного разностного уравнения с
постоянными коэффициентами в конусах целочисленной решетки. При помощи
метода производящих функций доказана ее разрешимость и получено соотноше-
ние между производящими функциями решения задачи Коши и ее начальными
данными. Как следствие, решение задачи Коши выражено через ее начальные
данные и фундаментальное решение.

Ключевые слова: решеточные пути, целочисленный конус, разностное уравнение,
производящая функция.

ON FUNDAMENTAL SOLUTIONS TO DIFFERENCE
EQUATIONS IN LATTICE CONES

S. Chandragiri, A. P. Lyapin (Krasnoyarsk, Russia)
srilathasami66@gmail.com, APLyapin@sfu-kras.ru

We consider the Cauchy problem for a multidimensional difference equation with
constant coefficients in the cones of an integer lattice. Using the method of generating
functions, its solvability is proved and the relation between the generating functions
of the solution to the Cauchy problem and its initial data is obtained. As a result, the
solution to the Cauchy problem is expressed through its initial data and fundamental
solution.

Keywords: lattice paths, lattice cone, difference equation, generating function.

On complex valued functions f : Zn → C we define the shift operator

δj : f(x1, . . . , xj, . . . , xn) 7→ f(x1, . . . , xj−1, xj + 1, xj+1, . . . , xn)

and polynomial difference operator

P (δ) =
∑

ω∈Ω
cωδ

ω,

where Ω ⊂ Zn is a finite set of points of an n-dimensional lattice, δω =
δω1
1 · . . . · δωn

n and cω ∈ C are the coefficients of the difference operator.
Let α1, . . . , αN be the set of vectors αj = (αj1, . . . , α

j
n) ∈ Zn, j =

1, . . . , N, and K is a lattice cone spanned by these vectors

K = {x ∈ Zn : x = λ1α
1 + · · ·+ λNα

N , λi ∈ Z>, i = 1, . . . , N}.

We assume that cone K is pointed, which means it does not contain any line
or, equivalently, lies in an open half-space of Rn. We also define a relation >K as
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follows: u>Kν ⇔ u−ν ∈ K for any u, ν ∈ K. Denote m = α1+ · · ·+αm, c0 =
1, α0 = (0, . . . , 0) and formulate the problem.

The Cauchy Problem. Find a solution to the difference equation

N∑

j=0

cjf(x− αj) = g(x), x>K0, (1)

which coincides with the given function ϕ(x) on the set X0 = {x ∈ K :
x�
K
m}:

f(x) = ϕ(x), x ∈ X0. (2)

We use equation (1) with initial data (2) to describe a wide class problems
of enumerative combinatorial analysis including lattice paths problems (the
Dyck, Motzkin and Schröder paths, generalized lattice paths. See [1], [3], [4]).

The fact that cone K is pointed allows us to prove the solvability of
problem (1)–(2) using the method of generating functions, and namely,
correctly define on the set of (formal) power series

F (z) =
∑

x>
K
0

f(x)zx

the structure of a ring, which will be denoted by CK [[z]]. Additionally we
will denote Fm(z) =

∑

x>
K
m

f(x)zx.

Using the method of generating functions, the solvability of problem (1)–
(2) was proved, namely, there is a formula in which generating function ()
is expressed in terms of generating functions Φm(z) = F (x) − Fm(z) and
Gm(z) =

∑

x>
K
m

g(x)zx of the initial data ϕ(x) and the right-hand side g(x) of

equation (1) respectively.

Теорема 1. The generating function F (z) of a solution to the difference
equation (1) with initial data (2) is represented as

F (z) =
1

P (z−1)

( N∑

j=0

cjz
αj

Φm−αj(z) +Gm(z)
)
,

where z−1 = (z−11 , . . . , z−1n ), P (z) =
N∑
j=0

cjz
−αj

is a characteristic polynomial

of (1).
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Further, using the concept of the fundamental solution P(x) of the
problem (1)–(2) yields a formula expressing f(x) in terms of ϕ(x), g(x) and
P(x).

A fundamental solution P(x) (see [2]) is a solution such that

N∑

j=0

cjP(x− αj) = δ0(x), x ∈ K,

where δ0(x) is the Kronecker symbol.
We can obtain the fundamental solution P(x) by expanding function

P−1(z−1) in a Laurent series as follows

1

P (z−1)
=

∑

x>
K
0

P(x)zx.

It allows us to find a solution to the Cauchy problem in terms of its initial
data and fundamental solution.

Теорема 2. A solution to the difference equation (1) with initial data (2)
is given as follows:

f(x) =
∑

06
K
y6
K
x

P(x− y)τ(y),

where

τ(y) =





N∑
j=0

cjϕ(y − αj), if y�
K
m;

g(y), if y>Km.

Example. Let α1 = (2,−1), α2 = (−1, 2) be a column vectors, we let K
denote the coneK spanned by the vectorsK = 〈α1, α2〉, s = α1+α2 = (1, 1).

We consider the two dimensional difference equation

f(x, y)− f(x− 2, y + 1)− f(x+ 1, y − 2) = 0, (3)

its characteristic polynomial P (z, w) = 1− z−2w1 − z1w−2.
According to Theorem 2, a solution to this difference equation is

f(x1, x2) =
∑

06
K
y6
K
x

P(x1 − y1, x2 − y2)τ(y1, y2),

where τ(y1, y2) =





ϕ(y1, y2)− ϕ(y1 − 2, y2 + 1)− ϕ(y1 + 1, y2 − 2),

if (y1, y2) � (1, 1);

0, if (y1, y2) > (1, 1).
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To find a fundamental solution we will expand the characteristic
polynomial P (z, w) into a series as follows:

1

(1− z2w−1 − z−1w2)
=

∞∑

k=0

(z2w−1 + z−1w2)k =

=
∑

(k1,k2)
>
K
0

(k1 + k2)!(
2k1+k2

3

)
!
(
k1+2k2

3

)
!
zk1wk2.

Consequently,

P(k1, k2) =
(k1 + k2)!(

2k1+k2
3

)
!
(
k1+2k2

3

)
!
.

Finally, we have the solution for difference equation (3) with arbitrary initial
data

f(x1, x2) = P(x1, x2)ϕ(0, 0)+
x1∑

t=1

P(x1 − 2t, x2 + t)(ϕ(2t,−t)− ϕ(2t− 2,−t+ 1))+

+

x2∑

t=1

P(x1 + t, x2 − 2t)(ϕ(−t, 2t)− ϕ(−t+ 1, 2t− 2)).

In case of lattice paths, ϕ(2t,−t)−ϕ(2t−2,−t+1) = 0 for t > 1, ϕ(−t, 2t)−
ϕ(−t + 1, 2t − 2) = 0 for t > 1, and ϕ(0, 0) = 1, then we get f(x1, x2) =
P(x1, x2).
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О ПОЛНОТЕ ДВОИЧНЫХ БАЗИСНЫХ СПЛАЙНОВ
В ПРОСТРАНСТВЕ Lp

С. А. Чумаченко (Саратов, Россия)
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Рассматривается система сжатий и сдвигов двоичного базисного сплайна. Дока-
зывается, что такая система является переполненной в пространстве Lp и любое
конечное число функций из этой системы можно удалить, не теряя полноты си-
стемы.

Ключевые слова: Системы сжатий и сдвигов, базисные сплайны, гладкая интер-
поляция.

COMPLETENESS OF BINARY BASIC SPLINES IN Lp
S. A. Chumachenko (Saratov, Russia)

chumachenkosergei@gmail.com

We consider scales and shifts of a binary basic spline. It is proved that such system
is overflow in Lp and we can remove any finite number of functions from this system
without losing the completeness.

Keywords: Basic splines, smooth interpolation, scales and shifts systems.

Введение

Система сжатий и сдвигов двоичного базисного сплайна является обоб-
щением системы Фабера-Шаудера [1] с заданным порядком гладкости.
Двоичный базисный сплайн определяется как результат многократного
интегрирования функции Уолша W2n−1.

Попытки нахождения обобщения системы Фабера-Шаудера или глад-
кого аналога предпринимались достаточно давно. В частности, в рабо-
тах [2] и [3] была доказана базисность в C[0, 1], однако без оценки погреш-
ности через модуль непрерывности. Как и система Фабера–Шаудера, си-
стема сжатий и сдвигов двоичного базисного сплайна является базисом в
C[0, 1](данный результат показан в работе [4]), в то время как антипери-
одический сдвиг этой функции является базисом Рисса в пространстве
L2 [5].
В данной работе указан алгоритм построения равномерного сходящегося
ряда по системе сжатий и сдвигов двоичного базисного сплайна степени
n > 1 и приведена оценка скорости сходимости этого ряда к приближа-
емой функции в терминах модулей непрерывности 1-го и 2-го порядка.
Полученная оценка является уточнением предыдущего результата [4].
Доказывается также, что построенная система сжатий и сдвигов не яв-
ляется минимальной в Lp. Для системы Фабера-Шаудера это свойство
было отмечено П.Л.Ульяновым [6]).
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Система сжатий и сдвигов двоичного базисного
сплайна в Lp

Пусть If(x) =
´ x

0 f(t)dt(x ∈ [0, 1]) - оператор интегрирования, rk(x) =
sign(sin(2k+1πx)) - функции Радемахера, W2n−1(x) =

∏n−1
k=0 rk(x) - функ-

ции Уолша. Тогда функцию

ϕn,N(x) = Q(n,N)INW2n−1(x), (x ∈ [0, 1], n,N ∈ N, N ≤ n)

будем называть двоичным базисным сплайном N -й степени от n-й функ-
ции Уолша, где Q(n,N) - нормирующий коэффициент ϕn,N(x) в C[0, 1].

Теорема 1.Нормирующий коэфициент Q(n,N) для 1 ≤ N ≤ n равен

2
2nN+3N−N2−2

2

Рассмотрим систему сжатий и сдвигов ψm,j(x) = ϕn,n(2
mx − j),m ∈

Z0, j ∈ [0, 2m − 1]. Пусть f(x) - функция из C0[0, 1]. Обозначим:

R0(x) = f(x),

S0(x) = R0

(
0 + 1/2

20

)
ψ0,0(x).

В общем случае полагаем:

Sm(x) = Rm

(
j + 1/2

2m

)
ψm,j(x), (1)

Rm+1(x) = Rm(x)− Sm(x), x ∈
[
j

2m
,
j + 1

2m

]
. (2)

Таким образом, Sm(x) — частичная сумма порядка 2m ряда по системе
ψm,j(x), Rm —отклонение частичной суммы от приближаемой функции
f .

Пусть ωf(δ) и ω2
f(δ) — соответственно модуль непрерывности 1 и 2

порядков.
Теорема 2. ψm,j(x) — базис в C0[0, 1]. Имеет место следующая

оценка через модуль непрерывности:

|R2m+1 (x)| ≤ ωf

(
1

22m+2

)
+

14

9
∗ ω2

f

(
1

2m+1

)
+

5/4 +m

22m+2
∗ ||f ||C0[0,1].

Теорема 3. Пусть p ≥ 1. Для любых m1, j1 ∈ Z0, для любого ε > 0
существует конечная сумма

∑
m>m1,j

ψm,j(x) такая что

||ψm1,j1(x)−
∑

ψm,j(x)||Lp
< ε
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В работе получено описание слабо обратимых элементов в весовых Lp-
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A description of weakly reversible elements in Lp-weighted spaces of entire functions
of the Fock type spaces is obtained in this work.

Keywords: entire functions, the Fock type spaces, continuous linear functionals, the
Watson problem, weighted polynomial approximation.

Пусть C — комплексная плоскость, H(C) — множество всех целых
функций и пусть R+ = {x ∈ R : x ≥ 0}. Для любых σ, α ∈ R+, p > 0,
введём в рассмотрение следующее весовое пространствo целых функций:

F p
σ,α =

{
f ∈ H (C) : ‖f‖F p

σ,α
=

(
ˆ +∞

0

e−σrα
ˆ π

−π

∣∣f
(
reθ

)∣∣p dθdr
) 1

p

< +∞
}
,

при p = 2, α = 2, σ = 1
2 пространство F 2

1, 12
совпадает с классическим

пространством Фока (см. [1]), а при p = 2, σ, α > 0 эти пространства
были введены и изучены М. М. Джрбашяном в работах [2], [3]. В даль-
нейшем пространства F 2

σ,α и связанное с ним уравнение свёртки были
введены в работах В. В. Напалкова и его учеников (см. [4]).

Пусть P — множество всех алгебраических многочленов от z, X —
некоторое пространство целых функций P ⊂ X, причем P составляет
всюду плотное множество в X .

Предположим, что f ∈ X, при этом для произвольного многочлена
p ∈ P , pf ∈ X. Скажем, что функция f слабо обратима в пространстве
X, если существует последовательность многочленов pn, n = 1, 2, ..., та-
ких что lim

n→+∞
pnf = 1, причем сходимость имеет место в топологии про-

странства X .

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, научный проект №17-51-15005-НЦНИ
1The work was financially supported by Russian Foundation for Fundamental Research (project 17-

51-15005).

456



Описание слабо обратимых элементов в конкретных функциональ-
ных пространствах тесно связано с широким кругом задач нескольких
дисциплин: от теории дифференциальных операторов и их обобщений до
абстрактного гармонического анализа (см. [5, 6]).

В работе устанавливается, что функция f ∈ F p
σ,α слабо обратима в

F p
σ,α тогда и только тогда, когда f(z) 6= 0, z ∈ C, при этом получено

полное описание таких функций. Также в статье строится пространс-
тво типа Фока, в котором существуют сильно обратимые функции, не
обладающие слабой обратимостью.

Основными результатами работы являются следующие утверждения:

Теорема 1. Пусть 0 < p < +∞, 0 < α, σ < +∞, f ∈ H(C), f(z) 6=
0, z ∈ C. Тогда

1. если α∈N , то следующие условия равносильны

i) f ∈ F p
σ,α,

ii)

f(z) = exp(h(z)), h(z) =
n∑

k=0

akz
k, z ∈ C, n < α (∗)

2. если α = n ∈ N, f ∈ F p
σ,α, то f имеет вид (*), где n ≤ α, причем,

если α = n, n ≤ 2, то f ∈ F p
σ,α тогда и только тогда, когда

|an| < σ
p , если же n > 2, то возможен и случай n = σ

p ;

3. функция f ∈ F p
σ,α тогда и только тогда слабо обратима, когда f(z)

допускает представление (*), при чем |an| < σ
p .

Следующая теорема уточняет последнее утверждение теоремы 1.

Теорема 2. Пусть p, σ, α ∈ R+ \ 0, f — целая функция, представ-
ленная в виде (*),

ψ(x) =

(
σ − |an|p−

bn−1p

x1/n
− ε(x)

)
, x ∈ R+,

где bn−1 =
n−1∑
k=0

|ak|, ε(x) — положительная функция из C(1)(R+), причем

lim
x→+∞

ε(x) = lim
x→+∞

xε′(x) = 0; lim
x→+∞

xε(x)
lnx = +∞,

F p
σ,α,ψ =

{
f ∈ H (C) : ‖f‖pσ,α,ψ =

+∞
ˆ

0

exp (−σrα+
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+ψ(rα))

π
ˆ

−π

∣∣f(reiθ)
∣∣p dϑdr < +∞

}
,

где α = n ∈ N.
Тогда следующие утверждения равносильны:
а) функция f вида (*) принадлежит F p

σ, α и слабо обратима в F p
σ, α, ψ;

б)
+∞́

1

σ/p−|an|−ψ(x)
x1/2

dx = +∞.

Теорема 3. Существует функция ϕ — монотонно растущая, поло-
жительная на R+, такая что f ∈ F p

σ, α, ϕ, pf ∈ F p
σ, α, ϕ,для произвольного

многочлена р,такая,что 1/f ∈ F p
σ, α, ϕ, в то же время

inf
{
‖Qf − 1‖F p

σ, α, ϕ
= Cf > 0, Q ∈ P

}
.

Замечание 1. Аналоги теорем 1 и 2 при p = +∞ и при более общих
весовых функциях ранее были установлены в работах автора [7, 8].

Замечание 2. Отметим,что аналог теоремы 3 в случае весовых про-
странств аналитических функциq в круге бsл установлен в работах [7,8],
а в случае весовых пространств Бергмана в единичном круге в работе [9].
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В работе иследованы аппроксимативные свойства средних Валле Пуссена три-
гонометрических сумм Фурье для функций из весовых пространств Соболева с
переменным показателем. Получены оценки приближения функций из этих про-
странств средними Валле Пуссена.

Ключевые слова: весовые пространства Лебега с переменным показателем, прос-
транства типа Соболева, средние Валле Пуссена.

ON APPROXIMATION OF FUNCTIONS IN WEIGHTED
VARIABLE EXPONENT LEBESGUE AND SOBOLEV

SPACES BY DE LA VALLEE-POUSSIN MEANS
T. N. Shakh-Emirov (Makhachkala, Russia)

tadgius@gmail.com

We study the approximative propeties of the de la Vallee-Poussin mean for the
trigonometric Fourier sums for the functions from weighted variable exponent Sobolev
spaces. The Estimates of the approximation for functions from these spaces by de la
Valle-Poussin means are obtained.

Keywords: weighted variable exponent Lebesgue spaces, Sobolev type spaces, de la
Valee-Poussin means.

Введение

Пусть p = p(x) — измеримая 2π-периодическая функция такая, что
p(x) ≥ 1 почти всюду, w = w(x) — суммируемая неотрицательная почти
всюду положительная 2π-периодическая функция. Весовым простран-
ством Лебега с переменным показателем L

p(x)
2π,w назовем множество 2π-

периодических измеримых функций, для которых

π
ˆ

−π

|f(x)|p(x)w(x)dx <∞.

Как показано в [1], норму в пространстве Lp(x)2π,w можно определить сле-
дующим образом

‖f‖p(·),w = ‖f‖p(·),w([−π, π]) = inf



α > 0 :

π
ˆ

−π

∣∣∣∣
f(x)

α

∣∣∣∣
p(x)

w(x)dx ≤ 1



 .
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Рассмотрим в L
p(x)
2π,w подпространство W

r,p(x)
2π,w из r − 1-раз непрерывно

дифференциируемых функций f(x), для которых f (r−1)(x) абсолютно
непрерывна на [−π, π], а f (r)(x) ∈ Lp(x)2π,w. В настоящей работе исследуются
аппроксимативные свойства средних Валле Пуссена тригонометрических
сумм Фурье для функций из W r,p(x)

2π,w . Напомним их определение.
Пусть f(x) – интегрируемая на [−π, π] 2π-периодическая функция,

ak =

π
ˆ

−π

f(t) cos ktdt, bk =

π
ˆ

−π

f(t) sin ktdt

— коэффициенты Фурье,

Sn(f, x) =
a0
2
+

n∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

— частичная сумма ряда Фурье. Средние Валле Пуссена определяются
следующим образом

V n
m(f, x) =

1

m+ 1
[Sn(f, x) + . . .+ Sn+m(f, x)].

Основной результат

Для формулировки результата нам потребуется наложить некоторые
ограничения на переменные показатели и весовые функции. Через P2π

обозначим класс 2π-периодических переменных показателей, для кото-
рых выполнено условие Дини–Липшица

|p(x)− p(y)| ln 2π

|x− y| ≤ c, x, y ∈ [−π, π].

Пусть E = [−π, π], E1 = {x ∈ E : p(x) = 1}, E2 = E \ E1. Через H(E, p)
обозначим класс весов, удовлетворяющих условиям

w(x) ≥ C1(w) > 0 для почти всех x ∈ E1,

‖w− 1
p(·)‖p(·),1(E2) <∞,

1

p(x)
+

1

p′(x)
= 1, x ∈ E2.

В [2] показано, что f(x) ∈ L
p(x)
2π,w — суммируемая функция, если w(x) ∈

H(E, p). Таким образом, для f(x) ∈ L
p(x)
2π,w можно определить функцию

Стеклова

sh(f) = sh(f, x) =
1

h

h
ˆ

0

f(x+ t)dt.
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Ввиду того, что (см. [3])

‖sh(f)‖p(·),w ≤ c(p, w)‖f‖p(·),w,

можно показать, что

lim
h→0

‖f − sh(f)‖p(·),w = 0.

назовем модулем непрерывности величину

Ω(f, 0)p(·),w = 0, Ω(f, δ)p(·),w = sup
0<h<δ

‖f − sh(f)‖p(·),w,

а через En(f)p(·),w обозначим величину наилучшего приближения функ-

ции f(x) ∈ Lp(x)2π,w тригонометрическими полиномами Tn(x) порядка n

En(f)p(·),w = inf
Tn
‖f − Tn‖p(·),w.

Далее, пусть N =
[
1
h

]
, где [a] – целая часть числа a, λ = 1

N , k ∈ Z,

xk = (kλ− 1)π, ∆k(λ) = [xk, xk+1],

∆̃k(λ) = ∆k−1(λ) ∪∆k(λ) ∪∆k+1(λ)

pk = p(∆̃k(λ)) = ess inf
x∈∆̃k(λ)

p(x).

Нам потребуются следующие системы отрезков

B1
ε = {∆k(λ) : pk = 1, |∆k(λ)| < ε}k∈Z,

Bp(·)
ε

{
∆̃k(λ) : pk > 1, |∆̃k(λ)| < 3ε

}
k∈Z

.

Основным результатом является следующая
Теорема 1. Пусть p = p(x) ∈ P2π, w(x) ∈ H(E, p), r ≥ 1 f ∈ W r,p(x)

2π,w ,
b > 0, n ≤ bm,

sup
B∈B1

ε

1

|B|

ˆ

B

w(x)dx ≤ c(p, w),

sup
B∈Bp(·)

ε


 1

|B|

ˆ

B

w(x)dx





 1

|B|

ˆ

B

w(x)
− 1

p(B)−1dx



p(B)−1

≤ c(p, w),

Тогда имеют место следующие оценки

‖f − V n
m(f)‖p(·),w ≤

cr(b, p, w)

(n+ 1)r
En(f

(r))p(·),w,
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‖f − V n
m(f)‖p(·),w ≤

cr(b, p, w)

(n+ 1)r
Ω

(
f (r),

1

n+ 1

)

p(·),w
.
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К РЕШЕНИЮ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ЗАДАЧИ
ЭРМИТА ДЛЯ ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

В. В. Шустов (Москва, Россия)
vshustov@gosniias.ru

Рассмотрена задача о построении интерполяционного многочлена Эрмита для
функции n переменных при условии, что в точках регулярной многомерной сетки
узлов заданы матрицы производных этой функции. В данной постановке имеет
место теорема о существовании многочлена Эрмита многих переменных, который
удовлетворяет заданным условиям, наложенным на значения его производных в
узловых точках. Указывается соответствие полученной общей формулы извест-
ным частным решениям интерполяционной задачи Эрмита.

Ключевые слова: интерполяционный многочлен Эрмита, многомерная интерпо-
ляция, формула Тейлора, функция многих переменных.

TO THE SOLUTION OF HERMITE INTERPOLATION
PROBLEM FOR THE FUNCTION OF MANY VARIABLES

V. V. Shustov (Moscow, Russia)
vshustov@gosniias.ru

The problem of constructing the Hermite interpolation polynomial for a function of n
variables is considered under the condition that derivative’s matrices this function are
given at the points of a regular multidimensional nodes grid. On this condition, there
is a theorem on the existence Hermite polynomial of many variables, which satisfies
the given conditions imposed on the values of its derivatives at the nodal points. The
correspondence of the obtained general formula to the known particular solutions of
Hermite interpolation problem is indicated.

Keywords: Hermite interpolation polynomial, multidimensional interpolation, Taylor
formula, function of many variables.

Введение

Известно решение интерполяционной задачи Эрмита о построении мно-
гочлена по значениям функции и ее производных, заданным в точках
сетки узлов, для случая функции одной переменной, представленное, на-
пример, в [1, с. 163] или [2], а также полученное более простым способом
в [3].

Можно отметить частный вид этих многочленов, когда производные
функции заданы только на концах отрезка [4], и обобщение задачи ин-
терполяции двухточечными многочленами Эрмита на случай функции
n переменных, представленное в [5].

Для интерполяции функций одной переменной разработан ряд ме-
тодов, основанных на использовании многочленов Лагранжа, сплайн-
функций, многочленов Бернштейна, реализованных в кривых Безье, B-
сплайнов и другие. Задача многомерной интерполяции рассматривались
в ряде работ, там же отмечены трудности, возникающие при решении

463



этой задачи [1, с. 181]. Подход, который сводит многомерную интерпо-
ляцию к последовательности одномерных, возможен, но его сложность и
трудоемкость значительно возрастают с увеличением числа переменных.

Более перспективным представляется расширение постановки общей
интерполяционной задачи Эрмита с функции одной переменной до функ-
ции многих переменных. При этом рассматривается случай, когда мно-
гомерная сетка узловых точек является регулярной и, соответственно,
представляется тензорным произведением одномерных сеток по каж-
дой переменной. Далее используются представления и терминология,
используемые в [6], в частности, то, что производные функции многих
переменных представляются в общем случае многомерными матрицами
частных производных.

Задача многомерной интерполяции решается при условии, когда в
узлах регулярной пространственной сетки заданы n — мерные матрицы
производных до порядка m включительно. В данной постановке имеет
место следующая теорема.

Теорема и ее частные случаи

Теорема. Пусть в n-мерной области Dn ⊂ En введена регулярная сет-
ка узлов C

C =
{
x1i1

}l1
i1=0

× . . .× {xnin}lnin=0 ,

являющаяся декартовым произведением одномерных сеток вида Cs =
[xs0,x

s
1, ...x

s
ln
], s = 1, 2...n. Индекс вверху s означает номер координа-

ты, индекс внизу i означает номер узла. Пусть в узлах сетки заданы
значения функции и всех ее частных производных до порядка m вклю-
чительно

∇(j)fi1,...,in =

(
∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn

)(j)

fi1,...,in, j = 0, 1, ...m.

Тогда существует многочлен H (x ) от n переменных, x = (x 1,. . . , xn),
определенный в области Dn, удовлетворяющий условиям, наложенным
на значения функции и ее производных в узлах сетки

∇(j)H(x1i1, ...x
n
in, ) = ∇(j)fi1,...,in, i

s={0, 1, . . . , ls}, s = 1, 2, . . . , n

и который может быть представлен в виде

H(x) =

l1∑

i1=0

...

ln∑

in=0

m∑

j=0

ϕmj (x
1, ..., xn)

j!
(∆x ∗ ∇)(j)fi1,...,in,
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где функции влияния ϕmj (x
1, ..., xn) определены соотношением

ϕmj (x
1, ..., xn) = ωi1,...,in(x

1, ..., xn)

m−j∑

k=0

1

k!
(∆x ∗ ∇)(k)

(
1

ωi1,...,in(x1, ..., xn)

)
,

выражение(∆x ∗ ∇)(j)fi1,,...,inесть соответствующий член многочлена
Тейлора для функции n переменных [6, с. 10 ], который представляется
формулой

(∆x ∗ ∇)(j)fi1,...,in =

(
(x1 − x1i1)

∂

∂x1
+ ...+ (xn − xnin)

∂

∂xn

)(j)

fi1,...,in,

выражение ωi1,...,in(x
1, ..., xn)определяется формулой

ωi1,...,in(x
1, ..., xn) =

Ωi1(x)

(x1 − x1i1)
m+1

, ...,
Ωin(x)

(xn − xnin)
m+1

, где

Ωis(x) =

ls∏

ts=0

(xs − xsts)
m+1, s = 1, 2...n.

При использовании обозначений для вектора переменных x =
x1, . . . , xn), мультииндекса узловой точки i = (i1, . . . , in) и дифферен-
циалов функции djf(x) высших порядков [7, с. 317] как

djf(x) =

(
(x1 − x1i1)

∂

∂x1
+ ...+ (xn − xnin)

∂

∂xn

)(j)

f(x)

формула для интерполяционного многочлена Эрмита H(x) для функ-
ции n переменных может быть записана в более компактном и обо-
зримом виде:

H(x) =

l1∑

i1=0

...

ln∑

in=0

m∑

j=0

{
djfi
j!

(
ωi(x)

m−j∑

k=0

1

k!
dk

[
1

ωi(x)

]∣∣∣∣
x=xi

)}
,

где

ωi(x) =
n∏

s=1

[
1

(xs − xsis)
m+1

ls∏

ts=0

(xs − xsts)
m+1

]
.

Идея доказательства теоремы основана, так же, как и в [3] на исполь-
зовании формулы Тейлора применительно к функции многих перемен-
ных.
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Частный случай 1. Пусть значения функции и ее производных за-
даны только в одной точке x0 = (x10, ...x

n
0 , ), т.е сетка узлов C вырождает-

ся в единственную точку. Тогда функция влияния ωi1,...,in(x1, ..., xn) = 1
и многочлен Эрмита для функции многих переменных превращается в
многочлен Тейлора функции многих переменных:

H(x) = T (x) =
m∑

j=0

1

j!
(∆x ∗ ∇)(j)f(x0).

Частный случай 2. Пусть задана функция только одной перемен-
ной (n = 1). В этом случае полученная формула для интерполяционного
многочлена Эрмита H(x), для функции одной переменной принимает
вид

H(x) =
l∑

i=0

ωi(x)
m∑

j=0

m−j∑

k=0

f
(j)
i

(x− xi)
j+k

j!k!

[
1

ωi(x)

](k)

x=xi

,

которая с точностью до обозначений соответствует формуле, приведен-
ной в [1, с. 172] для одинакового порядка m производных в узлах сетки

mi = m, i = 0, 1...l.

С развитием электронно-вычислительной техники многомерные мно-
гочлены Эрмита могут использоваться для интерполяции сеточных
функций и для аппроксимации функций многих переменных, облада-
ющих требуемым уровнем гладкости. Отметим, что интерполяционные
многочлены Эрмита многих переменных дают явное выражение для при-
ближающей функции, не требуя решение уравнений.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
[1] Березин И. C., Жидков Н. П. Методы вычислений. Т. 1 М. : Физматлит, 1962.

464 с.

[2] Spitzbart A. A generalization of Hermite’s interpolation formula // Amer. Math.
Monthly. 1960. Vol. 67. P. 42–46.

[3] Шустов В. В. Простое решение интерполяционной задачи Эрмита // Междуна-
родный научно-исследовательский журнал. 2018. Т. 70, № 4. С. 146–151.

[4] Шустов В. В. О приближении функций двухточечными интерполяционными
многочленами Эрмита // Журн. вычисл. матем. и матем. физ. 2015. Т. 55, № 7.
С. 1091–1108.

[5] Шустов В. В. К задаче многомерной интерполяции функций двухточечными
многочленами Эрмита от n переменных // Современные проблемы теории функ-
ций и их приложения : материалы международ. Сарат. зимн. шк. Саратов : На-
учная книга, 2018. С. 361–364.

[6] Кудрявцев Л. Д. Математический анализ : в 2 т. Т. 2 М. : Высшая школа, 1981.
584 с.

[7] Кудрявцев Л. Д. Математический анализ : в 2 т. Т. 1 М. : Высшая школа, 1970.
590 с.

466



УДК 517.52

ОЦЕНКИ СНИЗУ ДЛЯ ЯДЕР ДИРИХЛЕ ПО
ОБОБЩЁННЫМ СИСТЕМАМ ХААРА И УОЛША

В. И. Щербаков (гор. Жуковский Московской
области, Россия)

kafmathan@mail.ru (для В. И. Щербакова)

Получена оценка снизу для ядер Дирихле по системам Прайса и обобщённым си-
стемам Хаара относительно S- и V-мажорант (V-мажоранта — это определённая
Н. Я. Виленкиным функция

[
1
t

]
), которые оказались различными для простых

и составных pn. Показано, что ранее полученная оценка сверху ядер Дирихле,
вообще говоря, неулучшаемая; она не может быть улучшена в случае простых pn
c sup

n
pn =∞.

Ключевые слова: абелева группа, модифицированный отрезок [0, 1] и непрерыв-
ность на нём, системы Прайса и Виленкина, обобщённые системы Хаара, ядра
Дирихле и их S- и V-мажоранты.
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Lower bound estimations for Dirichlet’s kernels on Price’s and generalized Haar’s
systems regarding S- and V-majorants are received (V-majorant is a function 1

t ,
obtained by N. Ja. Vilenkin) are obtained. These estimations turned out to be different
for a prime and composite pn. It is proved that a previously received estimations
cannot be improved in general and it cannot be improved in the case of prime
unbounded pn.

Ключевые слова: Abelian group; modification segment [0, 1] and a continuous
functions on it, Price’s and Vilenkin’s systems, a generalized Haar’s systems, a
Dirichlet’s kernels and it’s S- and V-majorants.

Пусть p0 = 1, {pn}∞n=1 — целочисленная последовательность с pn ≥ 2;

mn =
n∏
k=0

pk (n = 0, 1, 2, . . .). Всякое натуральное число n единственным

образом представимо в виде

n =
s∑

k=0

akmk = asms + n′, (1)

где ak, s и n′ — целые с 0 ≤ ak < pk+1, 1 ≤ as < ps+1, 0 ≤ n′ < ms, a
любое действительное число x ∈ [0, 1] можно разложить по формуле

x =
∞∑

n=1

xn
mn

, где xn − целые c 0 ≤ xn < pn. (2)
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Если x — pn-иррационально, а также x = 0 или x = 1, то его
представление в виде равенства (2) единственно; для x = l

mn
имеет-

ся два его разложения по формуле (2), одно из которых — конечно (
xk = 0 при k > n ), которое мы обозначим за l

mn
, a другое — беско-

нечно (xk = pk − 1 для k > n); его будем записывать как l
mn

. Таким
образом, отрезок [0, 1] перешел в абелеву группу последовательностей
G = {{xn}∞n=1|xn = 0, 1, . . . pn − 1} с операцией +̇ покоординатного сло-
жения по модулю pn и обратной операцией −̇.

Положив l
mn
− < l

mn
, c [0, 1] на G переносится упорядочивание точек,

и, следовательно, на G определён отрезок [a, b] = {x ∈ G | a ≤ x ≤
b}. A так как группа G и отрезок [0, 1] различаются лишь на счётное
множество точек, то c [0, 1] нa G переносятся понятия меры и ннтеграла
Лебега, а токже ортогональные и ортонормированные системы функций.
Рассмотрим следующие ортонормированные системы функций:

1. Ψ = {ψn(x)}∞n=0 : ψ0(x) ≡ 1; ψmk
(x) = exp 2iπxk+1

pk+1
и ψn(x) =

s∏
k=0

(ψmk
(x))ak , а также

2. Γ = {γn(x)}∞n=0 : γ0(x) ≡ 1;

γmk
(x) =

{ √
mk exp(

2iπxk+1

pk+1
) , если x ∈ Gk

0 , для x ∈ G \Gk

(k = 0, 1, 2, . . .) и γn(x) = γasms+n′(x) = (γms
(x−̇( n′

ms
)))as,

где числа s, as и n′ — определены равенством (1) , и x = {xn}∞n=1 ∈ G .
Систему {ψn(x)}∞n=1 называют системой Прайса [1] (для простых pn

на нульмерной компактной абелевой группе она переходит в системы
Виленкина [2]). Для pn ≡ p она становится системой Крестенсона (или
Крестенсона–Леви) [3], a при pn ≡ 2 — системой Уолша [4] в нумера-

ции Пэли [5]. Пусть Dn(x−̇t) =
n−1∑
k=0

ψk(x)ψk(t) =
n−1∑
k=0

ψk(x−̇t) −n-е ядро

Дирихле по системе Прайса.
Систему же {γn(x)}∞n=1, как правило, называют обобщённой систе-

мой Хаара (или системой типа Хаара). При pn ≡ 2 oна (на отрезке [0, 1])
переходит в систему Хаара [6]; для sup

n
pn < ∞ эта система рассмат-

ривалась (также на отрезке [0, 1]) Н. Я. Виленкиным [7], Б. И. Голубо-
вым и А. И. Рубинштейном [8]; для любых pn (тoже на отрезке [0, 1]) —
Б. И. Голубoвым [9]; на нульмерных компактных абелевых группах она

исследовалась С. Ф. Лукомским [10]. Пусть Dn(x, t) =
n−1∑
k=0

γk(x)γk(t) —

n-e ядро Дирихле по обобщённой системе Хаара.
Известны следующие мажоранты ядер Дирихле по системам Прайса
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(а также системам Виленкина) и обобщённым системам Хаара: V (t) =
mn+1 для t ∈ [ 1

mn+1
, 1
mn

] и

S(t) =
mn

sin πl
pn+1

, если t ∈ [
l

mn+1

,
l + 1

mn+1

−], где l = 1, 2, . . . , pn+1 − 1 и n = 1, 2, . . .

B [2] V (t) названа как [1t ], a S(t) в [11] обозначена как q(t).
B [2, 11] и [12] получены следующие оценки:

|Dn(x)| ≤ 2S(x) ≤ V (x) для всех x ∈ G \ {0} и любых целых n > 0 и

|Dn(x, t)| ≤ S(x−̇t) ≤ V (x−̇t)
2

, если x ∈ G \ {0} и n = 1, 2, . . . .

B [11] также получена оценка снизу:
Теорема S. Для всех x и t c x−̇t ∈ [ 1

mn+1
, 1
mn
−] найдётся целое

j = j(x, t) = j(x−̇t), удовлетворяющее условию 1 ≤ j ≤ pn+1 − 1 и
такое, что выполнено неравенство

|Djmn
(x−̇t)| ≥ S(x−̇t)

2
. (3)

Оценку (3) можно улучшить, ибо справедливы следующие теоремы:
Теорема 1. Для любого целого n > 0 и при всех x и t удовле-

творяющих условию x−̇t ∈ [ 1
mn+1

, 1
mn
−] найдётся целое j = j(x−̇t) c

1 ≤ j ≤ pn+1 − 1 такие, что имеет место неравенство

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| ≥
√
3

2
S(x−̇t). (4)

Теорема 2. Для всякого целого n > 0 можно подобрать x и t с
x−̇t ∈ [ 1

mn+1
, 1
mn
−] и целое j = j(x−̇t) c 1 ≤ j ≤ pn+1 − 1 такие, что

справедлива оценка

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| ≥
√
3

2π
V (x−̇t). (5)

Для простых pn+1 ≥ 5 неравенства (4) и (5) можно улучшить, ибо
выполнены

Теорема 3. Если число pn+1 простое, то для любых x и t с
x−̇t ∈ [ 1

mn+1
, 1
mn
−] сущестует целое j = j(x−̇t) c 1 ≤ j ≤ pn+1 − 1

такое, что имеет место неравенство

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| ≥ (1− π2

8p2n+1

)S(x−̇t) и (6)
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Теорема 4. Для простых pn+1 существуют x и t с x−̇t ∈
[ 1
mn+1

, 1
mn
−] и целое j = j(x−̇t) c 1 ≤ j ≤ pn+1 − 1 такие, что

справедлива оценка

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| ≥ 1

π
(1− π2

8p2n+1

)V (x−̇t) =

= (
1

π
− π

8p2n+1

)V (x−̇t). (7)

Отметим, что требование на то, чтобы вся последовательность
{pn}∞n=1 состояла бы только из простых чисел, в теоремах 3 и 4 не на-
кладывается.

B случае составных pn+1 неравенства (6) и (7) для любых x и t c
x−̇t ∈ [ 1

mn+1
, 1
mn
−], вообще говоря, неверны, ибо имеет место следующая

Теорема 5. Если pn+1 кратно 3, то оценки (4) и (5), вообще
говоря, неулучшаемы.

Для составных pn+1 имеют место следующие утверждения:
Теорема 6. Если pn+1 является целой степенью двойки (pn+1 =

2k), то для любых x и t c x−̇t ∈ [ 1
mn+1

, 1
mn
−] можно подобрать целое

j = j(x, t) = j(x−̇t), удовлетворяющие условию 1 ≤ j ≤ pn+1 − 1,
такие, что выполнено равенство

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| = S(x−̇t);

Теорема 7. В случае, когда pn+1 = 2k при некотором целом k > 0
найдутся x, t c x−̇t ∈ [ 1

mn+1
, 1
mn
−] и j ∈ {1, 2, . . . , pn+1 − 1}, при

которых справедливо равенство

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| = V (x−̇t)
2π

.

В случае, когда pn+1 не является целой степенью двойки, верны сле-
дующие теоремы:

Теорема 8. для всех x и t c x−̇t ∈ [ 1
mn+1

, 1
mn
−] найдётся целое

j = j(x, t) = j(x−̇t) такое, что имеет место неравенство

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| ≥ (1− π2

8q2n+1

)S(x−̇t),

где qn+1 — наименьший и отличный от единицы положительный
нечётный делитель числа pn+1.
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Теорема 9. Существуют x и t c x−̇t ∈ [ 1
mn+1

, 1
mn
−] a также

j = j(x, t) = j(x−̇t) ∈ {1, 2, . . . , pn+1 − 1} такие, что справедлива
оценка

|Djmn
(x, t)| = |Djmn

(x−̇t)| ≥ 1

π
(1− π2

8q2n+1

)V (x−̇t) = (
1

π
− π

8q2n+1

)V (x−̇t),

где qn+1 определено в теореме 8.
Отметим, что qn+1 должно быть простым (как наименьший и от-

личный от единицы положительный нечётный делитель.
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УДК 517.984

О ВОССТАНОВЛЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ОПЕРАТОРОВ С ОТКЛОНЯЮЩИМСЯ АРГУМЕНТОМ:

НЕЛИНЕЙНЫЙ СЛУЧАЙ1

В. А. Юрко (Саратов, Россия)
YurkoVA@info.sgu.ru

Рассматриваются дифференциальные операторы второго порядка на конечном
интервале с отклоняющимся аргументом. Установлены свойства спектральных
характеристик и исследуется нелинейная обратная задача, состоящая в восста-
новлении операторов по их спектрам. Разработаны конструктивные алгоритмы
для решения обратных задач этого класса и доказана единственность решения.

Ключевые слова: Дифференциальные операторы, отклоняющийся аргумент, об-
ратная спектральная задача.

ON RECOVERING DIFFERENTIAL OPERATORS
WITH DEVIATING ARGUMENT: NONLINEAR CASE1

V. A. Yurko (Saratov, Russia)
YurkoVA@info.sgu.ru

Second order differential operators on a finite interval with deviating argument are
considered. Properties of spectral characteristics are established, and a nonlinear
inverse problem is studied which consist in recovering operators from their spectra.
We suggest a constructive algorithms for solving such inverse problems and prove the
uniqueness of the solution.

Keywords: Differential operators, deviating argument, inverse spectral problem.

Рассмотрим краевые задачи Lj, j = 1, 2:

−y′′(x) + q(x)y(x− a) = λy(x), 0 < x < π, (1)

y′(0)− hy(0) = y′(π) +Hjy(π) = 0,

где a ∈ [π/3, π/2), h и Hj — комплексные числа, q(x) — комплекснознач-
ная функция, q(x) ∈ L(a, π) и q(x) = 0 п.в. на (0, a). Пусть ϕ(x, λ) –
решение уравнения (1) при условиях ϕ(0, λ) = 1, ϕ′(0, λ) = h. Собствен-
ные значения {µnj}n≥0 задачи Lj совпадают с нулями целой функции
Pj(λ) := ϕ′(π, λ) + Hjϕ(π, λ), которая называется характеристической
функцией для Lj. В статье исследуется нелинейная обратная задача вос-
становления q(x), h,Hj по заданным спектрам {µnj}n≥0, j = 1, 2. Отме-
тим, что в [1] установлена единственность решения обратной задачи для
уравнений с запаздыванием в весьма частном случае. В [2, 3] изучал-
ся линейный случай a ≥ π/2, а в [4] исследовался нелинейный случай
a ∈ [2π/5, π/2) для краевого условия Дирихле в нуле.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-01-00102).
1This work was supported by the RFBR (project No. 19-01-00102)
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Обозначим A :=
1

2

π
ˆ

a

q(t) dt. Тогда

√
µnj = n+ (h+Hj + A cosna)/(πn) + o(1/n), n→∞. (2)

Задание спектра {µnj}n≥0 однозначно определяет характеристическую
функцию:

Pj(λ) = π(µ0j − λ)
∞∏

n=1

µnj − λ

n2
, j = 1, 2. (3)

Положим ∆k(λ) := ϕ(k)(π, λ), k = 0, 1. Тогда

∆0(λ) = (P1(λ)− P2(λ))/(H1 −H2), ∆1(λ) = (P1(λ)H2 − P2(λ)H1)/(H2 −H1). (4)

Пусть λ = ρ2. Обозначим

A1 =

π
ˆ

2a

q(t)dt

t−a
ˆ

a

q(s)ds, Q1(t) = q(t)

t−a
ˆ

a

q(s)ds, Q2(t) = q(t)

π
ˆ

t+a

q(s)ds,

Q3(t) =

π
ˆ

t+a

q(s)q(s− t)ds, Q∓(ξ) = Q1(ξ/2+ π/2+ a)−Q2(ξ/2+ π/2)∓Q3(ξ/2+ π/2).

Тогда

∆0(λ) = cos ρπ+
h sin ρπ

ρ
+
A sin ρ(π − a)

ρ
− hA cos ρ(π − a)

ρ2
+
d0(ρ)

2ρ
, (5)

∆1(λ) = −ρ sin ρπ+h cos ρπ+A cos ρ(π−a)+hA sin ρ(π − a)

ρ
+
d1(ρ)

2
, (6)

d0(ρ) = −
π
ˆ

a

q(t) sin ρ(2t− π − a) dt+
h

ρ

π
ˆ

a

q(t) cos ρ(2t− π − a) dt− A1 cos ρ(π − 2a)

2ρ

−hA1 sin ρ(π − 2a)

2ρ2
+

1

4ρ

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

Q+(ξ) cos ρξ dξ +
h

4ρ2

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

Q−(ξ) sin ρξ dξ, (7)

d1(ρ) =

π
ˆ

a

q(t) cos ρ(2t− π − a) dt+
h

ρ

π
ˆ

a

q(t) sin ρ(2t− π − a) dt+
A1 sin ρ(π − 2a)

2ρ

−hA1 cos ρ(π − 2a)

2ρ2
+

1

4ρ

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

Q+(ξ) sin ρξ dξ −
h

4ρ2

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

Q−(ξ) cos ρξ dξ. (8)
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Пусть заданы спектры {µnj}n≥0, j = 1, 2. Построим функции Pj(λ),
j = 1, 2, используя (3). Затем, учитывая (2), вычисляем

H1 −H2 = π lim
n→∞

(
√
µn1 −

√
µn2)n. (9)

Строим функцию ∆0(λ) с помощью (4). Используя (5), находим h и A :

A = lim
nk→∞

(−1)nk+1(sin ank)
−1(∆0(n

2
k)− (−1)nk)nk, (10)

h = lim
n→∞

(
(2n+ 1/2)∆0((2n+ 1/2)2)− A sin(2n+ 1/2)(π − a)

)
, (11)

где nk выбраны так, что | sin ank| > δ > 0. Используя (2), вычисляем
H1 и H2, а затем строим функцию ∆1(λ) согласно (4). Теперь можно
найти функции dk(ρ), k = 0, 1, с помощью (5)-(6). Для упрощения вы-
кладок предположим, что q(x) и q′(x) абсолютно непрерывны на [a, π].
Интегрирование по частям в (7)-(8) дает

2ρd0(ρ) = B0 cos ρ(π − a) +

ˆ π

a

g(t) cos ρ(2t− π − a)dt− A1 cos ρ(π − 2a)

−hA1 sin ρ(π − 2a)

ρ
+

1

2

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

Q+(ξ) cos ρξ dξ +
h

2ρ

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

Q−(ξ) sin ρξ dξ, (12)

2ρd1(ρ) = B1 sin ρ(π − a) +

ˆ π

a

g(t) sin ρ(2t− π − a)dt+ A1 sin ρ(π − 2a)

−hA1 cos ρ(π − 2a)

ρ
+

1

2

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

Q+(ξ) sin ρξ dξ −
h

2ρ

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

Q−(ξ) cos ρξ dξ, (13)

где g(x) = −q′(x)+2hq(x), B0 = q(π)−q(a), B1 = q(π)+q(a). Используя
(12)-(13), находим B0, B1 и A1:

A1 = 2 lim
mk→∞

(
ρmk

d1(ρmk
)(sinαmkπ)

−1
)
, (14)

B1 = lim
n→∞

(
2ρn1d1(ρn1)− A1 sin ρn1(π − 2a)

)
, ρn1 = (2n+ 1/2)π/(π − a),

B0 = lim
n→∞

(
2ρn0d0(ρn0) + A1 cos ρn0(π − 2a)

)
, ρn0 = 2nπ/(π − a),





(15)

где α = (π−2a)/(π−a) < 1, и mk выбраны так, что | sinαmkπ| > δ > 0.
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Так как B0 и B1 известны, , то мы можем найти q(a) и q(π) по фор-
мулам q(π) = (B1 + B0)/2 и q(a) = (B1 − B0)/2. Рассмотрим теперь
функции

d∗0(ρ) = 2ρd0(ρ)− B0 cos ρ(π − a) + A1 cos ρ(π − 2a) +
hA1 sin ρ(π − 2a)

ρ
,

d∗1(ρ) = 2ρd1(ρ)− B1 sin ρ(π − a)− A1 sin ρ(π − 2a) +
hA1 cos ρ(π − 2a)

ρ
.





(16)

Из (12)–(13) получаем

d∗0(ρ) =

π
ˆ

a

g(t) cos ρ(2t− π − a)dt+
1

2

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

Q+(ξ) cos ρξ dξ +
h

2ρ

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

Q−(ξ) sin ρξ dξ,

d∗1(ρ) =

π
ˆ

a

g(t) sin ρ(2t− π − a)dt+
1

2

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

Q+(ξ) sin ρξ dξ +
h

2ρ

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

Q−(ξ) cos ρξ dξ.

Интегрирование по частям дает

2ρd∗0(ρ) = b0 sin ρ(π − a) + ω0 sin ρ(π − 2a)−
(π−a)
ˆ

−(π−a)

g0(ξ) sin ρξ dξ −
(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

G(ξ) sin ρξ dξ,

(17)

2ρd∗1(ρ) = b1 cos ρ(π− a) +ω1 cos ρ(π− 2a) +

(π−a)
ˆ

−(π−a)

g0(ξ) cos ρξ dξ+

(π−2a)
ˆ

−(π−2a)

G(ξ) cos ρξ dξ,

(18)

где G(ξ) = Q′+(ξ) − hQ−(ξ), g0(ξ) = g1((ξ + π + a)/2)/2, g1(x) = g′(x),
b0 = g(a) + g(π), b1 = g(a) − g(π), ω0 = Q+(π − 2a) + Q+(−(π − 2a)),
ω1 = Q+(π − 2a)−Q+(−(π − 2a)).
Используя (17)–(18), находим b0, b1, ω0 и ω1:

ω0 = 2 lim
mk→∞

(
ρmk

d∗0(ρmk
)(sinαmkπ)

−1
)
,

ω1 = 2 lim
rk→∞

(
ρrkd

∗
1(ρrk)(cosα(2rk + 1/2)π)−1

)
,





(19)

b0 = lim
n→∞

(
2ρ0nd

∗

0(ρ
0
n)− ω0 sin ρ

0
n(π − 2a)

)
, ρ0n = (2n+ 1/2)π/(π − a),

b1 = lim
n→∞

(
2ρ1nd

∗

1(ρ
1
n)− ω1 cos ρ

1
n(π − 2a)

)
, ρ1n = 2nπ/(π − a),





(20)

где rk выбраны так, что | cosα(2rk + 1/2)π| > δ > 0.
Так как b0 и b1 известны, то мы можем найти g(a) и g(π) по формулам

g(π) = (b0 − b1)/2 и g(a) = (b0 + b1)/2, и следовательно, можем найти
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q′(a) и q′(π) по формулам q′(a) = −g(a)+2hq(a), q′(π) = −g(π)+2hq(π).
Построим теперь функции

D0(ρ) = 2ρd∗0(ρ)− b0 sin ρ(π − a)− ω0 sin ρ(π − 2a),

D1(ρ) = 2ρd∗1(ρ)− b1 cos ρ(π − a)− ω1 cos ρ(π − 2a).



 (21)

Из (17)–(18) получаем

D0(ρ) = −
(π−a)
ˆ

−(π−a)

R(ξ) sin ρξ dξ, D1(ρ) =

(π−a)
ˆ

−(π−a)

R(ξ) sin ρξ dξ, (22)

R(ξ) = g0(ξ) +G(ξ), (23)

иG(ξ) ≡ 0 при ξ /∈ (−(π−2a), π−2a).Используя (22), построим функцию
R(ξ). Так как G(ξ) ≡ 0 при ξ /∈ (−(π − 2a), π − 2a), то мы можем найти
g0(ξ) при ξ /∈ (−(π − 2a), π − 2a) по формуле g0(ξ) = R(ξ). Это дает

q′′(x)− 2hq′(x) = −2R1(x), x ∈ [a, 3a/2] ∪ [π − a/2, π], (24)

где R1(x) := R(2x−π−a). Так как q(a), q′(a), q(π), q′(π) известны, то мы
можем построить потенциал q(x) при x ∈ [a, 3a/2] ∪ [π − a/2, π], решая
линейное уравнение (24).

Далее, в силу (23) имеем

q′′(x)− 2hq′(x) = −2R1(x) +Q′1(x+ a/2)−Q′2(x− a/2) +Q′3(x− a/2)

−2hQ1(x+a/2)+2hQ2(x−a/2)+2hQ3(x−a/2), x ∈ [3a/2, π−a/2]. (25)
Так как q(x) известна при x ∈ [a, 3a/2]∪ [π−a/2, π], то соотношение (25)
является линейным относительно q(x). В частности, если a ∈ [2π/5, π/2),
то правая часть в (25) является известной функцией. Решая линейное
уравнение (25), находим q(x) при x ∈ [3a/2, π − a/2]. Таким образом,
доказана следующая теорема.

Теорема 1. Задание спектров {µnj}n≥0, j = 1, 2, однозначно опре-
деляет потенциал q(x) и коэффициенты h,H1, H2. Решение обратной
задачи может быть найдено по следующему алгоритму:

1) строим Pj(λ), j = 1, 2, согласно (3);
2) находим H1 −H2 посредством (2);
3) вычисляем ∆0(λ), используя (4);
4) Ннаходим A и h с помощью (5), например, по формулам (10)–

(11);
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5) вычисляем H1 и H2, используя (2);
6) строим функцию ∆1(λ) посредством (4);
7) находим функции dj(ρ), j = 0, 1, с помощью (5) и (6);
8) вычисляем B0, B1 и A1, используя (12)-(13), например, согласно

(14)–(15);
9) находим q(π) = (B1 +B0)/2 и q(a) = (B1 − B0)/2;
10) строим функции d∗j(ρ), j = 0, 1, по формуле (16);
11) вычисляем ω0, ω1, b0 и b1, используя (17)–(18), например, посред-

ством (19)–(20);
12) находим g(a) = (b0 + b1)/2 и g(π) = (b0 − b1)/2;
13) вычисляем q′(a) = −g(a) + 2hq(a) и q′(π) = −g(π) + 2hq(π);
14) строим функции Dj(ρ), j = 0, 1, согласно (21);
15) находим R(ξ), используя (22);
16) вычисляем потенциал q(x) при x ∈ [a, 3a/2]∪ [π− a/2, π], решая

уравнение (24);
17) вычисляем потенциал q(x) при x ∈ [3a/2, π − a/2], используя

(25).
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УДК 517.51

МАССИВНЫЕ МНОЖЕСТВА ХЕЛСОНА
А. В. Янина (Москва, Россия)

yanina.stv@yandex.ru

Теорема Вика утверждает, что на окружности существуют множества Хелсона
Хаусдорфовой размерности 1. Мы показываем, что подобный результат имеет
место и в многомерном случае.

Ключевые слова: абсолютно сходящиеся ряды Фурье, множества Хелсона, теоре-
ма Вика.

MASSIVE HELSON SETS
A. V. Yanina (Moscow, Russia)

yanina.stv@yandex.ru

Wik’s theorem states the existence of Helson set of Hausdorff dimension 1 on the
circle. We obtain a similar result in the multidimensional case.

Keywords: absolutely convergent Fourier series, Helson sets, Wik’s theorem.

Пусть T = R/2πZ — окружность, Tn – n-мерный тор (здесь R —
вещественная прямая, Z — множество целых чисел). Мы рассматриваем
линейное пространство A(Tn) непрерывных на Tn функций, ряды Фурье
которых

f(t) ∼
∑

k∈Zn

f̂(k)ei(k,t)

сходятся абсолютно. A(Tn) — банахова алгебра относительно естествен-
ной нормы

||f ||A(Tn) =
∑

k∈Zn

|f̂(k)|

и обычного умножения функций, часто её называют алгеброй Винера.
Компакт E ⊂ Tn называется множеством Хелсона, если всякая непре-

рывная на E функция может быть продолжена до функции из алгебры
Винера.

Считается, что множества Хелсона должны быть чрезвычайно «ред-
кими», так, например, хорошо известно, что они не могут содержать
длинных арифметических прогрессий. Поэтому совершенно неожидан-
ным оказался результат И. Вика [1], из которого следует, что на окруж-
ности существуют множества Хелсона Хаусдорфой размерности 1.

В связи с этим результатом В. В. Лебедевым был поставлен вопрос
о существовании массивных множеств Хелсона на торе произвольной
размерности. Отметим, что множество Хелсона на Tn при n ≥ 2 не может
содержать декартово произведение двух бесконечных множеств, поэтому
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существование массивных многомерных множеств Хелсона из теоремы
Вика не следует.

Нам удалось показать, что справедлива следующая

Теорема. На Tn существует множество Хелсона, размерность Мин-
ковского которого равна n.

В том случае, если позволит время, мы обсудим также и некоторые
смежные вопросы.
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