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Коммутант p-адического мультисдвига
и радиальные функции 1

1. Введение

Хорошо известно, какую роль играют аффинные системы функций, в
частности, системы сжатий и сдвигов, в задачах построения базисов и фрей-
мов в различных функциональных пространствах. Примерами аффинных
систем являются классические и обобщенные системы функций Хаара, за-
данные на подмножествах евклидовых пространств, компактных нульмерных
групп, локальных полей.

Изучение общих аффинных систем типа Хаара, порожденных произволь-
ной функцией, продиктовано необходимостью построения функциональных
систем, обладающих наряду с присущими классическим функциям Хаара
свойствами

когерентности: значения всех функций, составляющих систему, определя-
ются значениями одной порождающей функции;

локализованности: мера носителей функций стремится к нулю;
самоподобия: система естественным образом разбивается на уровни (пач-

ки), повторяя на каждом следующем уровне структуру предыдущего;
также дополнительными свойствами гладкости либо фрактальности, на-

личием симметрий и других геометрических характеристик, которыми клас-
сические функции Хаара зачастую не обладают.

В настоящей статье мы рассматриваем аффинные системы функций типа
Хаара или типа Уолша, т.е. системы сжатий и сдвигов или системы сжа-
тий и модуляций, порожденные произвольной функцией, заданной на кольце
целых p-адических чисел, с точки зрения их операторной генерации посред-
ством структуры p-адического мультисдвига. Мы определяем p-адический

1Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований, проект 18-01-
00414.
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мультисдвиг как специальный набор изометрий S0, . . . , Sp−1 гильбертова про-
странстваH = L2

0(Zp), состоящего из функций f ∈ L2(Zp) с нулевым средним
значением

∫
Zp f(x) dx = 0, и исследуем вопрос об описании коммутанта муль-

тисдвига. А именно, мы выясняем структуру оператора T , перестановочного
с мультисдвигом: TSj = SjT , j = 0, . . . , p−1, уделяя особое внимание вопросу
об ограниченности такого оператора T : H → H и получению точных значе-
ний или оценок его нормы ‖T‖. Наш вопрос аналогичен вопросу, поднятому
в статьях [1] и [2] для систем сжатий и сдвигов на единичном отрезке [0, 1],
т.е. в ситуации, соответствующей случаю p = 2 с учетом использования стан-
дартного отображения Монны [0, 1] на Z2. Тем не менее, в рассматриваемом
нами общем случе простого числа p полученные здесь результаты не толь-
ко не являются автоматическим переносом результатов упомянутых работ,
но позволяют обнаружить новый эффект зависимости свойств оператора T
от параметра p в том случае, когда этот оператор определяется по сути “од-
ной и той же” функцией, хотя бы и заданной на различных множествах Zp
(соответствующим примером служат радиальные функции f(x) = u(|x|p),
x ∈ Zp, которые определяются по функции u(t), 0 < t ≤ 1, и порождают
семейство перестановочных с мультисдвигом операторов Tf , действующих в
пространствах H = L2

0(Zp) при различных p). Иллюстрацией данного эф-
фекта служит теорема 4 из п. 8 настоящей статьи. Наконец, отметим, что
условия ограниченности оператора, перестановочного с p-адическим муль-
тисдвигом, эквивалентны условиям бесселевости аффинных систем функций
типа Хаара и Уолша, определяемых в п. 6. Замечая, что бесселевость системы
является промежуточным этапом к доказательству ее базисности по Риссу,
укажем на связь рассматриваемого нами вопроса с многочисленными иссле-
дованиями условий системы Бесселя и базиса Рисса в классической ситуации
систем сжатий и сдвигов на числовой прямой, часть из которых упомянута в
монографии [3].
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2. Накрывающее отображение и полугруппа аффинных
преобразований

Рассмотрим отображение ϕ : Zp → Zp, определяемое равенством

ϕ(x) =
x

p
mod Zp. (1)

Используя каноническое разложение целого p-адического числа

x =
∞∑
k=0

ξkp
k,

в котором ξk ∈ {0, . . . , p− 1} — цифры x, запишем действие отображения (1)
в следующем виде

ϕ(x) =
∞∑
k=0

ξk+1p
k.

Для каждого x ∈ Zp имеется в точности p прообразов

ϕ−1(x) = {ϕ−1
j (x)}p−1

j=0,

которые находятся посредством применения аффинных преобразований

ϕ−1
j (x) = j + px, j = 0, . . . , p− 1. (2)

При этом Zp является дизъюнктным объединением образов этих аффинных
преобразований

Zp =

p−1⋃
j=0

ϕ−1
j (Zp). (3)

Это означает, что ϕ : Zp → Zp — накрывающее отображение.
Итерации аффинных преобразований (2) обозначим

ϕ−1
α (x) := ϕ−1

α0
. . . ϕ−1

αk−1
(x) = α0 + . . .+ αk−1p

k−1 + pkx, (4)

полагая здесь и всюду в дальнейшем

α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A :=
∞⋃
k=0

{0, . . . , p− 1}k. (5)
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Множество индексов A можно рассматривать как множество вершин беско-
нечного полного p-ичного дерева или как свободную полугруппу с p образу-
ющими относительно конкатенации

αβ = (α0, . . . , αk−1, β0, . . . , βl−1).

Семейство {ϕ−1
α }α∈A, определенное соотношенями (4) и (5), образует полу-

группу аффинных преобразований Zp (представление свободной полугруппы
A). Из разбиения (3) следует, что для каждого k = 0, 1, . . . имеет место раз-
биение

Zp =
⋃

α∈{0,...,p−1}k
ϕ−1
α (Zp).

Метрическая структура и мера на Zp полностью определяются накры-
вающим отображением ϕ и ассоциированной с ним полугруппой аффинных
преобразований {ϕ−1

α }α∈A. А именно, семейство

Bα = ϕ−1
α (Zp) = {x ∈ Zp : ξ0 = α0, . . . , ξk−1 = αk−1},

α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A,

совпадает с совокупностью всех (открыто-замкнутых) шаров

{x ∈ Zp : |x− a|p ≤ p−k}, a ∈ Zp, k = 0, 1, . . . ,

где | · |p — p-адическая норма.
Семейство {Bα}α∈A (после добавления к нему пустого множества ∅) обра-

зует полукольцо множеств и функция множества

|Bα| =
1

pk
, α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A,

является мерой на этом полукольце. Применение классической конструкции
продолжения меры приводит к мере Лебега |A|, определенной на σ-алгебре
измеримых (по Лебегу) множеств A ⊂ Zp. При этом имеем

|ϕ−1(A)| = |A|,
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т.е. накрывающее отображение ϕ является сохраняющим меру преобразова-
нием. Кроме того, отображение ϕ обладает свойством перемешивания:

lim
k→∞
|ϕ−k(A1) ∩ A2| = |A1| · |A2| (6)

для любых измеримых множеств A1, A2 ⊂ Zp.

3. Мультисдвиг в гильбертовом пространстве

В теории функций и функциональном анализе хорошо известен (см.,
напр., [4]) оператор кратного одностороннего сдвига, определяемый как изо-
метрия V гильбертова пространстваH, для которой существует подпростран-
ство E ⊂ H такое, что справедливо представление

H =
∞⊕
k=0

V kE.

Следующая операторная структура мультисдвига в гильбертовом простран-
стве введена в статье [5].

Определение 24. Набор изометрий V0, . . . , Vp−1 гильбертова пространства
H называется мультисдвигом, если существует подпространство E ⊂ H та-
кое, что справедливо представление

H =
⊕
α∈A

V αE, (7)

где
V α = Vα0

. . . Vαk−1, α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A,

— операторные произведения.
Подпространство E называется порождающим, а его размерность dimE

— кратностью мультисдвига.

Обозначим

D :=
∞⋃
n=0

n⊕
k=0

Ek, Ek :=
⊕

α∈{0,...,p−1}k
V αE,
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— всюду плотное линейное многообразие в пространстве H. Под перестано-
вочным с мультисдвигом V0, . . . , Vp−1 оператором будем понимать линейный
оператор T с областью определения D и значениями в H такой, что

TVjh = VjTh, j = 0, . . . , p− 1, h ∈ D. (8)

Заметим, что перестановочный с мультисдвигом оператор T вообще говоря
неограничен. Тем не менее, класс ограниченных перестановочных с муль-
тисдвигом операторов весьма широк и, как легко видеть, такие операторы
допускают единственное продолжение по непрерывности T : H → H. В этом
случае будем говорить, что оператор T принадлежит коммутанту мультис-
двига.

Всякий оператор T , перестановочный с мультисдвигом, однозначно опре-
деляется своим сужением на порождающее подпространство E. В самом деле,
для любого h ∈ D имеем

h =
n∑
k=0

∑
α∈{0,...,p−1}k

V αhα, hα ∈ E,

для некоторого n, откуда ввиду коммутационных соотношений (8) непосред-
ственно находим

Th =
n∑
k=0

∑
α∈{0,...,p−1}k

V αThα.

4. Мультисдвиг в пространстве H = L2
0(Zp)

Как обычно, L2(Zp) — пространство измеримых функций f : Zp → C, для
которых

‖f‖ =

(∫
Zp
|f(x)|2 dx

) 1
2

<∞,

и 〈f, g〉 =
∫
Zp f(x)g(x) dx — скалярное произведение в L2(Zp). Положим

H = L2
0(Zp) :=

{
f ∈ L2(Zp) :

∫
Zp
f(x) dx = 0

}
.
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Для ступенчатой относительно разбиения (3) функции

s(x) = sj, x ∈ ϕ−1
j (Zp), j = 0, . . . , p− 1, (9)

определим оператор
Sf(x) = s(x)f(ϕ(x)). (10)

Обозначим S = {S} множество всех операторов S вида (10), порожденных
ступенчатыми функциями s вида (9).

Предложение 8. Если оператор T , действующий в пространстве L2(Zp),
коммутирует с S, т.е.

TS = ST, S ∈ S,

то T = λI — скалярный оператор.

Доказательство. Пусть e — функция, тождественно равная единице, ej
— характеристическая функция множества ϕ−1

j (Zp), j = 0, . . . , p − 1, и
S̄, S0, . . . , Sp−1 — операторы вида (10), соответствующие этим функциям, при
этом

S̄ =

p−1∑
j=0

Sj.

Рассмотрим операторные произведения

Sα = Sα0
. . . Sαk−1, α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A.

Нетрудно видеть, что для каждого индекса α ∈ A функция

eα = Sαe, α ∈ A,

является характеристической функцией шара Bα = ϕ−1
α (Zp).

Теперь заметим, что предложение будет доказано, как только будет про-
верено равенство

Te = λe. (11)

В самом деле, из этого равенства непосредственно вытекает, что

Teα = TSαe = SαTe = λSαe = λeα,
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откуда ввиду полноты системы {eα}α∈A характеристических функций шаров
в пространстве L2(Zp) следует, что T = λI.

Итак, осталось проверить равенство (11). Для этого обозначим f = Te.
Имеем

S̄f = S̄T e = T S̄e = Te = f

— учли, что S̄e(x) = e(x)e(ϕ(x)) = e(x). Тогда для всех g ∈ L2(Zp) и всех
k ≥ 0

〈f, g〉 = 〈S̄kf, g〉 =

∫
Zp
f(ϕk(x))g(x) dx.

Поскольку отображение ϕ является перемешиванием (6), то

lim
k→∞

∫
Zp
f(ϕk(x))g(x) dx =

∫
Zp
f(x) dx

∫
Zp
g(x) dx.

Следовательно, окончательно находим

〈f, g〉 = 〈f, e〉〈e, g〉.

Так как функция g произвольна, то f = 〈f, e〉e и равенство (11), а вместе с
ним и предложение 8 доказано.

Пространство H = L2
0(Zp) инвариантно относительно каждого оператора

S ∈ S, так как интеграл∫
Zp
Sf(x) dx =

∫
Zp
s(x)f(ϕ(x)) dx =

=

p−1∑
j=0

sj

∫
ϕ−1(Zp)

f(ϕ(x)) dx =
1

p

p−1∑
j=0

sj

∫
Zp
f(x) dx

обращается в нуль вместе с интегралом от функции f ∈ H.
Кроме того, справедливо следующее

Предложение 9. Если M — собственное подпространство пространства
L2(Zp), инвариантное относительно S, т.е.

SM ⊂M, S ∈ S,

то M ⊂ H = L2
0(Zp).
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Доказательство. Пусть f ∈M и g ∈M⊥. Тогда в обозначениях доказатель-
ства предложения 8

〈SαS̄kf, g〉 = 0,

так как SαS̄kf ∈M вместе с f для всех α ∈ A и всех k ≥ 0. Так как

lim
k→∞
〈SαS̄kf, g〉 = lim

k→∞
〈S̄kf, Sα∗g〉 = 〈f, e〉〈e, Sα∗g〉 = 〈f, e〉〈eα, g〉,

то
〈f, e〉〈eα, g〉 = 0.

Если бы 〈eα, g〉 = 0 для всех α ∈ A, то g = 0 и M⊥ = {0}, т.е. M = L2
0(Zp)

вопреки условию. Поэтому 〈f, e〉 = 0, т.е. f ∈ H и M ⊂ H. Предложение 9
доказано.

Предложение 9 показывает, что пространствоH = L2
0(Zp) является весьма

естественной областью действия операторов S вида (10) и, как будет установ-
лено в дальнейшем, в отличие от утверждения предложения 8 имеется весьма
обширный запас ограниченных операторов T : H → H, коммутирующих с
каждым S ∈ S.

Всюду далее, как и при доказательстве предложения 1, полагаем

Sjf(x) = ej(x)f(ϕ(x)), j = 0, . . . , p− 1,

где ej — характеристическая функция шара ϕ−1
j (Zp) радиуса 1

p с центром j.
Поскольку

‖Sjf‖2 =

∫
ϕ−1(Zp)

|f(ϕ(x))|2 dx =
1

p

∫
Zp
|f(x)|2 dx =

‖f‖2

p
,

то каждый оператор √pSj является изометрией. Очевидно, что

S =

p−1∑
j=0

sjSj

для каждого оператора S ∈ S и соответствующей ему ступенчатой функции
s =

∑p−1
j=0 sjej.
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Предложение 10. Набор операторов √pS0, . . . ,
√
pSp−1 является мультис-

двигом в пространстве H = L2
0(Zp), т.е. справедливо представление

H =
⊕
α∈A

SαE,

где Sα = Sα0
. . . Sαk−1 и E — пространство размерности p − 1, состоящее из

всех ступенчатых функций s вида (9) с нулевым средним значением∫
Zp
s(x) dx =

1

p

p−1∑
j=0

sj = 0.

Доказательство. Как уже отмечалось, если f ∈ H, то для каждого S ∈ S∫
ϕ−1j (Zp)

Sf(x) dx = 0

и вообще, для всех α ∈ A будем иметь∫
Bα

Sαf(x) dx = 0.

Поэтому подпространство

Hk =
⊕

α∈{0,...,p−1}k
SαH

ортогонально всем ступенчатым функциям вида∑
α∈{0,...,p−1}k

sαeα.

Поскольку именно такой вид заведомо имеет каждая функция из подпро-
странства

El =
⊕

α∈{0,...,p−1}l
SαE

при l < k, тоEl⊥Hk. Тем болееEl⊥Ek, l < k, и поэтому корректно определена
ортогональная сумма

M :=
∞⊕
k=0

Ek =
⊕
α∈A

SαE.
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Теперь заметим, что
H = E ⊕H1. (12)

Действительно, во-первых, имеем E⊥H1 (надо взять l = 0 и k = 1 в полу-
ченном соотношении El⊥Hk, l < k). Во-вторых, пусть g ∈ H 	 H1, т.е. для
всех f ∈ H и всех j = 0, . . . , p− 1 имеем 〈Sjf, g〉 = 0. Вычислим

0 = 〈Sjf, g〉 =

∫
ϕ−1j (Zp)

f(ϕ(x))g(x) dx =
1

p

∫
Zp
f(x)g(j + px) dx.

Так как последний интеграл обращается в нуль для всех f ∈ H, то g(j+px) =

cj — постоянная, т.е. g — ступенчатая функция вида (9). С учетом g ∈ H

получаем g ∈ E. Представление (12) доказано.
С учетом изометричности операторов √pSj из представления (12) нахо-

дим

H1 =

p−1⊕
j=0

SjH =

( p−1⊕
j=0

SjE

)
⊕
( p−1⊕
j=0

SjH1

)
= E1 ⊕H2,

откуда
H = E ⊕H1 = E ⊕ E1 ⊕H2.

По индукции, для каждого k справедливо представление

H =

( k−1⊕
l=0

El

)
⊕Hk.

Устремляя k →∞, получим

H = M ⊕N, N :=
∞⋂
k=0

Hk.

Как уже было показано, каждая функция h ∈ N ортогональна всем харак-
теристическим функциям eα, α ∈ A. Поэтому h = 0 и N = {0}, т.е. M = H.
Предложение 10 доказано.

Фиксируя ортонормированный базис {s(j)}p−1
j=1 пространства E и полагая

f (j) = Ts(j), j = 1, . . . , p− 1,
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для оператора T : H → H из коммутанта S, получаем, что такой оператор
T однозначно определяется набором

F = {f (j)}p−1
j=1 (13)

из p− 1 функций с нулевым средним значением∫
Zp
f (j)(x) dx = 0, j = 1, . . . , p− 1. (14)

Обратно, для каждого набора из p−1 функций (13), (14) определим линейный
оператор TF с помощью равенств

TFs = TF

p−1∑
j=1

〈s, s(j)〉s(j) =

p−1∑
j=1

〈s, s(j)〉f (j), s ∈ E,

на порождающем подпространстве E и продолжим его на линейное много-
образие D, состоящее из всех ступенчатых функций (линейных комбинаций
характеристических функций шаров Bα, α ∈ A) с нулевым средним значени-
ем.

5. Функции Радемахера, Уолша и Хаара

Пусть

r(x) = exp
(2πij

p

)
, x ∈ ϕ−1

j (Zp), j = 0, . . . , p− 1,

и

Rjf(x) = rj(x)f(ϕ(x)), j = 0, . . . , p− 1.

Ясно, что ортонормированная система {rj}p−1
j=0 образует базис пространства

ступенчатых функций вида (9) и {rj}p−1
j=1 — базис порождающего простран-

ства E. Поэтому набор изометрий R0, . . . , Rp−1 также является мультисдви-
гом в пространстве H = L2

0(Zp), т.е.

H =
⊕
α∈A

RαE,
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где

Rα = Rα0
. . . Rαk−1, α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A,

— операторные произведения.
Последовательность функций

rk(x) = Rk
0r(x), k = 0, 1, . . . ,

называется системой Радемахера. Имеем

rk(x) = exp
(2πiξk

p

)
, k = 0, 1, . . . ,

где ξk — цифры p-адического числа x.
Всевозможные попарно различные произведения функций Радемахера (с

учетом равенств rpk(x) = 1) имеют вид w0(x) = 1 и

wn(x) = rα0
0 (x) . . . r

αk−1
k−1 (x)rjk(x),

где натуральное n ∈ N представлено в виде

n = α0 + . . .+ αk−1p
k−1 + jpk, j 6= 0.

Последовательность функций {wn}∞n=0 называется p-адической системой Уо-
лша (или системой Виленкина). В операторных обозначениях имеем

wn = RαRje, α ∈ A, j = 1, . . . , p− 1.

Семейство функций

rj1k1(x) . . . rjdkd(x), k1 < . . . < kd, j1, . . . , jd 6= 0,

называется хаосом Радемахера порядка d ∈ N. Ряд по хаосам Радемахера
порядка d можно записать в эквивалентном виде (со смещением индексов k)

f =
∞∑
k1=0

. . .
∞∑
kd=0

p−1∑
j1=1

. . .

p−1∑
jd=1

aj1,...,jdk1,...,kd
Rk1

0 Rj1 . . . R
kd
0 Rjde, (15)
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где
∞∑
k1=0

. . .
∞∑
kd=0

p−1∑
j1=1

. . .

p−1∑
jd=1

|aj1,...,jdk1,...,kd
|2 <∞.

Множество всех функций вида (15) обозначим Rd
ch.

Рассмотренный в предыдущем пункте набор операторов {Sj}p−1
j=0 вида (10),

соответствующих характеристическим функциям множеств ϕ−1
j (Zp), связан

с набором операторов {Rj}p−1
j=0 соотношениями

Rj =

p−1∑
k=0

exp
(2πijk

p

)
Sk,

Sj =
1

p

p−1∑
k=0

exp
(
−2πijk

p

)
Rk.

Семейство функций h0 = e и

hn = SαRje, α ∈ A, j = 1, . . . , p− 1,

с инвертированной нумерацией для натурального n ∈ N:

n = αk−1 + . . .+ α0p
k−1 + jpk,

называется p-адической системой Хаара {hn}∞n=0, нормированной в L∞.

6. Аффинные системы функций типа Хаара и Уолша

Для произвольной функции f : Zp → C обозначим f̃0 := f и

f̃n := RαRjf, α ∈ A, j = 1, . . . , p− 1,

где

n = α0 + . . .+ αk−1p
k−1 + jpk.

Определение 25. Последовательность функций {f̃n}∞n=0 называется аффин-
ной системой типа Уолша, порожденной функцией f .
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Аналогично, положим f0 := f и

fn := SαRjf, α ∈ A, j = 1, . . . , p− 1,

где
n = αk−1 + . . .+ α0p

k−1 + jpk.

Определение 26. Последовательность функций {fn}∞n=0 называется аффин-
ной системой типа Хаара, порожденной функцией f .

Отметим, что аффинная система типа Хаара {fn}∞n=1 (без начальной
функции) является системой сжатий и сдвигов набора из p−1 функций Rjf ,
j = 1, . . . , p− 1, каждая из которых в свою очередь является линейной ком-
бинацией сжатий и сдвигов функции f . Как нетрудно видеть из принятых
определений, pk(p − 1)-мерные линейные оболочки функций k-го “уровня”
(или k-ой пачки) аффинных систем типа Хаара и Уолша совпадают:

span {SαRjf}α∈{0,...,p−1}k, j=1,...,p−1 = span {RαRjf}α∈{0,...,p−1}k, j=1,...,p−1.

Поэтому системы {fn}∞n=0 и {f̃n}∞n=0 имеют ряд общих свойств, но в то же
время некоторые из их свойств принципиально различны, точно так же, как
это имеет место для классических систем Хаара и Уолша. Принципиальное
различие между аффинными системами типа Хаара и Уолша состоит в том,
что функции первой системы локализованы, в то время как вторая система
состоит из равноизмеримых функций.

Заметим также, что по аналогии с определениями 2 и 3 мы можем
определить аффинные системы, порожденные набором из p − 1 функций
F = {f (j)}p−1

j=1 ⊂ L2
0(Zp), заменив на этот произвольный набор функции

{Rjf}p−1
j=1, либо вообще рассматривать порождающий набор из произвольного

количества функций.
Наконец, мы можем рассматривать аффинную систему типа Уолша

{f̃n}∞n=0 как систему сжатий и модуляций порождающей функции f , посколь-
ку функции Радемахера являются частными случаями характеров аддитив-
ной группы поля p-адических чисел.
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7. Условия ограниченности операторов, перестановочных
с мультисдвигом

Как уже отмечалось в предыдущих параграфах произвольный оператор
TF , перестановочный с мультисдвигом, однозначно определяется по набору
из p− 1 функций F = {f (j)}p−1

j=1 ⊂ L2
0(Zp) в предположении, что фиксирован

некоторый ортонормированный базис порождающего мультисдвиг простран-
ства E. Всюду далее в качестве такого базиса будем рассматривать набор
{rj = Rje}p−1

j=1.
Рассмотрим два специальных класса (в определенном смысле двойствен-

ных друг к другу) операторов TF , перестановочных с мультисдвигом, и по-
лучим условия ограниченности таких операторов.

7.1. Операторы A(T0, . . . , Tp−1)

Для фиксированного i = 0, . . . , p − 1 рассмотрим набор F = {SiRje}p−1
j=1

и обозначим Ti = TF соответствующий перестановочный с мультисдвигом
оператор. Другими словами, мы полагаем Tif = Sif для f ∈ E. Если
h(α, j) = SαRje, α ∈ A, j = 1, . . . , p− 1, — функции Хаара, то

Tih(α, j) = h(α, i, j).

Поэтому для любой функции f ∈ H с рядом Фурье–Хаара

f =
∑
α∈A

p−1∑
j=1

a(α, j)h(α, j)

имеем

‖Tif‖2 =

∥∥∥∥∑
α∈A

p−1∑
j=1

a(α, j)h(α, i, j)

∥∥∥∥2

=
∑
α∈A

p−1∑
j=1

|a(α, j)|2

pk+1
=

1

p
‖f‖2.

Таким образом, оператор √pTi является изометрией пространства H, причем

H = E ⊕ T0H ⊕ . . .⊕ Tp−1H,

т.е. образы TiH, i = 0, . . . , p− 1, попарно ортогональны.
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Для числового семейства {aα}α∈A обозначим

A(T0, . . . , Tp−1) :=
∑
α∈A

aαTα

— формальный операторный ряд, где

Tα = Tαk−1 . . . Tα0
, α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A,

— инвертированные операторные произведения. Непосредственная проверка
показывает, что A(T0, . . . , Tp−1) = TF для набора функций F = {f (j)}p−1

j=1

следующего специального вида

f (j) =
∑
α∈A

aαS
αRje, j = 1, . . . , p− 1.

Теорема 1. Имеет место неравенство

‖A(T0, . . . , Tp−1)‖ ≤
∞∑
k=0

(
1

pk

∑
α∈{0,...,p−1}k

|aα|2
) 1

2

.

Доказательство. Достаточно заметить, что при фиксированном k = 0, 1, . . .

образы операторов TαH, α ∈ {0, . . . , p−1}k, попарно ортогональны. Поэтому

‖A(T0, . . . , Tp−1)f‖ ≤
∞∑
k=0

∥∥∥∥ ∑
α∈{0,...,p−1}k

aαTαf

∥∥∥∥
=

∞∑
k=0

( ∑
α∈{0,...,p−1}k

|aα|2‖Tαf‖2

) 1
2

=
∞∑
k=0

(
1

pk

∑
α∈{0,...,p−1}k

|aα|2
) 1

2

‖f‖.

Теорема 1 доказана.

Частным случаем рассматриваемых операторов является формальный
ряд

A(Ti) =
∞∑
k=0

akT
k
i .
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Теорема 2. Для каждого i = 0, . . . , p− 1 оператор A(Ti) : H → H является
ограниченным тогда и только тогда, когда аналитическая функция

A(z) =
∞∑
k=0

akz
k

ограничена в круге |z| < 1/
√
p и при этом

‖A(Ti)‖ = sup
|z|<1/

√
p

|A(z)|.

Доказательство. Прежде всего, покажем, что изометрия √pTi является
вполне неунитарной, т.е. не существует ненулевого инвариантного подпро-
странства L ⊂ H такого, что √pTi : L → L — унитарный оператор. Для
этого вычислим

pk/2T k∗i f =
∑
α∈A

p−1∑
j=1

a(α, j)pk/2T k∗i h(α, j) = p−k/2
∑
β∈A

p−1∑
j=1

a(i, . . . , i︸ ︷︷ ︸
k

, β, j)h(β, j),

так как при α = (i, . . . , i︸ ︷︷ ︸
k

, β) имеем

T k∗i h(α, j) = T k∗i S
αRje = T k∗i TαRje = p−kTβRje =

= p−kSβRje = p−kh(β, j)

и T k∗i h(α, j) = 0 во всех остальных случаях. Следовательно, имеем

‖pk/2T k∗i f‖2 ≤
∞∑
m=k

∑
α∈{0,...,p−1}m

p−1∑
j=1

|a(α, j)|2

pm
→ 0, k →∞.

Таким образом, pk/2T k∗i f → 0 при k → ∞ для всех f ∈ H. Отсюда стан-
дартным образом вытекает вполне неунитарность √pTi: если этот оператор
унитарно действует на L, то ‖pk/2T k∗i f‖ = ‖f‖ для всех f ∈ L, что дает
L = {0}.

Итак, изометрия √pTi вполне неунитарна и поэтому для любой ограни-
ченной аналитической функции A(z) в круге |z| < 1 существует сильный
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операторный предел [6, Гл. 3, § 2]

A(
√
pTi)f = lim

ρ→1

∞∑
k=0

akρ
kpk/2T ki f, f ∈ H,

причем ‖A(
√
pTi)‖ ≤ sup|z|<1 |A(z)|. После замены радиуса аналитичности

получаем существование для любой ограниченной аналитической функции
A(z) в круге |z| < 1/

√
p сильного операторного предела A(Ti), для которого

A(Ti)Rje =
∞∑
k=0

akT
k
i Rje, j = 1, . . . , p− 1,

и ‖A(Ti)‖ ≤ sup|z|<1/
√
p |A(z)|. Осталось доказать, что в последнем неравен-

стве на самом деле имеет место знак равенства. Для этого рассмотрим

Hi,j := span{Ski Rje}∞k=0

подпространство, инвариантное относительно Ti. Унитарный оператор

U

∞∑
k=0

ckS
k
i Rje =

∞∑
k=0

ckz
k

определяет изоморфизм Hi,j и пространства Харди H2(D1/
√
p). При этом

оператор A(Ti) : Hi,j → Hi,j унитарно эквивалентен оператору умноже-
ния на A(z) в пространстве H2(D1/

√
p), норма которого в точности равна

sup|z|<1/
√
p |A(z)|. Окончательно находим, что ‖A(Ti)‖ = sup|z|<1/

√
p |A(z)|.

Теорема 2 доказана.

7.2. Операторы Tf

Для произвольной функции f ∈ L2(Zp) рассмотрим набор F =

{Rjf}p−1
j=1 ⊂ H и обозначим Tf = TF определяемый этим набором оператор,

перестановочный с мультисдвигом. Для такого оператора будут справедливы
дополнительные коммутационные соотношения

TfRje = RjTfe, j = 1, . . . , p− 1,
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(но не для j = 0), если положим Tfe = f .
Заметим, что оператор Tf может быть эквивалентным образом определен

посредством следующих соотношений

Tfhn = fn, n = 0, 1, . . . ,

или, что равносильно,

Tfwn = f̃n, n = 0, 1, . . . ,

где {fn}∞n=0 и {f̃n}∞n=0 — аффинные системы типа Хаара и Уолша, соответ-
ственно. Поэтому ограниченность оператора Tf означает, что эти аффинные
системы являются системами Бесселя.

Следующая теорема и следствие из нее устанавливают условия ограни-
ченности оператора Tf в терминах разложения функции f в ряд по хаосам
Радемахера.

Теорема 3. Для каждой ненулевой функции f ∈ Rd
ch имеем

‖Tfg‖ = ‖f‖‖g‖, g ∈ H.

Следовательно, аффинные системы Хаара и Уолша, порожденные функцией
f , являются ортогональными.

Доказательство. Пусть gn ∈ Rn
ch, n ∈ N. Тогда

Tfgn =
∞∑

m1=0

. . .

∞∑
mn=0

p−1∑
l1=1

. . .

p−1∑
ln=1

bl1,...,lnm1,...,mn
Rm1

0 Rl1 . . . R
mn
0 Rlnf

=
∞∑

m1=0

. . .
∞∑

mn=0

p−1∑
l1=1

. . .

p−1∑
ln=1

∞∑
k1=0

. . .
∞∑
kd=0

p−1∑
j1=1

. . .

p−1∑
jd=1

aj1,...,jdk1,...,kd
bl1,...,lnm1,...,mn

Rm1
0 Rl1 . . . R

mn
0 RlnR

k1
0 Rj1 . . . R

kd
0 Rjde

— хаос Радемахера порядка n+ d, квадрат нормы которого равен

∞∑
m1=0

. . .
∞∑

mn=0

p−1∑
l1=1

. . .

p−1∑
ln=1

∞∑
k1=0

. . .
∞∑
kd=0

p−1∑
j1=1

. . .

p−1∑
jd=1

|aj1,...,jdk1,...,kd
|2|bl1,...,lnm1,...,mn

|2,
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т.е. ‖Tfgn‖2 = ‖f‖2‖gn‖2. Для произвольной функции g ∈ H рассмотрим ее
разложение по хаосам Радемахера

g =
∞∑
n=1

gn, gn ∈ Rn
ch,

получаемое перегруппировкой безусловно сходящегося в L2(Zp) ряда Фурье-
Уолша. Поскольку

Tfg =
∞∑
n=1

Tfgn, Tfgn ∈ Rn+d
ch ,

также является разложением по хаосам, то

‖Tfg‖2 =
∞∑
n=1

‖Tfgn‖2 = ‖f‖2
∞∑
n=1

‖gn‖2 = ‖f‖2‖g‖2.

Теорема 3 доказана.

Следствие 1. Если разложение функции f ∈ L2(Zp) по хаосам Радемахера

f = λe+
∞∑
d=1

fd, fd ∈ Rd
ch,

абсолютно сходится

Cf =
∞∑
d=1

‖fd‖ <∞,

то оператор Tf : H → H является ограниченным. При этом справедлива
оценка

‖λI − Tf‖ ≤ Cf .

8. Операторы, порожденные радиальными функциями

Пусть u(t), 0 < t ≤ 1, — комплекснозначная функция. Рассмотрим ради-
альную функцию

f(x) = u(|x|p), x ∈ Zp. (16)

Функция f(x) не определена в точке x = 0, что не оказывает влияния на
свойства аффинных систем типа Хаара и Уолша, порожденных функцией f ,
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и на соответствующий им оператор Tf , действующий в пространстве L2(Zp).
Рассмотрим вопрос об условиях на функцию u(t), обеспечивающих ограни-
ченность оператора Tf , порожденного радиальной функцией f . Естественно,
ответ на поставленный основной вопрос зависит также от выбора p. Для удоб-
ства обозначений будем считать p фиксированным.

Положим

λ =

∫
Zp
f(x) dx

и пусть

U(z) =
λ

1− z
−
∞∑
k=0

u(p−k)zk

— соответствующая аналитическая функция.

Лемма 4. Справедливо представление

f = λe−
∞∑
k=0

akS
k
0~,

где

~(x) =

p− 1, |x|p < 1,

−1, |x|p = 1,

и производящая функция

A(z) =
∞∑
k=0

akz
k

дается равенством

A(z) =
1− z
pz − 1

U(z).

Доказательство. Пусть Ωk = {x ∈ Zp : |x|p = p−k}, k = 0, 1, . . . . Тогда

Sk0~(x) =


0, x ∈ ∪ν<kΩν,

−1, x ∈ Ωk,

p− 1, x ∈ ∪ν>kΩν.
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Отсюда

λe−
∞∑
k=0

akS
k
0~(x) = λ+ ak − (p− 1)

k−1∑
ν=0

aν, x ∈ Ωk,

— радиальная функция, которая совпадает с f(x) = u(|x|p) в том и только
том случае, когда

u(p−k) = λ+ ak − (p− 1)
k−1∑
ν=0

aν, k = 0, 1, . . . .

Эти рекуррентные соотношения однозначно разрешимы относительно ak и
для соответствующих производящих функций будем иметь

∞∑
k=0

u(p−k) =
λ

1− z
+ A(z)− (p− 1)

∞∑
k=0

k−1∑
ν=0

aνz
k.

Замечая, что
∞∑
k=0

k−1∑
ν=0

aνz
k =

∞∑
ν=0

aν

∞∑
k=ν+1

zk =
z

1− z
A(z),

находим

U(z) =
(p− 1)z

1− z
A(z)− A(z) =

pz − 1

1− z
A(z),

что доказывает лемму 4.

Пусть H2(Dρ) — пространство Харди, состоящее из аналитических функ-
ций A(z) =

∑∞
k=0 akz

k в круге Dρ = {z ∈ C : |z| < ρ}, для которых∑∞
k=0 |ak|2ρ2k <∞.
Принадлежность f ∈ L2(Zp) означает, что∫

Zp
|f(x)|2 dx =

∞∑
k=0

∫
Ωk

|f(x)|2 dx =
∞∑
k=0

|u(p−k)|2|Ωk| =

= (1− 1
p)
∞∑
k=0

|u(p−k)|2

pk
<∞,

т.е. U ∈ H2(D1/
√
p) или, что эквивалентно, A ∈ H2(D1/

√
p), так как дробно-

линейное преобразование
w =

1− z
pz − 1
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переводит окружность |z| = 1/
√
p в себя:

|w|2 =
1− (z + z̄) + |z|2

p2|z|2 − p(z + z̄) + 1
=

1

p
, |z|2 =

1

p
,

так-что |A(z)| = 1√
p |U(z)| для граничных значений аналитических функций,

и кроме того, имеем

λ =

∫
Zp
f(x) dx = (1− 1

p)
∞∑
k=0

u(p−k)

pk
,

откуда U(1
p) = 0 и поэтому A(z) имеет устранимую особенность при z = 1

p .

Теорема 4. Пусть f — радиальная функция вида (16).
Тогда при выполнении условия

Cp(u) :=
√

1− 1
p sup
z∈D1/

√
p

|U(z)| <∞

оператор Tf : H → H ограничен и ‖λI − Tf‖ ≤ Cp(u).

Доказательство. Представление леммы 4 показывает, что

Tf = λI − A(T0)T~

для коммутирующих с мультисдвигом операторов, введенных в п. 7, где по-
казано, что

‖A(T0)‖ = sup
z∈D1/

√
p

|A(z)| = 1√
p sup
z∈D1/

√
p

|U(z)|

— в последнем равенстве учли выше упомянутое свойство дробно-линейного
преобразования w = 1−z

pz−1 . Функция

~ = (p− 1)S0e−
p−1∑
j=1

Sje = pS0e−R0e =

p−1∑
j=1

Rje

является хаосом Радемахера первого порядка. Поэтому

‖T~‖ = ‖~‖ =
√
p− 1.
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В итоге

‖λI − Tf‖ = ‖A(T0)T~‖ ≤
√

1− 1
p sup
z∈D1/

√
p

|U(z)| = Cp(u).

Теорема 4 доказана.

Теорема 4 показывает зависимость нормы перестановочного с мультис-
двигом оператора Tf от параметра p (напомним, что величина λ и функция
U(z) также зависят от p).

Теорема 5. Пусть f — радиальная функция вида (16), удовлетворяющая
при x→ 0 условию

|f(x)| = O
( 1

|x|θp

)
, 0 < θ < 1

2 .

Тогда оператор Tf : H → H является ограниченным.

Доказательство. Условие теоремы означает, что |u(t)| ≤ Ct−θ. Следователь-
но, имеем ∣∣∣U(z)− λ

1− z

∣∣∣ ≤ C
∞∑
k=0

pkθ|z|k =
C

1− pθ|z|
и

sup
z∈D1/

√
p

∣∣∣U(z)− λ

1− z

∣∣∣ ≤ Cp
1
2

p
1
2 − pθ

.

Применение предыдущей теоремы доказывает теорему 5.

Теорема 5 показывает, что всякая радиальная функция f ∈ L2(Zp) со
степенной особенностью в нуле порождает ограниченный оператор Tf . Этот
результат представляет интерес в сравнении с тем фактом, что даже усло-
вие f ∈ L∞(Zp) для функции общего вида (не являющейся радиальной) не
гарантирует ограниченность соответствующего оператора.
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