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Быстрое дискретное преобразование Фурье в неразветвленных
расширениях поля p-адических чисел

1. Введение

В последние годы активно изучаются вопросы построения всплесковых ба-
зисов на локальных полях. В работах [1–7] была разработана вейвлет-теория
на таких полях. В [1] был построен базис Хаара в локальном поле; в [5–7]
приведены методы для построения не Хааровских вейвлетов. Правда, в этих
работах рассмотрены только поля положительной характеристики. Большое
количество работ посвящен вейвлет-анализу в области p-адических чисел,
например [8–14]. Практический интерес вызывают ступенчатые вейвлеты с
компактным носителем, в частности из-за приложений к цифровой обработ-
ке изображений. Для локальных полей нулевой характеристики такие функ-
ции изучаются в ратобах [15–17]. Фурье преобразование является основным
инструментом в теории вейвлетов. В этой статье мы представляем быстрый
алгоритм дискретного преобразования Фурье для неразветвленных расши-
рений полей p-адических чисел. Работа организована следующим образом.
В разделе 2 мы вводим необходимые факты о локальных полях нулевой ха-
рактеристики. В разделе 3 мы определите функции Радемахера и опишитем
представление функций с компактным носителем через произведения функ-
ций Радемахера. Наконец, в разделе 4 мы приводим быстрые алгоритмы как
для прямых, так и для обратных преобразований Фурье в неразветвленных
расширениях поля -адических чисел и найдем сложность этих алгоритмов.

2. Представление локального поля нулевой характеристики

Пусть K – локальное поле нулевой характеристики, являющееся конеч-
ным расширением поля p-адических чисел Qp и пусть степень расширения
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равна n = se. (см. [18]) Поле K является линейным пространством размер-
ности n над Qp. p-адическая норма продолжается с Qp на K, т.е.

|x|K = |x|p x ∈ Qp.

Элементы из K для которых |x|K ≤ 1 образуют кольцо V , оно содержит
единственный максимальный идеал P = {x ∈ K : |x|K < 1}. Этот идеал –
главный. Образующий элемент обозначим за π, он имеет наибольшую норму
среди элементов P . Фактор кольцо V/P изоморфно конечному полю GF (ps).
Это поле является линейным пространством над GF (p) степени s. Элементы
базиса GF (ps) над GF (p) при изоморфизме пусть переходят в ε0, . . . , εs−1.
Элементы ε0, . . . , εs−1 являются единицами кольца V . Образующий элемент
идеала P можно выбрать таким образом, чтобы πe = p. Тогда элементы

ε0, . . . , εs−1, ε0π, . . . , εs−1π, . . . , ε0π
e−1 . . . , εs−1π

e−1

образуют базис поля K над Qp. Есть изоморфизм

K ∼= ε0Qp ⊕ · · · ⊕ εs−1π
e−1Qp.

Для элемента x ∈ K имеется разложение

x =

s−1,e−1∑
i=0,j=0

xi,jεiπ
j xi,j ∈ Qp.

Можно найти норму |π|. Так как πe = p, то |πe|K = |p|K = |p|Qp = 1
p . Поэтому

|π|e = 1
p ⇒ |π| =

1

p
1
e
.

Мы будем рассматривать поле K как совокупность бесконечных последо-
вательностей

x = (. . . , α−n, α−n+1, . . . , α−1, α0, α1, . . . ), αi ∈ {0, . . . , p− 1},

в которых только конечное число αi с отрицательными номерами не равны
нулю. Чтобы определить норму элемента x записываем его в виде

x = (αsk+j)k∈Z,j=0,s−1
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и полагаем

|x|K =
1

pek0
, где k0 = min{k :

s−1∑
j=0

|αsk+j)| > 0}

Поэтому элемент x ∈ V можно записать в виде

x = (α0ε0 + · · ·+ αs−1εs−1) + (αsε0 + · · ·+ αs+s−1εs−1)π+

+ · · ·+ (αskε0 + αsk+1ε1 + · · ·+ αsk+s−1εs−1)π
k + . . . .

Операция сложения определяется покоординатно с переносом возникающей
при переполнении единицы на n позиций вправо.

Умножение x · a на элемент a ∈ {0, 1, . . . , p− 1} определяется равенством

x · a = x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
a-раз

.

Умножение x · π на элемент x = (αi) определяется сдвигом αi 7→ αi+s на s
разрядов вправо. При умножении на элементы ε0, ε1, . . . , εs−1 мы используем
правила умножения из изоморфизма с полем GF (ps), элемент (α0ε0 + · · · +
αs−1εs−1)εi преобразуем в некоторый элемент

α′0ε0 + α′1ε1 + · · ·+ α′s−1εs−1.

3. Характеры поля K

Аддитивная группа K+ изоморфна произведению групп Q+
p p-адических

чисел. Отображение ϕ : K+ → (Q+
p )n определяется по правилу

ϕ(x) = (x0,0, x0,1, . . . , xs−1,e−1)

Поэтому χ = χ0,0 · χ0,1 · · · · · χs−1,e−1, где χi,j – характер поля Qp. Пусть
x = (αi)i∈Z ∈ K. Запишем x в виде x =

∑s−1,e−1
i=0,j=0 xi,jεiπ

j , xi,j ∈ Qp., где
xi,j =

∑
t∈Z αni+jp

t

Характер χi,j(xa,b) = 1 при i 6= a или j 6= b. Обозначим Vm = πmV , тогда

· · · ⊂ Vm+1 ⊂ Vm ⊂ Vm−1 ⊂ . . .
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Vm/Vm+1
∼= GF (ps).

Для аннуляторов подгрупп Vm имеем

· · · ⊃ (Vm+1)
⊥ ⊃ (Vm)⊥ ⊃ (Vm−1)

⊥ ⊃ . . . .

Определим разложение характеров через функции Радемахера, т.е. характе-
ры χ ∈ V ⊥m \V ⊥m−1. Из изоморфизма у нас есть s образующих характеров в
V ⊥m , которые не принадлежат V ⊥m−1, обозначим их rm,0 – (соответствуют ε0),
rm,j – (соответствуют εj), rm,s−1 – (соответствуют εs−1). Пусть x = (αi). Если
i ≥ sk + ν, 0 ≤ ν ≤ s− 1 и k > m, то rm,j(αi) = 1.

Пусть t = ea+ b, 0 ≤ b ≤ e− 1, πt = πea+b = pa · πb. Запишем x в виде

x = . . . +̇πm−e(αs(e−l)+0ε0 + · · ·+ αs(e−l)+s−1εs−1) . . . +̇

πm−1(αs(m−1)+0ε0 + αs(m−1)+1ε1 + · · ·+ αs(m−1)+s−1εs−1) + . . .

+πm(αsm+0ε0 + αsm+1ε1 + · · ·+ αsm+s−1εs−1) + . . .

Определим функции Радемахера rm,j равенствами rm,j(αsm+i) = 1 при i 6= j

и rm,j(αsm+j) = e2πi
αsm+j

p , rm,j(αs(m−c)+j) = 1, если c не делится на e,

rm,j(αs(m−lν)+j) = e
2πi

αs(m−lν)+j
pν+1 .

Замечание. Если мы разобьем последовательность αnd+ν, 0 ≤ ν ≤ n− 1,
на n подпоследовательностей,

α0, α1, . . . , αn, αn+1, . . . , α2n, . . .

то на подчеркнутых элементах характер равен 1.

Определение 3..1. Пусть αm = (αm,0, αm,1, . . . , αm,s−1). Обозначим

rαmm = r
αm,0
m,0 r

αm,1
m,1 . . . r

αm,s−1
m,s−1 ,

где αi,j ∈ {0, . . . , p− 1}.

Определение 3..2. Множество D−M(N) (M,N ∈ N) множество функций с
носителем V−M и постоянных на смежных классах VN .
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Теорема 3..1. Функции rα0
0 rα1

1 . . . r
αN−1
N−1 1V образуют ортогональнальный базис

в D0(N).

Доказательство.
Из свойств характеров известно, что они образуют ортогнальную систе-

му. Так же любая функция f ∈ D0(N) определяется на классах a + πNVK ,
количество классов – psN . Размерность пространства D0(N) равна psN . Мно-
жество характеров rα0

0 . . . r
αN−1
N−1 , имеет мощность тоже psN . Значит функции

rα0
0 rα1

1 . . . r
αN−1
N−1 1V образуют ортогональнальный базис в D0(N).

4. Быстрое преобразование Фурье

В этом разделе мы рассматриваем неразветвленные расширения. То есть
параметр e = 1, а образующий π = p.

Из теоремы предыдущего раздела для f ∈ D0(N), имеем разложение

f =
∑

αi∈GF (ps)

cα0...αN−1r
α0
0 . . . r

αN−1
N−1 .

Числа cα0...αN−1 называются коэффициентами Фурье. Наша задача указать
быстрый алгоритм для нахождения этих коэффициентов.

Для быстрого дискретного преобразования Фурье получим реккурентную
формулу использую представление

f =
∑

αN−1∈GF (ps)

r
αN−1
N−1

∑
cα0...αN−1r

α0
0 . . . r

αN−2
N−2︸ ︷︷ ︸

fαN−1

fαN−1 =
∑

cα0...αN−1r
α0
0 . . . r

αN−2
N−2

и все характеры, входящие в r0, . . . , rN−2 содержатся в (VN−1)
⊥. Это означает,

что функции fαN−1 постоянны на смежных классах по VN−1 .

f (N)(x) =
∑

αN−1∈GF (ps)

r
αN−1
N−1 (x)f

(N−1)
(ᾱN−1)(x).

Пусть элемент x имеет разложение

x = a0p
0 + · · ·+ aN−1p

N−1 + VN ,
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тогда

f (N)
aN−1...a0

=
∑

αN−1∈GF (ps)

r
αN−1
N−1 (aN−1p

N−1) · rαN−1N−1 (a0p
0 + · · ·+

+aN−2p
N−2) · f (N−1)

(αN−1)aN−2...a0
,

где f (N−1)
(αN−1)aN−1...a0

есть значение функции f (N−1)
(αN−1) на представителе класса

x = a0p
0 + · · ·+ aN−1p

N−1 + VN .

По известным значениям f (N)
aN−1...a0 решая систему уранений с матрицей строки

которой являются ортогональными находим f
(N−1)
(αN−1). Далее используем для

значений f (N−1)
(αN−1) разложением

f
(N−1)
(aN−1)aN−2...a0

=
∑

αN−2∈GF (ps)

r
αN−2
N−2 (aN−2p

N−2) · rαN−2N−2 (a0 + · · ·+

+aN−3p
N−3) · f (N−2)

(αN−1aN−2)...a0
,

определяем значения f
(N−2)
(αN−1aN−2)...a0

. На последнем шаге получаем значения
коэффициентов Фурье cα0...αN−1.

Вычислим количество операций. Для решения системы на первом ша-
ге требуется порядка p2s комплексных операций, так как матрица системы
ортогональна. Аналогичная оценка получается для следующих шагов. Все-
го шагов N . В результате получаем оценку на общее количество операций
порядка NpN . Если у нас M неизвестных коэффициентов Фурье, для их на-
хождения нам потребуется порядка MlnM операций.
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