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О p-адических мультивейвлетах

1. Введение

В 2002 году С.Козырев [1] нашел ступенчатый р-адический вейвлет базис в
пространстве L2(Qp) который есть аналог базиса Хаара. R.L. Benedetto [2] вы-
разил сомнение, что возможно построение кратномасштабного анализа (далее
КМА) над полем р-адических чисел, поскольку в Qp не существует дискрет-
ных подгрупп. Однако A. Khrennikov и V. Shelkovich [3] предположили, что
равенство

ϕ(x) =

p−1∑
j=0

ϕ(
1

p
x− j

p
), x ∈ Qp

может быть выбрано в качестве масштабирующего уравнения. Решение это-
го уравнения есть единмчная функция единичного шара. Следуя этой идее
в работе [4] было введено понятие р-адического анализа и описана схема его
построения. КМА, порожденный масштабирующей функцией ϕ, которая удо-
влетворяет масштабирующему уравнению

ϕ(x) =

p−1∑
j=0

βjϕ(
1

p
x− j

p
), x ∈ Qp

называют КМА Хаара. Для такого КМА существует p − 1 вейвлетов. A.
Khrennikov и V. Shelkovich [5] построили p-адический вейвлет-базис с боль-
шим количеством вейвлет функций и назвали его не-Хааровским. Они рас-
смотрели в L2(Qp) семейство Θ функций θ(m)

s (x) = χp(sx)Ω(|x|p), где Ω(t) =

1[0,1](t) есть характеристическая функция отрезка [0, 1], а χp(sx) характер в
поле Qp p-адических чисел и доказали, что Θ есть мультивейвлет в поле Qp ,
т.е. система сжатий и сдвигов p

n
2 θ

(m)
s (p−nx−̇a) образует ОНБ в пространстве

L2(Qp). В этой же работе отмечено, что этот вейвлет не является вейвле-
том Хаара. В настоящей работе мы дадим представление функций θ

(m)
s (x)
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через функции Радемахера и покажем, что вейвлет Шелковича - Хренни-
кова может быть получен из некоторого мультикратномасштабного анализа
(МКМА), который является сдвигом КМА Хаара. Мы приведем конкрет-
ную конструкцию мультимасштабирущей функции, которая порождает этот
МКМА. Представление функций θ(m)

s (x) через функции Радемахера позволи-
ло получить результаты Шелковича - Хренникова в произвольной локально
компактной нульмерной группе. Отметим, что методы построения КМА по-
рядка 1 на нульмерных группах можно найти в работе автора [6].

2. Основные понятия

Пусть p – простое число иQp – поле p-адических чисел, элементы которого
могут быть представлены в виде ряда Лорана

x = x−mp
−m + · · ·+ x−1p

−1 +
∞∑
n=0

xnp
n, (2.1)

где xj = 0, p− 1. Норма элемента x определяется равенством |x|p = 1
pk
, где k –

наименьший номер, при котором xk 6= 0. С такой нормой ряд
∞∑
n=0

xnp
n сходит-

ся. Операции сложения и умножения определяются как сложение и умноже-
ние p-ичных разложений вида (2.1). Сумма x−mp−m+ · · ·+x−1p

−1 называется

дробной частью числа x и обозначается {x}p, сумма
∞∑
n=0

xnp
n называется це-

лой частью числа x и обозначается [x]. Множество Br(a) = {x : |x−a|p ≤ rp}
называется шаром радиуса rp c центром в точке a.
Обозначим

Ip = {a ∈ Qp : a = p−m(a0 + a1p+ · · ·+ am−1p
m−1); m ∈ N, aj = 0, p− 1},

I(m)
p = {a ∈ Qp : a = p−m(a0 + · · ·+am−1p

m−1); aj = 0, p− 1, a0 6= 0, }, m ∈ N.

Множество Ip в p-адическом вейвлет анализе используется как множество
сдвигов, множество Imp есть аналог множества {1, 2, . . . , pm− 1} ⊂ Z. Харак-
теры χp(ξx) в Qp определяются равенством χp(ξx) = e2πi/{ξx}p, где {ξx}p –
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дробная часть числа ξx.
При фиксированном натуральном m определим функции

θ(m)
s = χp(sx)Ω(|x|p), s ∈ I(m)

p , x ∈ Qp. (2.2)

p
j
2θ(m)
s (p−jx− a), j ∈ Z, a ∈ Ip. (2.3)

Функции (2.3) есть система сжатий и сдвигов функций (2.2). Теперь мы мо-
жем сформулировать результаты В. Шелковича и А. Хренникова.
Теорема 2.1. ( [5]). Функции (2.3) образуют ортонормированный p-
адический вейвлет базис в L2(Qp).
Теорема 2.2. ( [5]). Вейвлет базис (2.3) не является Хааровским приm ≥ 2.

Мы укажем мультимасштабирующую функцию, порождающую мульти-
вейвлеты (2.2) и покажем, что КМА, порожденный этой мультимасштабиру-
ющей функцией есть сдвинутый КМА Хаара.

3. Функции Радемахера и мультивейвлеты в нульмернй группе

В этом параграфе мы получим аналог теоремы 2.1 на произвольной ло-
кально компактной нульмерной группе. Поэтому приведем необходимые све-
дения о нульмерных группах.

Пусть p простое число и (G, +̇) локально компактная нульмерная абелева
группа со второй аксиомой счетности, (Gn)

+∞
n=−∞ основная цепочка подгрупп

с условиями

Gn ⊂ Gn+1, (Gn/Gn+1)
] = p,

⋃
n∈Z

Gn = G,
⋂
n∈Z

Gn = {0}.

Символом E] здесь обозначено количесво элементов конечного множества E.
Пусть gn ∈ Gn−1 \ Gn базисная последовательность, т.е. x =

∑
n∈Z

angn, an =

0, p− 1, A – оператор растяжения в G, определенный равенством Ax =∑
n∈Z

angn−1. Через

H0 = {a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . a−sg−s,̇ s ∈ N}
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обозначим множество сдвигов. Совокупность смежных классов
(gn+̇h)n∈Z, h∈G образует базу топологии в G. Эта же совокупность вместе с
пустым множеством образует полукольцо U, мера на полукольце U опреде-
ляется равенством µ(Gn+̇h) = 1

pn . Продолжая меру µ по схеме Каратеодори
получаем счетно аддитивную меру, совпадающую с мерой Хаара на борелев-
ских множествах. По этой мере определяется абсолютно сходящийся интеграл
по схеме Лебега, который инвариантен относительно сдвига..

Отметим, что если операция сложения в G удовлетворяет условию pgn =

gn+1, то G есть аддитивная группа поля p-адических чисел Qp.

Пусть далее X группа характеров, G⊥n – аннуляторы подгрупп Gn, (χ, x) –
значение характера χ на элементе x, rn ∈ G⊥n+1 \G⊥n – функции Радемахера.
Любой характер χ однозначно представим в виде бесконечного произведения
χ =

∏+∞
n=−∞ r

αn
n в котором конечное число сомножителей с положительными

номерами. Базисные элементы gn и функции Радемахера rn можно выбрать
так, что rn(gn) = e

2πi
p . В этом случае rn(Gn+1+̇angn) = e

2πi
p an.

Оператор растяжения в X определяется равенством (χA, x) = (χ,Ax).
Аннуляторы G⊥n образуют возрастающую последовательность G⊥n+1 ⊃ G⊥n и
(Gn+1/Gn)

] = p.

Определение 1. Пусть G–локально компактная нульмерная группа.
Совокупность подпространств (Vn)n∈Z ⊂ L2(G) называется мульти-
кратномасштабным анализом порядка m, если
1) Vn ⊂ Vn+1,
2)
⋃
n∈Z

= L2(G),
⋂
n∈Z

Vn = {0},

3) f(x) ∈ Vn ⇔ f(Ax) ∈ Vn+1,
4) Существует семейство функций {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm} = Φ, сдвиги которых
ϕj(x−̇b)b∈V0 образуют ортонормированный базис в V0.

Совокупность Φ = (ϕj)
m
j=1 называют мультимасштабирующей

(multiscaling) функцией.

Теорема 3.1.Пусть G–локально компактная нульмерная группа, m ∈
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N,
j = (j0, j1, . . . , jm−1); j(m) = (j0, j1, . . . , jm−1, jm), jm 6= 0.

Определим функции

ϕj(x) = ϕj0,j1,...,jm−1(x) = rj00 (x)rj11 (x) . . . r
jm−1
m−1(x) · 1G0

(x)

ψj(m)(x) = ψj0,j1,...,jm−1,jm(x) = rj00 (x)rj11 (x) . . . r
jm−1
m−1r

jm
m (x) · 1G0

(x),

jm 6= 0

и положим
Vn = {pn2ϕj(Anx−̇h)}h∈H0

, n ∈ Z.

Тогда
1)(Vn) образуют в L2(G) мульти-КМА порядка pm с мультимасштабиру-
ющей функцией Φ = (ϕj).
2)Семейство функций Ψ = (ψj(m)) есть мультивейвлет в L2(G).

Доказательство. 1)Очевидно, так как Vn есть пространство всех функ-
ций из L2(G), постоянных на смежных классах по Gm+n.
2)Если обозначим

W0 = {ψj(m)(x−̇h)}h∈H0
,

то V0

⊕
W0 = V1. Значит Ψ = (ψj(m)) есть мультивейвлет. �

4. Функции Радемахера и мультивейвлеты в поле Qp

Аддитивная группа поля Qp p-адических чисел есть нульмерная локально
компактная группа (G, +̇) с основной цепочкой подгрупп

Gn = {x = xnp
n + xn+1p

n+1 + . . . }

такой, что (Gn/Gn+1)
] = p. В каждом смежном классе Gn+1+̇h (h ∈ Gn)

выберем базисный элемент gn ∈ Gn+1 \ Gn и зафиксируем. Любой элемент
x ∈ G единственным образом представим в виде

x =
∑
n∈Z

angn (an = 0, p− 1). (4.1)
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Операция сложения в группе G = Q+
p удовлетворяет соотношению pgn =

gn+1, это свойство является характеристическим для группы p-адических чи-
сел. Из равенства (4.1) следует, что группу G = Q+

p можно рассматривать
как совокупность бесконечных в обе стороны последовательностей, в каждой
из которых лишь конечное число компонент с отрицательными номерами от-
личны от нуля, т.е.

x = (. . . 0−n−1a−na−n+1 . . . a−1a0a1 . . . ), aj ∈ GF (p)

и операция сложения есть покоординатное сложение по mod p, с переносом
возникающей при переполнении единицы направо на 1, т.е.

(. . . , 0n−1, pn − 1, 0n+1, . . . ) + (0, . . . , 0−n−1, 1n, 0n+1, . . . ) =

(. . . , 0n−1, 0n, 1n+1, 0n+2, ...).

Элемент x = (. . . , 0, an, an+1, . . . ), в котором an 6= 0, имеет норму |x|p = 1
pn .

Множества

Gn = {x = (. . . , 0n−1, an, an+1,...), aj ∈ GF (p)}, n ∈ Z

образуют основную цепочку. В качестве базисного элемента gn можно вы-
брать gn = (. . . , 0n−1, 1n, 0n+1, . . . ). Совокупность характеров группы G = Q+

p

обозначим через X. Пространство X также является локально компактной
нульмерной группой. Аннуляторы G⊥n образуют возрастающую основную це-
почку подгрупп, характеры rn ∈ G⊥n+1\G⊥n называют функциями Радемахера.
Функция Радемахера rn на смежных классах Gn+1+̇jgn (j = 0, 1, . . . , p − 1)

принимает значения, равные корням из 1 степени p. Функции rn можно вы-
брать так, что rn(Gn+1+̇jgn) = e

2πi
p j. В этом случае

rn(Gn+1+̇jngn+̇jn−1gn−1+̇ . . . +̇jn−sgn−s) =

= e
2πi
p jn · e

2πi
p2
jn−1 . . . e

2πi
ps+1 jn−s = e

2πi
p (jn+

jn−1
p +...+

jn−s
ps )

Лемма 4.1.Пусть s ∈ I(m)
p , т.е. s = s−1p

−1 + s−2p
−2 + · · · + s−mp

−m и
x ∈ G0. Тогда

θ(m)
s (x) = r

s−1
0 (x)r

s−2
1 (x) . . . r

s−m
m−1(x).
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Доказательство. Так как x ∈ G0, то

x = j0p
0 + j1p+ j2p

2 + . . .

Поэтому

{sx} = s−1
j0

p
+ s−2

(
j0

p2
+
j1

p

)
+ · · ·+ s−m

(
j0

pm
+

j1

pm−1
+ · · ·+ jm−1

p

)
и

e2πi{sx} = e
2πi
p j0s−1e

2πi
p (j0

1
p1

+j1
1
p0

)s−2 · · · · · e
2πi
p (

j0
pm−1 +

j1
pm−2 +···+ jm−1

p0
)s−m =

= r
s−1
0 (x)r

s−2
1 (x) . . . r

s−m
m−1(x). �

Так как аддитивная группа поля Qp есть локально-компактная группа, то
справедлива

Теорема 4.1.Функции

ψj0,j1,...,jm−1,jm(x) = rj00 (x)rj11 (x) . . . r
jm−1
m−1(x)rjmm (x)1G0

(x) (jm 6= 0)

образуют мультивейвлет в L2(Qp), т.е. они образуют ОНБ в ортогональ-
ном дополнении W0 пространства V0 до V1.

Замечание 1. Из леммы 4.1 следует, что теорема 4.2 есть не что иное,
как теорема 2.1 (Шелковича-Хренникова), записанная в терминах функций
Радемахера.

Замечание 2. Мультимасштабирующую функцию Φ = (ϕj) можно вы-
брать иначе, а именно

ϕj(x) = ϕj0,j1,...,jm−1(x) = 1Gm+̇jm−1gm−1+̇...+̇j0g0(x).

В этом случае мы получим тот же мульти-КМА и тот же мультивейвлет.
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