
Н. Е. КОМИССАРОВА

Нестационарный КМА на локально-компактных нульмерных
группах с произвольной образующей последовательностью

1. Введение

Всплеск-анализ сформировался в конце 80-х – начале 90-х годов 20-го
века. А в последнее время значительно вырос интерес к вопросам постро-
ения всплесковых базисов на локально компактных нуль-мерных абелевых
группах. В частности, в [1], [2] были построены КМА и на его основе орто-
нормированные базисы в L2(G) как сжатий и сдвигов нескольких функций,
в [1] на группе Виленкина, в [2] на поле всех р-адических чисел. В [3] была
построена система Хаара на компактной нуль-мерной абелевой группе, а в
[4] были получены двусторонние оценки для функций Лебега по построен-
ной в [3] системе Хаара. В работе [5] была рассмотрена задача построения
ортогональных всплесковых базисов на произвольных локально компактных
нульмерных группах, для которых порядки смежных классов совпадают и
равны некоторому простому числу. В данной работе мы построим нестацио-
нарный кратно масштабный анализ и всплесковый ортонормированный базис
на произвольной локально компактной нуль-мерной группе с произвольной
образующей последовательностью, т. е. в случае, когда порядки смежных
классов – различные простые числа. В данном случае НКМА порождается
последовательностью функций, а всплесковый базис – последовательностью
всплеск-функций. Причём и КМА и ортонормированный базис удаётся по-
строить без использования преобразования Фурье.

2. Локально компактные группы, топология, характеры

Пусть (G, +̇) — локально компактная абелева группа, топология в которой
задана счётной системой открытых подгрупп:

· · · ⊃ G−n ⊃ · · · ⊃ G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . ,
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таких, что
+∞⋃

n=−∞
Gn = G,

+∞⋂
n=−∞

= 0 (0-нулевой элемент группы G). При

каждом фиксированном N ∈ Z подгруппа GN является компактной абелевой
группой относительно той же операции +̇ в топологии, порождённой системой
подгрупп

GN ⊃ GN+1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . . .

Так как каждая группаGn компактна, то каждая фактор-группаGn/Gn+1

конечна, и пусть pn — её порядок. Можно считать, что pn — простые числа,
так как используя теорему Силова, можно уплотнить цепочку подгрупп так,
что порядки фактор-групп Gn/Gn+1 станут простыми. В этом случае базой
топологии являются всевозможные смежные классы Gn+̇g (g ∈ G).

Определим далее числа (mn)
+∞
n=−∞ следующим образом:

m0 = 1, mn+1 = mn · pn .

Ясно, что при n ≥ 1 mn = p0p1 . . . pn−1, m−n = 1
p−1p−2...p−n

. Смежные классы
Gn+̇g (n ∈ Z) вместе с пустым множеством образуют полукольцо K. На
каждом смежном классе Gn+̇g мера µ определена равенством µ(Gn+̇g) =

µGn = 1/mn. Таким образом, если n ∈ N и pn = p, то µGn · µG−n = 1.
Меру µ можно продолжить с полукольца K на σ-алгебру (например, по схеме
Каратеодори). Получим меру µ, совпадающую на борелевских множествах с
мерой Хаара на G, и которая инвариантна относительно сдвига. Пусть далее∫
G

f(x)dµ(x) абсолютно сходящийся интеграл, порождённый мерой µ.

При каждом N ∈ Z выберем элементы gn ∈ Gn\Gn+1 и зафиксируем их.
Тогда любой элемент x ∈ G единственным образом представим в виде

x =
+∞∑

n=−∞
angn (an = 0, pn − 1),

причём в этой сумме слагаемых с отрицательными номерами конечное число,
т. е.

x =
+∞∑
n=−N

angn (an = 0, pn − 1, an 6= 0).
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Систему элементов (gn) будем называть базисной.

Пусть далее X — совокупность характеров группы G, которая является
группой относительно умножения, G⊥n — аннулятор группы Gn, то есть G⊥n =

{χ ∈ X : ∀x ∈ Gn, χ(x) = 1}.
Каждый аннулятор G⊥n есть группа относительно умножения, G⊥n образу-

ют возрастающую последовательность:

· · · ⊂ G⊥−n ⊂ · · · ⊂ G⊥0 ⊂ G⊥1 ⊂ · · · ⊂ G⊥n ⊂ . . . ,

такую, что
+∞⋃

n=−∞
G⊥n = X,

+∞⋂
n=−∞

G⊥n = 1,

причём фактор-группа имеет порядок pn. При каждом n ∈ Z выберем эле-
менты rn ∈ G⊥n+1\G⊥n и зафиксируем их. Тогда любой элемент χ ∈ X един-
ственным образом представим в виде

χ =
+∞∏

n=−∞
rαnn (αn = 0, pn − 1),

причём в произведении множителей с положительными номерами конечное
число. Характеры rn будем называть функциями Радемахера.

В группе характеров X можно ввести топологию, используя цепочку под-
групп и выбирая в качестве базы топологии совокупность смежных клас-
сов G⊥n · χ (χ ∈ X). Совокупность таких смежных классов вместе с пустым
множеством образует полукольцо χ . Для каждого смежного класса опреде-
лим его меру ν равенством ν(G⊥n χ̇) = ν(G⊥n ) = mn. Таким образом, всегда
µ(Gn)ν(G⊥n ) = 1. Мера ν продолжается стандартным способом (например, по
схеме Каратеодори) на σ-алгебру измеримых множеств. По этой мере строит-
ся абсолютно сходящийся интеграл

∫
X

F (χ)dν(χ). Группа характеров X с та-

кой топологией является нуль-мерной локально компактной группой, и имеет
место двойственная ситуация: каждый элемент x ∈ G является характером
группы X и Gn есть аннулятор группы G⊥n .
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Обозначим

Hn =

q ∈ G : q =
n−1∑
j=N

ajgj, N ∈ Z, aj = 0, pn − 1

 .

3. Нестационарный кратно масштабный анализ на локально
компактной нуль-мерной группе

Определение 3..1. Нестационарным кратномасштабным анализом(НКМА)
будем называть совокупность замкнутых подпространств Vj ⊂ L2(G) , для
которых справедливы следующие аксиомы:

A1. Vj ⊂ Vj+1.

A2.
⋃
j∈Z

Vj = L2(G).

A3.
⋂
j∈Z

Vj = 0.

A4. Для любого n ∈ Z найдутся функции ϕ(n)
j (x);

j = 1, kn, и множества Hn такие, что система(
ϕ

(n)
j (x−̇h); j = 1, kn, h ∈ Hn

)
образует ортонормированный базис

в Vn.

Для построения кратно масштабного анализа выберем функции ϕ
(n)
jn
∈

L2(G) следующим образом. Положим

ϕ
(0)
j0

(x) =
√
m1 1G1+̇j0g0(x), j0 = 0, p0 − 1,

носители этих функций содержатся в G0. Это ступенчатые функции, проме-
жутками постоянства которых являются смежные классы по подгруппе G1.
Положим

V0 = span
{
ϕ

(0)
j0

(x−̇h0)
}
, j0 = 0, p0 − 1, h0 ∈ H0.

Затем определим

ϕ
(1)
j1

=
√
m2 1G2+̇j1g1(x), j1 = 0, p1 − 1, suppϕ

(1)
j1
⊂ G1.
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Положим

V1 = span
{
ϕ

(1)
j1

(x−̇h1)
}
, j1 = 0, p1 − 1, h1 ∈ H1 .

Продолжим этот процесс. На n-ом шаге получим:

ϕ
(n)
jn

=
√
mn+1 1Gn+1+̇jngn(x), jn = 0, pn − 1, suppϕ

(n)
jn
⊂ Gn,

и

Vn = span
{
ϕ

(n)
jn

(x−̇hn)
}
, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn .

Функции, образующие подпространства Vn есть функции, постоянные на
смежных классах по подгруппе Gn+1. Продолжаем процесс до бесконечно-
сти в обе стороны. Заметим, что

V−1 = span
{
ϕ

(−1)
j−1

(x−̇h−1)
}
, j−1 = 0, p−1 − 1, h−1 ∈ H−1

где ϕ(−1)
j−1

=
√
m−1 1G0+̇j−1g−1(x), j−1 = 0, p−1 − 1, suppϕ

(−1)
j−1
⊂ G−1. Проме-

жутками постоянства для них являются смежные классы по подгруппе G0.

Аналогично и для всех V−n. Таким образом, мы построили последователь-
ность подпространств (Vn)n∈Z .

Теорема 1. Совокупность подпространств (Vn)n∈Z образует НКМА.
Доказательство. Докажем, что для построенных подпространств вы-

полнены аксиомы 1-4 НКМА.
1. Покажем, что Vn ⊂ Vn+1.

Возьмём f ∈ Vn ⇐⇒ f =
∑

hn∈Hn

pn−1∑
jn=0

Cjn,hnϕ
(n)
jn

(x−̇hn). Так как ϕ(n)
jn

(x) постоян-

ны на смежных классах по подгруппе Gn+1, а функции ϕ(n+1)
jn+1

(x) постоянны
на смежных классах по подгруппе Gn+2, то ϕ

(n)
jn

(x) ∈ Vn+1, то есть ϕ(n)
jn

(x) =

=
∑

hn+1∈Hn+1

pn+1−1∑
jn+1=0

djn+1,hn+1
ϕ

(n+1)
jn+1

(x−̇hn+1).

Тогда

f =
∑
hn∈Hn

pn−1∑
jn=0

Cjn,hn

 ∑
hn+1∈Hn+1

pn+1−1∑
jn+1=0

djn+1,hn+1
ϕ

(n+1)
jn+1

(x−̇hn+1−̇hn)

 =

11



=
∑

hn+1∈Hn+1

pn+1−1∑
jn+1=0

djn+1,hn+1

∑
hn∈Hn

ϕ
(n+1)
jn+1

(x−̇(hn+1+̇hn)) =

=

pn−1∑
jn=0

Cjn,hn =
∑

h′n+1∈Hn+1

pn+1−1∑
jn+1=0

d′jn+1,h′n+1
Cϕ

(n+1)
jn+1

(x−̇h′n+1) ∈ Vn+1,

так как

hn+1+̇hn = (a−Ng−N+̇ . . . +̇angn)+̇(b−Mg−M+̇ . . . +̇bn−1gn−1) =

= α−mg−m+̇ . . . +̇αn−1gn−1+̇αngn,

где m = max(N,M), и hn+1+̇hn ∈ Hn+1.

2. Выполнение аксиомы А2:
⋃
j∈Z

Vj = L2(G) очевидно, так как множество

всех ступенчатых функций всюду плотно в L2(G).

3.Докажем справедливость аксиомы А3:
⋂
j∈Z

Vj = 0.

Пусть f ∈
⋂
j∈Z

Vj. Покажем, что f = 0. f ∈
⋂
j∈Z

Vj, это означает, что

f ∈ Vj для любого j ∈ Z. Следовательно, f ∈ V0, значит f(x) = C
(0)
i , приx ∈

G1+̇ig0 (i = 0, p0 − 1), т.е f(x) = C
(0)
0 , приx ∈ G1.

Но f ∈ V−1, значит f(x) = C
(−1)
i , приx ∈ G0+̇ig−1 (i = 0, p−1 − 1) и

f(x) = C
(−1)
0 , при x ∈ G0. Т. к. G1 ⊂ G0, то f(x) = C

(−1)
0 = C

(0)
0 на

G0. Но и f ∈ V−1 ⇒ f(x) = C
(−2)
i , приx ∈ G−1+̇ig−2 (i = 0, p−2 − 1) и

f(x) = C
(−2)
0 , при x ∈ G−1. Снова т. к. G0 ⊂ G−1, то f(x) = C

(−2)
0 =

C
(−1)
0 = C

(0)
0 на G−1. Продолжая эти рассуждения, получим, что f(x) = C на

G. Но f ∈ L2(G) ⇒

‖f‖2
2 =

∫
G

f 2(x)dµ(x) =

∫
G

C2dµ(x) = C2µ(G) <∞,

следовательно C = 0. Таким образом, если f ∈
⋂
j∈Z

Vj, то f ≡ 0 .

4.Функции
(
ϕ

(n)
jn

(x−̇hn)
)
hn∈Hn, jn=0,pn−1

образуют ортонормированный ба-
зис Vn.

Достаточно доказать, что
(
ϕ

(n)
jn

(x−̇hn)
)
hn∈Hn, jn=0,pn−1

образуют ортонор-

мированную систему. Заметим, что
(
ϕ

(n)
jn

(x)
)
jn=0,pn−1

образуют ортонормиро-
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ванную систему, так как их носители не пересекаются и

‖ϕ(n)
jn
‖2 =

∫
G

(
ϕ

(n)
jn

)2

dµ(x)

1/2

=

=
√
mn+1 ·

 ∫
Gn+1+̇j·gn

dµ(x)


1/2

=
√
mn+1 ·

1
√
mn+1

= 1.

(
ϕ

(n)
jn

(x−̇hn)
)
есть ортонормированная система в Vn доказывается аналогич-

но, т. к. при hn 6= hm сдвиг осуществляется на различные непересекающиеся
смежные классы по подгруппе Gn+1.
Таким образом, все аксиомы для подпространств Vn выполнены, следователь-
но, (Vn)n∈Z образуют НКМА.

�

Определение 3..2. Построенный НКМА будем называть Хааровским НКМА.

4. Всплесковые базисы

Основным свойством КМА является возможность на их основе строить
базисы всплесков. Опишем конструкцию пространств всплесков.

Пусть (Vn)n∈Z — НКМА с масштабирующей последовательностью ϕ
(n)
jn

.
Обозначим Wn — ортогональное дополнение к Vn в пространстве Vn+1, т. е.
Vn+1 = Vn ⊕Wn и Vn ⊥ Wn. Причём

1. Wn ⊥ Wm, n 6= m;

2. L2(G) =
+∞⊕

n=−∞
Wn.

Определим пространства Wn следующим образом.
Сначала определим функции

ψ
(0)
j0,h0,α1

(x) =
√
m1 · rα1

1 (x−̇j0g0−̇h0)1G1+̇j0g0+̇h0(x),
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здесь α1 = 1, p1 − 1, j0 = 0, p0 − 1, h0 ∈ H0, а r1(x) – функция Радемахера. И

положим W0 = span
{
ψ

(0)
j0,h0,α1

(x)
}
.

Затем
ψ

(1)
j1,h1,α2

(x) =
√
m2 · rα2

2 (x−̇j1g1−̇h1)1G2+̇j1g1+̇h1(x),

и α2 = 1, p2 − 1, j1 = 0, p1 − 1, h1 ∈ H1, положим W1 = span
{
ψ

(1)
j1,h1,α2

(x)
}
.

Продолжая этот процесс на n-м шаге получим:

ψ
(n)
jn,hn,αn+1

(x) =
√
mn+1 · rαn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn(x),

αn+1 = 1, pn+1 − 1, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn, и Wn = span
{
ψ

(n)
jn,hn,αn+1

(x)
}
. И

так далее. Получим последовательность подпространств (Wn)
+∞
n=−∞ .

Теорема 2. Функции
(
ψ

(n)
jn,hn,αn+1

(x)
)
, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn, αn+1 =

1, pn+1 − 1 образуют ортонормированную последовательность.
Доказательство. Пусть сначала n - фиксированное.

1) Если jn 6= jm, то
∫
G

ψ
(n)
jn,hn,αn+1

(x)ψ
(n)
jm,hm,αn+1

(x)dµ(x) = 0, так как носители

этих функций не пересекаются.
2) Далее рассмотрим (

ψ
(n)
jn,hn,αn1+1

(x), ψ
(n)
jn,hn,αn2+1

(x)
)

=

= mn+1

∫
G

r
αn1+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hN (x)·

·rαn2+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn(x) dµ(x) =

= mn+1

∫
Gn+1+̇jngn+̇hn

r
αn1+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn) r
αn1+1+l
n+1 (x−̇jngn−̇hn) dµ(x) =

= mn+1

∫
Gn+1+̇jngn+̇hn

rln+1(x−̇jngn−̇hn) dµ(x) = 0,

в предположении для определённости αn1+1 < αn2+1, т. е αn2+1 = αn1+1+l. Та-
ким образом мы получили, что внутри каждой пачки функции ортогональны.
Причём легко проверить, что ‖ψ(n)

jn,hn,αn+1
(x)‖2 = 1, а значит последователь-

ность ортонормированна.
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3) Покажем теперь, что при n 6= N,(
ψ

(n)
jn,hn,αn+1

(x)ψ
(N)
jN ,hN ,αN+1

(x)
)

= 0. Пусть для определённости N > n. Если

носители функций ψ(n)
jn,hn,αn+1

(x) и ψ(N)
jN ,hN ,αN+1

(x) не пересекаются, то равенство
очевидно выполняется. Иначе suppψ(N)

jN ,hN ,αN+1
(x) ⊂ suppψ(n)

jn,hn,αn+1
(x). И тогда(

ψ
(n)
jn,hn,αn+1

(x), ψ
(N)
jN ,hN ,αN+1

(x)
)

=

=
√
mn+1 mN+1

∫
G

r
αn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn(x)·

·rαN+1

N+1 (x−̇jNgN−̇hN)1GN+1+̇jNgN +̇hN (x) dµ(x) =

=
√
mn+1 mN+1

∫
GN+1+̇jNgN +̇hN

r
αn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)× rαN+1

N+1 (x−̇jNgN−̇hN) dµ(x) =

=
√
mn+1 mN+1

∫
GN+1

r
αn+1

n+1 (y+̇jNgN+̇hN−̇jngn−̇hn) rαN+1

N+1 (y) dµ(y) =

=
√
mn+1 mN+1 r

αn+1

n+1 (GN+1+̇jNgN+̇hN−̇jngn−̇hn)
∫

GN+1

r
αN+1

N+1 (y) dµ(y) = 0.

В ходе доказательства были использованы свойства функций Радемахера,
которые были доказаны в [6].

�

Итак, функции
(
ψ

(n)
jn,hn,αn+1

(x);αn+1 = 1, pn+1 − 1, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn)

образуют ортонормированную систему, а значит и ортонормирован-

ный базис в Wn. В силу L2(G) =
+∞⊕

n=−∞
Wn последовательность(

ψ
(n)
jn,hn,αn+1

(x);αn+1 = 1, pn+1 − 1, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn, n ∈ Z
)

– ортонор-
мированный базис в L2(G).
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