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ÓÄÊ 517.51

Í.Þ. ÀÃÀÔÎÍÎÂÀ

Ìóëüòèïëèêàòîðû ðÿäîâ Ôóðüå èç ïðîñòðàíñòâ Îðëè÷à

è Ëîðåíöà ïî ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñèñòåìàì

Ââåäåíèå

Ïóñòü P = {pn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ

÷òî 2 6 pn 6 N äëÿ âñåõ n ∈ N. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ m0 = 1,

mn = p1 . . . pn ïðè n ∈ N. Òîãäà êàæäîå x ∈ [0, 1) èìååò ðàçëîæåíèå

x =
∞∑
n=1

xn/mn, 0 6 xn < pn, xn ∈ Z. (1)

Ðàçëîæåíèå (1) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ îäíîçíà÷íî, åñëè äëÿ x = k/ml,

k, l ∈ N, k < ml, áðàòü ðàçëîæåíèå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ xn.

Åñëè y ∈ [0, 1) èìååò âèä (1), òî ïî îïðåäåëåíèþ x⊕ y = z =
∞∑
n=1

zn/mn,

ãäå zn = xn + yn(mod pn), 0 6 zn < pn, zn ∈ Z. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
x	 y. Åñëè k ∈ Z+ çàïèñàíî â âèäå

k =
∞∑
j=1

kjmj−1 , 0 6 kj < pj, kj ∈ Z, (2)

òî äëÿ x ∈ [0, 1) ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ

χk(x) = exp

(
2πi

( ∞∑
j=1

xjkj/pj

))
.
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Èçâåñòíî, ÷òî {χk(x)}∞k=0 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ, ïîëíàÿ â L[0, 1) ñè-

ñòåìà [1,�1.5], è ÷òî χn(x ⊕ y) = χn(x)χn(y) äëÿ ï.â. y ∈ [0, 1) ïðè

ôèêñèðîâàííîì x ∈ [0, 1) è n ∈ Z+. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå è ÷à-

ñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå {χn(x)}∞n=0 çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

f̂(n) =
∫ 1

0 f(t)χn(t) dt, n ∈ Z+, è Sn(f)(x) =
n−1∑
k=0

f̂(k)χk(x), n ∈ N.

Ñóììà
n−1∑
k=0

χk(x) =: Dn(x) íàçûâàåòñÿ n-ì ÿäðîì Äèðèõëå. Èçâåñò-

íî, ÷òî Dmn
(x) = mnX[0,1/mn)(x), ãäå XE � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ ìíîæåñòâà E. Åñëè f, g ∈ L[0, 1), òî ïî îïðåäåëåíèþ f ∗ g =

=
1∫

0
f(x 	 t)g(t) dt. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Sn(f)(x) = f ∗ Dn(x) è ÷òî

(f ∗ g)(̂n) = f̂(n)ĝ(n), n ∈ Z+. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-

ìîì ïî ñèñòåìå {χn(x)}∞n=0, òî f ∗ g ÿâëÿåòñÿ òàêèì æå ïîëèíîìîì.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à è Ëîðåíöà. Ïóñòü Φ(u) � âîçðàñ-

òàþùàÿ, íåïðåðûâíàÿ íà [0,∞) âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî Φ(0) =

0, lim
u→∞

Φ(u)
u = +∞ è lim

u→0

Φ(u)
u = 0 (òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ N�

ôóíêöèåé). Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Φ(u) =
u∫
0
p(t) dt,

ãäå p(t)�ïðàâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ Φ(u), íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà. Åñëè

q(s) = sup{t : p(t) 6 s}, s ∈ R+, è Ψ(v) =
v∫
0
q(s) ds, v ∈ R+, òî Ψ

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ïî Þíãó ôóíêöèåé ê Φ. Ïðè ýòîì Ψ âûïóêëà

è îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è Φ. Ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à LΦ[0, 1)

ñîñòîèò èç èçìåðèìûõ íà [0, 1) ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖f‖Φ =

sup

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ :

1∫
0

Ψ(|g(x)|) dx) 6 1

 .

Îòíîñèòåëüíî ýòîé íîðìû LΦ[0, 1) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðè ýòîì, åñëè f ∈ LΦ[0, 1) è g ∈ LΨ[0, 1), òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

Ã�åëüäåðà



5∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6 ‖f‖Φ · ‖g‖Ψ. (3)

Âñå ýòè ôàêòû ìîæíî íàéòè â [2, §1, 2, 8, 9]. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðî-

ñòðàíñòâ LΦ[0, 1) ïðè Φ(x) = xp/p, p > 1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1)

ñ íîðìîé ‖f‖p =

( 1∫
0
|f(x)|p dx

)1/p

. Ïðè p = 1 ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàí-

ñòâî L1[0, 1) òàêæå ñ íîðìîé ‖ · ‖1. Ïðè p = ∞ äàëåå èñïîëüçóþò-

ñÿ ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé B[0, 1) ñ êîíå÷íîé

íîðìîé ‖f‖∞ = sup
x∈[0,1)

|f(x)| è ïðîñòðàíñòâî P�íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

C∗[0, 1) = {f ∈ B[0, 1) : lim
h→0
‖f(x ⊕ h) − f(x)‖∞ = 0} òàêæå ñ íîðìîé

‖ · ‖∞. Äëÿ èçìåðèìîé íà [0, 1) ôóíêöèè f ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ λf(y) = |x ∈ [0, 1) : |f(x)| > y| è íåâîçðàñòàþùóþ ïåðå-

ñòàíîâêó f ∗(t) = inf{y > 0 : λf(y) ≤ t}, t > 0. Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî

f ∗(t) = 0 ïðè t > 1. Ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà Lpq[0, 1) ñîñòîèò èç èçìåðè-

ìûõ ôóíêöèé f íà [0, 1), äëÿ êîòîðûõ ‖f‖∗pq <∞, ãäå

‖f‖∗pq =


(
q
p

1∫
0

[t1/pf ∗(t)]q dtt

)1/q

, 1 6 p <∞, 1 6 q <∞;

sup
t>0

t1/pf ∗(t), 1 6 p 6∞, q =∞.

Ïðîñòðàíñòâà L∞q[0, 1), 1 < q < ∞ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ èç-çà èõ òðè-

âèàëüíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî Lpp[0, 1) ≡ Lp[0, 1) ïðè 1 6 p 6 ∞, Lpq[0, 1)

ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðè 1 < p 6 ∞, 1 6 q 6 ∞, è p = q = 1, è ÷òî

‖f‖∗pq2 ≤ ‖f‖
∗
pq1

ïðè 1 6 p 6 ∞, 1 6 q1 6 q2 6 ∞. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-

äó Lpq ïðè ðàçëè÷íûõ p ñì. â ëåììå 6. Ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì ê

Lpq[0, 1), ãäå 1 < p < ∞, 1 < q < ∞, èëè 1 6 p < ∞, q = 1, ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòðàíñòâî Lp
′q′[0, 1), ãäå p′� ñîïðÿæåííûé ïîêàçàòåëü Ã�åëüäåðà äëÿ

p ∈ [1,∞] (òî åñòü p′ = ∞ ïðè p = 1, p′ = 1 ïðè p = ∞, p′ = p/(p − 1)

ïðè p ∈ (1,∞)). Ïðè 1 < p < ∞, 1 6 q 6 ∞ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

Ã�åëüäåðà
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‖f · g‖1 6 C‖f‖pq · ‖g‖p′q′, f ∈ Lpq[0, 1), g ∈ Lp′q′[0, 1). (4)

Ýòè ôàêòû ìîæíî íàéòè â [3] èëè [4, ãëàâà 5,�3].

Ïóñòü

Pn = {f ∈ L1[0, 1) : f̂(k) = 0, k > n}, n ∈ N,

En(f)Φ = inf{‖f − tn‖Φ : tn ∈ Pn}, n ∈ N,

ωn(f)Φ = sup
0<h<1/mn

‖f(x⊕ h)− f(x)‖Φ, n ∈ Z+.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ En(f)p, ωn(f)p, 1 6 p 6 ∞, è En(f)p,q,

ωn(f)p,q, 1 6 p <∞, 1 6 q 6∞. Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà À.Â. Åôèìîâà

[1, ãëàâà 10, �10.5]

Emn
(f)p 6 ‖f − Smn

(f)‖p 6 ωn(f)p 6 2Emn
(f)p, (5)

ãäå f ∈ Lp[0, 1) ïðè 1 6 p < ∞ èëè f ∈ C∗[0, 1) ïðè p = ∞. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû lim
n→∞

En(f)Φ = 0, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ñåïàðàáåëüíîñòü

ïðîñòðàíñòâà LΦ[0, 1), êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ ∆2�óñëîâèÿ íà

ôóíêöèþ Φ : Φ(2u) 6 CΦ(u), u ∈ R+(ñì. [2, �10.2]). Â ýòîì æå ñëó÷àå

ñîïðÿæåííûì ê LΦ[0, 1) ÿâëÿåòñÿ LΨ[0, 1) (ñì. [2, �14.2 ]). Èç ëåììû 6

ëåãêî ñëåäóåò ñåïàðàáåëüíîñòü Lp,q[0, 1) ïðè 1 < p < ∞, 1 6 q 6 ∞. Â

óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ äîêàçàòåëüñòâî (3) èç [1, �10.5] ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé

LΦ[0, 1) è Lp,q[0, 1) (ñì. ëåììó 7). Åñëè {ωn}∞n=0 � óáûâàþùàÿ ê íóëþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ïî îïðåäåëåíèþ

Hω
Φ = {f ∈ LΦ[0, 1) : ωn(f)Φ 6 Cωn, n ∈ Z+},

ãäå C çàâèñèò îò f , íî íå îò n. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ Hω
p , 1 6 p 6 ∞,

è Hω
p,q, 1 < p < ∞, 1 6 q 6 ∞. Åñòåñòâåííîé íîðìîé â Hω

Φ, îò-

íîñèòåëüíî êîòîðîé äàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì, áóäåò

‖f‖Φ,ω = ‖f‖Φ + sup
n>1

ωn(f)Φ/ωn. Òî æå ìîæíî îòìåòèòü äëÿ Hω
p è Hω

p,q.

Ïóñòü X è Y� íåêîòîðûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà íà [0, 1),

âëîæåííûå â L1[0, 1). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn}∞n=0 òàêîâà, ÷òî äëÿ
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ëþáîé f ∈ X ðÿä
∞∑
n=0

λnf̂(n)χn(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå (ïî ñèñòåìå

{χn}∞n=0) ôóíêöèè g ∈ Y , òî ïî îïðåäåëåíèþ {λn}∞n=0 ∈ (X, Y ) èëè

{λn}∞n=0 ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì êëàññà (X, Y ).

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðè-

íàäëåæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λn}∞n=0 êëàññó (X, Y ), ãäå â êà÷åñòâå

X áåðóòñÿ ïðîñòðàíñòâà LΦ, Lp,q, B, L1, à â êà÷åñòâå Y� ïðîñòðàíñòâà

Hω
∞, B, C

∗, à òàêæå ïðîñòðàíñòâà V è AC ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèà-

öèè è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [0, 1). Ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå

ñ LΦ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè óòâåðæäåíèé äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àÿ

èç ðàáîòû Ì.Ã. Ñêâîðöîâîé [5].

Íåîáõîäèìî ñäåëàòü íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ïðîñòðàíñòâ

V [0, 1) è AC[0, 1). Êàê èçâåñòíî, f ∈ V [0, 1), åñëè sup
n∑
i=1
|f(xi)−

−f(xi−1)| <∞, ãäå sup áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì {xi}ni=0 îòðåçêà [0, 1].

Ïðîñòðàíñòâî V [0, 1) ââîäèòñÿ êàê ìíîæåñòâî ñóæåíèé f ∈ V [0, 1] íà

[0, 1). Óñëîâèå f ∈ V [0, 1) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: ñóùåñòâóåò C > 0,

òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâà-

ëîâ {(αi, βi]}ni=1 ⊂ [0, 1) èìååì

∣∣∣∣ n∑
i=1

(f(βi)− f(αi))

∣∣∣∣ 6 C.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü âûïîëíåíî ïîñëåäíåå óñëîâèå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ðàçáèåíèÿ {xi}n−1
i=0 îòðåçêà [0, 1− ε], 0 < ε < 1 èìååì

n−1∑
i=1

|f(xi)−f(xi−1)| =
n−1∑
i=1

(f(xi)−f(xi−1))+ +
n−1∑
i=1

(f(xi)−f(xi−1))− 6 2C,

ãäå z+ = max(z, 0), z− = max(−z, 0).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1) èìååì f(x) 6 2C+|f(0)|. Äîîïðåäåëÿÿ
f(x) ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïðè x = 1 ïîëó÷àåì äëÿ ðàçáèåíèÿ {xi}ni=0

îòðåçêà [0, 1]:

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| 6 2C + |f(1) + f(xn−1)| 6 4C + |f(0)|+ |f(1)|

è f ∈ V [0, 1]. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
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Ðàññìîòðèì êëàññ V (1,Φ) ôóíêöèé ϕ ∈ LΦ[0, 1), òàêèõ ÷òî äëÿ íåêî-

òîðîé êîíñòàíòû C > 0 è ëþáîãî íàáîðà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ïîëóèíòåðâàëîâ {(αi, βi]}ni=1 ⊂ [0, 1) âåðíî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(f(βi 	 t)− f(αi 	 t))

∥∥∥∥∥
Φ

6 C.

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ êëàññû V (1, p), 1 6 p <∞, è V (1, p, q), 1 < p <∞,
1 6 q 6 ∞. Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå àíàëîãè êëàññîâ V (1, p) ðàññìàò-

ðèâàëè Ñ. Âåðáëþíñêèé [6] (ïðè p = 1) è Ñ. Êà÷ìàæ (ïðè p > 1), êî-

òîðûå ïîëó÷èëè êðèòåðèè ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó (Lp, V ) â ïåðèîäè÷å-

ñêîì ñëó÷àå. Êàê ïîêàçàíî â [8, ãëàâà 9, �1], ôóíêöèÿ f ∈ AC[0, 1] òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþ-

áîé ñèñòåìû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ {(αi, βi]}ni=1 ⊂

⊂ [0, 1] ñî ñâîéñòâîì
n∑
i=1

(βi− αi) < δ èìååì

∣∣∣∣ n∑
i=1

(f(βi)− f(αi))

∣∣∣∣ 6 ε. Ñíî-

âà ïóñòü AC[0, 1) � ìíîæåñòâî ñóæåíèé ïðîñòðàíñòâà AC[0, 1] íà [0, 1).

Òîãäà óñëîâèå f ∈ AC[0, 1) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàé-

äåòñÿ δ > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ïîëóèíòåðâàëîâ {(αi, βi]}ni=1 ⊂ [0, 1) ñî ñâîéñòâîì
n∑
i=1

(βi − αi) < δ ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(f(βi)− f(αi))

∣∣∣∣∣ 6 ε.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ýòî òàê, òî ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì (ñì. [8, ãëàâà 9])

ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f ∈ V [0, 1) è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò lim
x→1−0

f(x) = a. Ïî-

ëàãàÿ f(1) = a è ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâà-

ëîâ {(αi, βi]}ni=1 ⊂ [0, 1], òàêèõ ÷òî
n∑
i=1

(βi − αi) < δ è βn = 1, íàõîäèì,

÷òî∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(f(βi)− f(αi))

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣limγ→0

(
n−1∑
i=1

(f(βi)− f(αi)) + f(1− γ)− f(αn)

)∣∣∣∣∣ 6 ε,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f ∈ AC[0, 1].
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Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ ϕ ∈ AC(Φ), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåò-

ñÿ δ(ε) > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ïîëóèíòåðâàëîâ {(αi, βi]}ni=1 ⊂ [0, 1) ñî ñâîéñòâîì
n∑
i=1

(βi − αi) < δ âåðíî

íåðàâåíñòâî ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(ϕ(βi 	 t)− ϕ(αi 	 t))

∥∥∥∥∥
Φ

6 ε.

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ êëàññû AC(p, q), 1 < p < ∞, 1 6 q 6 ∞. Âåçäå

äàëåå Φ è Ψ � ïàðà ñîïðÿæåííûõ ïî Þíãó N -ôóíêöèé, a p′(q′)� ñîïðÿ-

æåííûé ïî Ã�åëüäåðó ïîêàçàòåëü ê p(q).

1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïðîñòðàíñòâî LΨ[0, 1) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê LΦ[0, 1) òîëüêî â ñëó-

÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ Φ óäîâëåòâîðÿåò ∆2�óñëîâèþ, òåì íå ìåíåå ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. [9, ãëàâà 4, òåîðåìà (10.7)] Åñëè äëÿ ëþáîé f ∈ LΦ[0, 1)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü dn =
1∫

0
f(x)gn(x) dx îãðàíè÷åíà, òî gn ∈ LΨ äëÿ âñåõ

n è ‖gn‖Ψ = O(1).

Ïðè Φ(u) = up/p, p > 1, èìååì Ψ(u) = uq
′
/q′, ïîýòîìó çàêëþ÷åíèå

ëåììû âûãëÿäèò òàê: ‖gn‖q′ = O(1).

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé G íà [0, 1] íàçûâàåòñÿ ðàâíî-

ñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

δ > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû íåïåðåêðûâàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ

{(αi, βi]}ni=1 ⊂ [0, 1] ñî ñâîéñòâîì
n∑
i=1

(βi−αi) < δ è ëþáîé ôóíêöèè g ∈ G

èìååì

∣∣∣∣ n∑
i=1

(g(βi)− g(αi))

∣∣∣∣ 6 ε.

Ëåììà 2. [9, ãëàâà 4, �5)]. Åñëè ìíîæåñòâî G èçìåðèìûõ íà [0, 1)

ôóíêöèé òàêîâî, ÷òî
1∫

0
Φ(|g(x)|) dx 6 C äëÿ âñåõ g ∈ G (C íå çàâèñèò îò

g), òî ìíîæåñòâî {F (g)(x) :=
x∫
0
g(t) dt, g ∈ G} ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî

íåïðåðûâíî.
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Ëåììà 3. Ïóñòü äàí ðÿä
∞∑
k=0

ckχk(x) è Sn(x) =
n−1∑
k=0

ckχk(x). Åñëè ìíî-

æåñòâî {Fn(x)}∞n=0, ãäå Fn(x) =
x∫
0
Smn

(t) dt, ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî

íåïðåðûâíî, òî ñóùåñòâóåò f ∈ L[0, 1) òàêàÿ, ÷òî f̂(k) = ck, k ∈ Z+.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Èç ðàâíîñòåïåííîé àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè {Fn}∞n=0 ñëåäóåò, ÷òî

âñå Fn ∈ V [0, 1] è èõ âàðèàöèè íà [0, 1] îãðàíè÷åíû. Â ñàìîì äåëå, ïîä-

áèðàÿ δ ïî ε = 1, íàõîäèì ðàçáèåíèå {xi}Ni=0 îòðåçêà [0, 1] äèàìåòðà

ìåíüøå δ è ïîëó÷àåì, ÷òî âàðèàöèÿ êàæäîé ôóíêöèè Fn(x) íà ëþáîì

èç îòðåçêîâ [xi−1, xi], i = 1, ..., n íå ïðåâîñõîäèò 1. Ïîýòîìó âàðèàöèÿ

êàæäîé ôóíêöèè Fn(x) íà îòðåçêå [0, 1] íå ïðåâîñõîäèò N . Ïî òåîðå-

ìå Õåëëè [8, ãëàâà 8, �4] ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fnk(x)}∞k=1,

ñõîäÿùàÿñÿ âñþäó íà [0, 1] ê íåêîòîðîé ôóíêöèè F (x) ∈ V [0, 1]. Ïðè

ýòîì, åñëè

∣∣∣∣ n∑
i=1

(Fnk(βi)− Fnk(αi))
∣∣∣∣ < ε äëÿ âñåõ k, òî â ïðåäåëå ïîëó-

÷àåì

∣∣∣∣ n∑
i=1

(F (βi)− F (αi))

∣∣∣∣ < ε. Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâíîñòåïåííîé àáñî-

ëþòíîé íåïðåðûâíîñòè {Fn}∞n=0 ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü F .

Ïóñòü k ∈ [mi,mi+1), i ∈ Z+. Òîãäà ïðè nl > i+ 1 èìååì

1∫
0

F ′nl(t)χk(t) dt =

1∫
0

Smnl
(t)χk(t) dt = ck. (6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó χk(x) ïîñòîÿííà íà I
(i+1)
j :=

:= [j/mi+1, (j + 1)/mi+1) , 0 6 j 6 mi+1 − 1, èìååì

1∫
0

F ′nl(t)χk(t) dt =

mi+1−1∑
j=0

χk(j/mi+1) (Fnl((j + 1)/mi+1)− Fnl(j/mi+1)) .

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ïðè l→∞ ñõîäèòñÿ ê

mi+1−1∑
j=0

χk(j/mi+1) (F ((j + 1)/mi+1)− F (j/mi+1)) =
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=

mi+1∑
j=0

(j+1)/mi+1∫
j/mi+1

F ′nl(t)χk(t) dt =

1∫
0

F ′(t)χk(t) dt.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ f = F ′ ∈ L[0, 1) èìååì ck = f̂(k), k ∈ N. Ðàâåíñòâî
c0 = f̂(0) ëåãêî ïîëó÷èòü, ïðèáàâëÿÿ ê f êîíñòàíòó. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ Fn(x) =
x∫
0
σn(t)dt,

ãäå σn(t) = (S1(t) + .... + Sn(t))/n. Âìåñòî ðàâåíñòâà (6) áóäåì èìåòü
1∫

0
F ′nl(t)χk(t) dt = (1 − k/nl)Ck. Â îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ

ïðåæíèì.

Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà [0, 1), òàêîå, ÷òî

{χn}∞n=0 ⊂ X ⊂ L1[0, 1). Îíî íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè 1) ‖f‖1 6

6 C‖f‖X äëÿ âñåõ f ∈ X; 2) äëÿ âñåõ h ∈ [0, 1) èìååì ‖f(x ⊕ h)‖X =

= ‖f(x)‖X ; 3) ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà {χn}∞n=0 ïëîòíà âX. Ñëåäóþùàÿ ëåììà

äîêàçàíà â [10, c.155] äëÿ ñëó÷àÿ pn ≡ 2. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 4. Ïóñòü X� îäíîðîäíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íà [0, 1),

f ∈ X, g ∈ L[0, 1). Òîãäà f ∗ g ∈ X è ‖f ∗ g‖X 6 ‖f‖X · ‖g‖1.

Î÷åâèäíî, ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî è ïðèX = B[0, 1). Âî ââåäåíèè áûëî

îòìå÷åíî, ÷òî (Lp,q[0, 1))∗ = Lp
′,q′[0, 1) ïðè 1 < p < ∞, 1 6 q < ∞. Èç

òåîðåìû Áàíàõà�Øòåéíãàóçà âûòåêàåò

Ëåììà 5. Ïóñòü 1 < p <∞, 1 6 q <∞, è äëÿ ëþáîé f ∈ Lp,q[0, 1) ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü dn =
1∫

0
f(x)gn(x) dx îãðàíè÷åíà. Òîãäà gn ∈ Lp

′,q′[0, 1)

äëÿ âñåõ n è ‖gn‖p′,q′ = O(1).

Ëåììà 6. Ïóñòü 1 < p < ∞ è 1 6 p1 < p < p2 < ∞, 1 < q < ∞.

Òîãäà

Lp2[0, 1) ⊂ Lp,1[0, 1) ⊂ Lp,q[0, 1) ⊂ Lp,∞ ⊂ Lp1[0, 1),

ïðè÷åì âñå âëîæåíèÿ íåïðåðûâíû.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Îöåíèì íîðìó ‖f‖p,1 ÷åðåç ‖f‖p2
. Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ã�åëüäåðà

‖f‖p,1 =
1

p

1∫
0

t1/pf ∗(t)/t dt 6

6 p−1

 1∫
0

(f ∗(t))p2 dt

1/p2

·

 1∫
0

tp
′
2(1/p−1) dt

1/p′2

6 C1‖f‖p2
, (7)

ïîñêîëüêó x/(x − 1) óáûâàåò ïðè x > 1 è p′2 = p2/(p2 − 1) < p/(p − 1),

òî åñòü ïîêàçàòåëü ïðè t â ïðàâîé ÷àñòè (7) áîëüøå −1. Ïóñòü òåïåðü

‖f‖p∞ = sup
t∈(0,1)

t1/pf ∗(t) < ∞. Òîãäà ‖f‖p1
p1

=
1∫

0
(f ∗(t))p1 dt 6

1∫
0
‖f‖p1

p∞ ·

t−p1/p dt 6 C2‖f‖p1
p∞, òàê êàê −p1/p > −1. Ñðåäíèå âëîæåíèÿ îòìå÷åíû

âî ââåäåíèè. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ìíîæåñòâî G èçìåðèìûõ íà [0, 1) ôóíêöèé òàêîâî,

÷òî ‖g‖p,q 6 C äëÿ âñåõ g ∈ G è íåêîòîðûõ p ∈ (1,∞), q ∈ [1,∞], òî

ìíîæåñòâî {F (g)(x) : g ∈ G} ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíî.

Âûòåêàåò èç ëåìì 2 è 6, åñëè âçÿòü Φ(u) = up1, ãäå 1 < p1 < p.

Ëåììà 7. 1) Ïóñòü Φ óäîâëåòâîðÿåò ∆2�óñëîâèþ. Òîãäà ëèíåéíàÿ

îáîëî÷êà {χn}∞n=0 ïëîòíà â LΦ[0, 1) è

Emn
(f)Φ 6 ‖f − Smn

(f)‖Φ 6 ωn(f)Φ 6 2Emn
(f)Φ. (5′)

2) Ïóñòü 1 < p < ∞, 1 6 q 6 ∞. Òîãäà ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà {χn}∞n=0

ïëîòíà â Lp,q[0, 1) è

Emn
(f)pq 6 ‖f − Smn

(f)‖pq 6 ωn(f)pq 6 2Emn
(f)pq. (5′′)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Èç àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ‖ · ‖Φ ïðè ∆2�óñëîâèè íà Φ (ñì. [2,

�10, òåîðåìà 10.3]) è òåîðåìû Ëóçèíà ñëåäóåò ïëîòíîñòü ïðîñòðàíñòâà
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íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[0, 1] â LΦ[0, 1). Ïëîòíîñòü æå ëèíåéíîé îáî-

ëî÷êè {χn}∞n=0 â C[0, 1] õîðîøî èçâåñòíà(ñì., íàïðèìåð, íåðàâåíñòâî (5)

ïðè p =∞). Òàêæå èç íåðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò ïëîòíîñòü ëèíåéíîé îáî-

ëî÷êè {χn}∞n=0 â ëþáîì L
p[0, 1), 1 6 p <∞, à â ñèëó ëåììû 6 è â ëþáîì

Lp,q[0, 1), ãäå 1 < p < ∞ è 1 6 q 6 ∞. Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî íîð-

ìû ‖ · ‖Φ è ‖ · ‖p,q èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, è ÷òî LΦ[0, 1) è

Lp,q[0, 1) ïðè óñëîâèÿõ 1) èëè 2) âëîæåíû íåïðåðûâíî â L[0, 1). Çíà÷èò,

ïðîñòðàíñòâà LΦ[0, 1) è Lp,q[0, 1) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè è ëåâûå íåðà-

âåíñòâà (5′) è (5′′) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî (5) ñ ïðèìåíåíèåì ëåììû

4. Â äîêàçàòåëüñòâå æå ïðàâûõ íåðàâåíñòâ (5′) è (5′′) èñïîëüçóåòñÿ òîëü-

êî èíâàðè- àíòíîñòü íîðìû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà è ïîñòîÿíñòâî tn(x⊕h)

ïðè óñëîâèÿõ tn ∈ Pmn
è h ∈ [0, 1/mn) (ñì. [1, �10.5]). Ëåììà äîêàçàíà.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1. 1) Ðÿä
∞∑
k=0

ckχk(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè g ∈

LΦ[0, 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ Smn
(t) :=

mn−1∑
k=0

ckχk(x) ñïðàâåä-

ëèâî íåðàâåíñòâî ‖Smn
‖Φ 6 C, ãäå C íå çàâèñèò îò n.

2) Ðÿä
∞∑
k=0

ckχk(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè g ∈ Lp,q[0, 1),

1 < p < ∞, 1 6 q 6 ∞, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ‖Smn
‖p,q 6 C,

ãäå C íå çàâèñèò îò n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

1) Äëÿ Φ(x), óäîâëåòâîðÿþùåé ∆2�óñëîâèþ, íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ

‖Smn
‖Φ 6 C ëåãêî ñëåäóåò èç ëåìì 4 è 7. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî

ìåíåå òðèâèàëüíî. Ïóñòü g ∈ LΦ[0, 1) è ‖g‖Φ 6= 0. Êàê èçâåñòíî (ñì. [2,

�9, íåðàâåíñòâî(9.21)])

1∫
0

Φ(|g(x)|/‖g‖Φ) dx 6 1.
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Îòñþäà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Éåíñåíà (ñì. [8, ãëàâà 10, �5], ãäå îíî

ïðèâåäåíî â áîëåå îáùåé ôîðìå), èìååì

Φ (|Smn
(g)(x)|/‖g‖Φ) 6 Φ

 1∫
0

Dmn
(x	 t) · |g(t)| · ‖g‖−1

Φ dt

 6
6

1∫
0

Dmn
(x	 t)Φ(|g(t)|/‖g‖Φ) dt/

1∫
0

Dmn
(x	 t) dt =

=

1∫
0

Dmn
(x	 t)Φ (|g(t)|/‖g‖Φ) dt.

Ïîýòîìó

1∫
0

Φ (|Smn
(g)(x)|/‖g‖Φ) dx 6

1∫
0

1∫
0

Dmn
(x	 t) dx Φ

(
|g(t)|
‖g‖Φ

)
dt =

=

1∫
0

Φ

(
|g(t)|
‖g‖Φ

)
dt 6 1.

Èç íåðàâåíñòâà Þíãà [2, �2] ñëåäóåò, ÷òî

‖Smn(g)(x)|/‖g‖Φ‖Φ = sup


1∫

0

|Smn(g)(x)|/‖g‖Φ|f(x)| dx :

1∫
0

Ψ(|f |)(x) dx ≤ 1

 6

6

1∫
0

Φ (|Smn
(g)(x)|/‖g‖Φ) dx+ 1 6 2.

Çíà÷èò, ‖Smn
(g)‖Φ 6 2‖g‖Φ ïðè n ∈ Z+.

Ïóñòü òåïåðü ‖Smn
‖Φ 6 C. Òîãäà, êàê îòìå÷åíî âûøå,

1∫
0

Φ (|Smn
(x)|/C) dx 6 1 è ïî ëåììå 2 ôóíêöèè Fn(x) =

x∫
0
Smn

(t)/C dt

ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïî ëåììå

3 ñóùåñòâóåò g ∈ L[0, 1), òàêàÿ, ÷òî ĝ(k) = ck äëÿ âñåõ k ∈ Z+.
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Èçâåñòíî, ÷òî Smn
(g)(x) ñõîäÿòñÿ ï.â. ê g(x) äëÿ g ∈ L[0, 1)(ñì. [1,

�2.8]). Ïóñòü f � òàêîâà, ÷òî
1∫

0
Ψ(|f |)(x) dx 6 1. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà

1∫
0
|Smn

(g)(x)||f(x)| dx 6 C â ïðåäåëå ïî òåîðåìå Ôàòó ïîëó÷àåì

1∫
0

|g(x)| · |f(x)| dx 6 C,

îòêóäà ‖g‖Φ 6 C.

2) Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ ‖Smn
‖p,q 6 C âûòåêàåò èõ ëåììû 4 (ïðè

ïîìîùè ëåììû 7): ‖Smn
(g)‖p,q 6 ‖g‖p,q · ‖Dmn

‖1 = ‖g‖p,q. Ïóñòü òåïåðü
‖Smn

‖p,q 6 C, 1 < p <∞, 1 6 q 6∞. Òîãäà â ñèëó ëåììû 6 âûïîëíåíû

óñëîâèÿ ëåììû 2 äëÿ Φ(u) = up1, ãäå 1 < p1 < p. Ñíîâà ïî ëåììàì

2 è 3 (èëè ñëåäñòâèþ 1 è ëåììå 3) ñóùåñòâóåò g ∈ L[0, 1) òàêàÿ, ÷òî

ĝ(k) = ck, k ∈ Z+. Èçâåñòíî, ÷òî èç ñõîäèìîñòè gn(t) ê g(t) ï.â. íà [0, 1)

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü g∗n(t) ê g
∗(t) âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè g∗(t), ò.å.

ïî÷òè âñþäó (ñì. [11, ãëàâà 2, �2, ñâîéñòâî 11◦]). Ñíîâà ïðèìåíÿÿ òåîðåìó

Ôàòó, ïîëó÷àåì, ÷òî ‖g‖p,q 6 C.

Ñëåäñòâèå 2. 1) Ðÿä
∞∑
k=0

ckχk(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè g ∈

Hω
Φ, ãäå Φ óäîâëåòâîðÿåò ∆2�óñëîâèþ, â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

ñóùåñòâóþò êîíñòíàíòû C1, C2 > 0, òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ k, n ∈ N, h ∈
[0, 1/mk) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

‖Smn
(x⊕ h)− Smn

(x)‖Φ 6 C1ωk, (8)

‖Smn
(x)‖Φ 6 C2; (9)

2) Ðÿä
∞∑
k=0

ckχk(x) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè g ∈ Hω
p,q, 1 < p <∞,

1 6 q 6 ∞, â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû

C1, C2 > 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ k, n ∈ N, h ∈ [0, 1/mk) ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà

‖Smn
(x⊕ h)− Smn

(x)‖p,q ≤ C1ωk, (8′)
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‖Smn
(x)‖p,q 6 C2. (9′)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

1) Ïóñòü g ∈ Hω
Φ ⊂ LΦ[0, 1) è h ∈ [0, 1/mk). Òîãäà (9) èìååò ìåñòî ïî

òåîðåìå 1, à â ñèëó ëåìì 4 è 7

‖Smn
(x⊕ h)− Smn

(x)‖Φ 6 ‖Dmn
‖1‖g(x⊕ h)− g(x)‖Φ 6 ωk(g)Φ 6 C3ωk,

òî åñòü (8) òàêæå âûïîëíåíî. Åñëè âûïîëíåíû (8) è (9), òî ïî òåîðåìå 1

ñóùåñòâóåò g ∈ LΦ[0, 1), òàêàÿ, ÷òî ĝ(k) = ck ïðè âñåõ k ∈ Z+ è Smn
(x) =

= Smn
(g)(x) ïðè âñåõ n ∈ Z+. Èñïîëüçóÿ ñõîäèìîñòü ï.â. Smn

(g)(x) ê

g(x), ñíîâà ïî òåîðåìå Ôàòó ïîëó÷àåì

‖g(x⊕ h)− g(x)‖Φ 6 C1ωk,

îòêóäà g ∈ Hω
Φ.

2) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó 1) è òàêæå èñïîëüçóåò

ëåììû 4, 7 è òåîðåìó 1.

Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íûé ñëåäñòâèþ 2 ðåçóëüòàò ìîæíî äîêàçàòü

äëÿ êëàññîâ Hω
∞ è Hω

1 . Óñëîâèå (8) çàìåíÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì íà

‖Smn
(x ⊕ h) − Smn

(x)‖p 6 C1ωk,, ãäå p = 1 èëè p = ∞. Óñëîâèå æå

(9) ñëåäóåò çàìåíèòü íà ôóíäàìåíòàëüíîñòü {Smn
(x)}∞n=0 â L

1[0, 1) èëè

C∗[0, 1) (ñð. ñ òåîðåìàìè (4.2) è (5.5) â [9, ãëàâà 4], à òàêæå ñ òåîðåìàìè

15 è 17 â [12]).

Òåîðåìà 2. 1) Âêëþ÷åíèå {λk}∞k=0 ∈ (LΦ, E), ãäå E = B[0, 1) èëè

E = C∗[0, 1) ðàâíî- ñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ g ∈ LΨ[0, 1), òàêîé, ÷òî

ĝ(k) = λk ïðè âñåõ k ∈ Z+.

2) Âêëþ÷åíèå {λk}∞k=0 ∈ (Lp,q, E), ãäå E = B[0, 1) èëè E = C∗[0, 1),

1 < p < ∞, 1 6 q < ∞, ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ g ∈ Lp,q[0, 1),

òàêîé, ÷òî ĝ(k) = λk ïðè âñåõ k ∈ Z+.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

1) Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ g ∈ LΨ[0, 1) ìû äîêàæåì äëÿ E = B[0, 1), à

äîñòàòî÷íîñòü � äëÿ E = C∗[0, 1). Ïóñòü f ∈ LΦ[0, 1), {λk}∞k=0 ∈ (LΦ, B),

òî åñòü ñóùåñòâóåò p ∈ B[0, 1), òàêàÿ ÷òî ĥ(k) = λkf̂(k) ïðè k ∈ Z+.

Ïîñêîëüêó (h ∗ Dmn
)(k) ðàâíû λkf̂(k) ïðè 0 6 k < mn è ðàâíû íóëþ

ïðè k 6 mn, à äëÿ ln =
mn−1∑
k=0

λkχk êîýôôèöèåíòû (f ∗ ln)(k) èìåþò òå æå

çíà÷åíèÿ, òî ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè h ∗ Dmn
= f ∗ ln. Â ÷àñòíîñòè,

çíà÷åíèÿ

|h ∗Dmn
(0)| = |f ∗ ln(0)| = |

1∫
0

f(t)ln(0	 t) dt|

îãðàíè÷åíû äëÿ ëþáîé f ∈ LΦ[0, 1). Ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì ‖ln‖Ψ 6 C1,

è ïî òåîðåìå 1 íàéäåòñÿ g ∈ LΨ[0, 1), òàêàÿ, ÷òî ĝ(k) = λk, k ∈ Z+.

Îáðàòíî, ïóñòü f ∈ LΦ[0, 1), g ∈ LΨ[0, 1). Òîãäà áëàãîäàðÿ íåðàâåíñòâó

Ã�åëüäåðà (3) èìååì

|f ∗ g(x⊕ h)− f ∗ g(x)| ≤ ‖f(· ⊕ h)− f(·)‖Φ‖g‖Ψ,

îòêóäà f ∗ g ∈ C∗[0, 1) è {ĝ(k)}∞k=0 = {λk}∞k=0 ∈ (LΦ, C
∗).

2) Â îáîçíà÷åíèÿõ ïóíêòà 1) ïðè f ∈ Lp,q[0, 1) ñíîâà èìååì îãðàíè÷åí-

íîñòü f ∗ ln(0), îòêóäà ïî ëåììå 5 ‖ln‖p′,q′ 6 C1. Òàê êàê 1 < p′ <∞, ïî

òåîðåìå 1 íàõîäèì g ∈ Lp′,q′[0, 1) òàêóþ, ÷òî ĝ(k) = λk, k ∈ Z+. Îáðàòíîå

óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Ã�åëüäåðà (4). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè òåîðåìû 2 äëÿ ñëó÷àåâ L1[0, 1) è B[0, 1).

Òåîðåìà 3. 1) Âêëþ÷åíèå {λk}∞k=0 ∈ (B,C∗) ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâî-

âàíèþ g ∈ L1[0, 1), òàêîé, ÷òî ĝ(k) = λk äëÿ âñåõ k ∈ Z+.

2) Âêëþ÷åíèå {λk}∞k=0 ∈ (L1, B) (èëè (L1, C∗)) ðàâíîñèëüíî ñóùå-

ñòâîâàíèþ g ∈ B[0, 1), òàêîé, ÷òî ĝ(k) = λk äëÿ âñåõ k ∈ Z+.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

1) Ïóñòü f ∈ B[0, 1) è {λk}∞k=0 ∈ (B,C∗). Òîãäà ñóùåñòâóåò h ∈
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C∗[0, 1), òàêàÿ, ÷òî ĥ(k) = λkf̂(k) ïðè k ∈ Z+ è |h ∗ Dmn
(0)| =

= |
1∫

0
f(t)ln(	t) dt| ñõîäÿòñÿ ê h(0) (ñíîâà ln =

n−1∑
k=0

ckχk). Ñîãëàñíî ñëåä-

ñòâèþ èç òåîðåìû Áàíàõà�Øòåéíãàóçà [9, ãëàâà 4, òåîðåìà(9.11)] íîð-

ìû ‖ln‖1 îãðàíè÷åíû, à ñîãëàñíî òåîðåìå (9.13) èç [9, ãëàâà 4] ôóíêöèè

Ln(x) =
x∫
0
ln(u) du ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû. Â ñèëó ëåììû

3 ñóùåñòâóåò g ∈ L1[0, 1), òàêàÿ, ÷òî ĝ(k) = λk, k ∈ Z+. Îáðàòíî, åñëè

f ∈ B[0, 1), g ∈ L[0, 1), ĝ(k) = λk, k ∈ Z+, òî äëÿ h = f ∗ g èìååì

ĥ(k) = λkf̂(k) è

‖h(· ⊕ t)− h(·)‖∞ 6 ‖f‖∞‖g(· ⊕ t)− g(t)‖1 → 0

ïðè t→ 0, ò.å. h ∈ C∗[0, 1).

2) Ïóñòü f ∈ L1[0, 1), {λk}∞k=0 ∈ (L1, B), òîãäà ñóùåñòâóåò h ∈ B[0, 1),

òàêàÿ ÷òî ĥ(k) = λkf̂(k), k ∈ Z+. Ñíîâà h∗Dmn
= f ∗ ln è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü |h∗Dmn
(0)| = |

1∫
0
f(t)ln(	t) dt| îãðàíè÷åíà. Ñíîâà ïî òåîðåìå (9.11)

èç [9, ãëàâà 4] ôóíêöèè ln(x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Îòñþäà ñîãëàñíî

ëåììå 2 èç [13] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå g ∈ B[0, 1), òàêîé, ÷òî ĝ(k) = λk,

k ∈ Z+. Îáðàòíî, åñëè f ∈ B[0, 1), g ∈ B[0, 1), ĝ(k) = λk, k ∈ Z+, òî

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1) èìååì f ∗ g ∈ C∗[0, 1) ⊂ B[0, 1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðè pn ≡ 2 äîñòàòî÷íîñòü â ïóíêòå 1) òåîðåìû 3 áûëà

äîêàçàíà Ìîðãåíòà- ëåðîì [12, òåîðåìà 19].

Òåîðåìà 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=0 ïðèíàäëåæèò êëàññó

(E,Hω
∞) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1) ïðè E = L[0, 1) ñóùåñòâóåò g(f) ∈ Hω
∞, òàêàÿ, ÷òî ĝ(k) = λk,

k ∈ Z+;

2) ïðè E = B[0, 1) ñóùåñòâóåò g ∈ Hω
1 , òàêàÿ, ÷òî ĝ(k) = λk, k ∈ Z+;

3) ïðè E = LΦ[0, 1) ñóùåñòâóåò g ∈ Hω
Ψ, òàêàÿ, ÷òî ĝ(k) = λk, k ∈ Z+;

4) ïðè E = Lp,q[0, 1), 1 < p < ∞, 1 6 q < ∞, ñóùåñòâóåò g ∈ Hω
p′,q′,
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òàêàÿ, ÷òî ĝ(k) = λk, k ∈ Z+.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

1) Ïóñòü E = L[0, 1), f ∈ L[0, 1) è {λk}∞k=0 ∈ (L,Hω
∞). Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò g(f) ∈ C∗[0, 1), äëÿ êîòîðîé ĝ(k) = λkf̂(k), k ∈ Z+. Ïî òåîðåìå 3

íàéäåòñÿ ϕ ∈ B[0, 1), òàêàÿ, ÷òî ϕ̂(k) = λk ïðè k ∈ Z+, ïðè÷åì g = ϕ∗f .
Ïî ëåììå [6.5.2] èç [14] îïåðàòîð g(f) îãðàíè÷åí èç L â Hω

∞. Ïîýòîìó ïðè

‖f‖1 6 1 âåëè÷èíû

|(g(x⊕ h)− g(x))/ωn| =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f(t)(ϕ(x⊕ h	 t)− ϕ(x	 t))/ωn dt

∣∣∣∣∣∣
îãðàíè÷åíû ïîñòîÿííîé C1, âûáîð êîòîðîé íå çàâèñèò îò x ∈ [0, 1) è

h ∈ [0, 1/mn), n ∈ Z+. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì n ∈ Z+ è h ∈ [0, 1/mn) ïî

òåîðåìå 9.11 èç [9,ãëàâà 4]

‖ϕ(· ⊕ h)− ϕ(·)/ωn‖∞ 6 C1.

Â îáùåì ñëó÷àå çäåñü ñòîèò íîðìà â L∞[0, 1), íî òàê êàê ϕ ∈ B[0, 1),

çäåñü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàâíîìåðíóþ íîðìó.

Îáðàòíî, åñëè f ∈ L[0, 1), ϕ ∈ Hω
∞, ϕ̂(k) = λk, k ∈ Z+, òî (f ∗ g)(̂k) =

= λkf̂(k), k ∈ Z+, è ïðè ýòîì ïî ëåììå 4 ‖(f ∗ϕ)(x⊕h)− (f ∗ϕ)(x)‖∞ 6
6 ‖f‖1‖ϕ(u⊕h)−ϕ(u)‖∞ 6 C2ωn ïðè âñåõ h ∈ [0, 1/mn), òî åñòü f ∗ϕ ∈
Hω
∞.

2) Ïóñòü f ∈ B[0, 1) è {λk}∞k=0 ∈ (B,Hω
∞) ⊂ (B,C∗). Ïî òåîðå-

ìå 3 íàéäåì ϕ ∈ L[0, 1), òàêóþ, ÷òî λk = ϕ̂(k), k ∈ Z+. Ñíîâà èñ-

ïîëüçóÿ òåîðåìó (9.11) èç [9, ãëàâà 4], ïîëó÷àåì (àíàëîãè÷íî 1)), ÷òî

‖ϕ(x ⊕ h) − ϕ(x)‖1/ωn 6 C3 ðàâíîìåðíî ïî n ∈ Z+ è h ∈ [0, 1/mn).

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, êàê è â 1), ñëåäóåò èç ëåììû 4.

3) Ïóñòü f ∈ LΦ[0, 1) è {λk}∞k=0 ∈ (LΦ, H
ω
∞). Ïóñòü g ∈ Hω

∞ ⊂ C∗[0, 1)

òàêîâà, ÷òî ĝ(k) = λkf̂(k), k ∈ Z+. Ïî òåîðåìå 2 íàéäåì ϕ ∈ LΨ[0, 1) òà-
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êóþ, ÷òî λk = ϕ̂(k), k ∈ Z+. Ïî ëåììå 1 èç ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè∣∣∣∣g(x⊕ h)− g(x)

ωn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f(t)
ϕ(x⊕ h	 t)− ϕ(x	 t)

ωn
dt

∣∣∣∣∣∣
ïî x ∈ [0, 1) è h ∈ [0, 1/mn) âûâîäèì îãðàíè÷åííîñòü ‖ϕ(u⊕ h)−ϕ(u)‖ ·
ω−1
n , ϕ ∈ Hω

Ψ. Åñëè æå f ∈ LΦ[0, 1), ϕ ∈ Hω
∞, òî, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó

Ã�åëüäåðà (3), èìååì

|f ∗ ϕ(x⊕ h)− f ∗ ϕ(x)| 6 ‖f‖Φ · ‖ϕ(u⊕ h)− ϕ(u)‖Ψ 6 C2ωn,

îòêóäà f ∗ ϕ ∈ Hω
∞.

4) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó 3), òîëüêî âìåñòî ëåì-

ìû 1 èñïîëüçóåòñÿ ëåììà 5, à âìåñòî ëåììû 3 � ëåììà 4.

Òåîðåìà 5. 1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=0 ïðèíàäëåæèò êëàññó

(LΦ, V ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ϕ ∈ V (1,Φ), òàêàÿ

÷òî λk = ϕ̂(k) ïðè âñåõ k ∈ Z+.

2) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=0 ïðèíàäëåæèò êëàññó (Lp,q, V ),

1 < p < ∞, 1 6 q < ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò

ϕ ∈ V (1, p′, q′), òàêàÿ ÷òî λk = ϕ̂(k) ïðè âñåõ k ∈ Z+.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

1) Ïóñòü f ∈ LΦ[0, 1), {λk}∞k=0 ∈ (LΦ, V ) ⊂ (LΦ, B). Ïî òåîðåìå 2

ñóùåñòâóåò ϕ ∈ LΨ[0, 1), òàêàÿ ÷òî ϕ̂(k) = λk, k ∈ Z+. Åñëè g = f ∗ ϕ è

{(αi, βi]}∞i=1 � ñîâîêóïíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ èç [0, 1),

òî ∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

(g(βi)− g(αi))

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f(t)
∞∑
i=1

(ϕ(βi 	 t)− ϕ(αi 	 t)) dt

∣∣∣∣∣∣ . (10)

Ïî ëåììå 1 èç îãðàíè÷åííîñòè ëåâîé ÷àñòè (10) ñëåäóåò îãðàíè÷åí-

íîñòü íîðì ∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

(ϕ(βi 	 t)− ϕ(αi 	 t))

∥∥∥∥∥
Ψ

.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ϕ ∈ V (1,Ψ).

Îáðàòíî, åñëè f ∈ LΦ[0, 1), ϕ ∈ V (1,Ψ), g = f ∗ ϕ, òî ïî íåðàâåíñòâó
Ã�åëüäåðà èç (10) ìû âûâîäèì, ÷òî∣∣∣∣∣

∞∑
i=1

(g(βi)− g(αi))

∣∣∣∣∣ 6 ‖f(t)‖Φ ·

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

(ϕ(βi 	 t)− ϕ(αi 	 t))

∥∥∥∥∥
Ψ

6 C1,

ãäå {(αi, βi]}∞i=1 � ñîâîêóïíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ èç

[0, 1), à C1 çàâèñèò îò f è ϕ.

2) Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî 1) ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 5 è íåðàâåí-

ñòâà Ã�åëüäåðà (4). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6. 1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=0 ïðèíàäëåæèò êëàññó

(LΨ, AC) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ϕ ∈ AC(Φ), òàêàÿ

÷òî λk = ϕ̂(k) ïðè âñåõ k ∈ Z+;

2) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=0 ïðèíàäëåæèò êëàññó (Lp,q, AC),

1 < p < ∞, 1 6 q < ∞, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò

ϕ ∈ AC(p′, q′), òàêàÿ ÷òî λk = ϕ̂(k) ïðè âñåõ k ∈ Z+.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

2) Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ ϕ ∈ AC(p′, q′), êàê è â òåîðåìå 5, ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâà Ã�åëüäåðà (4). Ïóñòü f ∈ Lp,q[0, 1), 1 < p <∞, 1 6 q <∞, à

ôóíêöèÿ g ∈ AC[0, 1) òàêîâà, ÷òî ĝ(k) = λkf̂(k), Pn = {(α(n)
i , β

(n)
i ]}N(n)

i=1 �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîâîêóïíîñòåé íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ,

òàêàÿ ÷òî

lim
n→∞

N(n)∑
i=1

(
β

(n)
i − α

(n)
i

)
= 0. (11)

Òàê êàê g ∈ AC[0, 1), òî ñóùåñòâóåò {γn}, òàêàÿ ÷òî γn > 0 ïðè âñåõ

n ∈ N, lim
n→∞

γn = 0 è ∣∣∣∣∣∣
N(n)∑
i=1

(
g(β

(n)
i )− g(α

(n)
i )
)∣∣∣∣∣∣ 6 1,
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îòêóäà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5 ïî ëåììå 5 âûâîäèòñÿ îãðà-

íè÷åííîñòü ∥∥∥∥∥∥
N(n)∑
i=1

(
ϕ(β

(n)
i 	 t)− ϕ(α

(n)
i 	 t)

)∥∥∥∥∥∥
p′,q′

· γ−1
n .

Çäåñü ϕ ∈ V (1, p′, q′) � ôóíêöèÿ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé äîêàçàíî â

òåîðåìå 5. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Pn ñ óêàçàííûìè âûøå

ñâîéñòâàìè ∥∥∥∥∥∥
N(n)∑
i=1

(
ϕ(β

(n)
i 	 t)− ϕ(α

(n)
i 	 t)

)∥∥∥∥∥∥
p′,q′

→ 0

ïðè n → ∞. Åñëè, íåñìîòðÿ íà ýòî, ϕ /∈ AC(p′, q′), òî íàéäóòñÿ ε0 è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Pn ñî ñâîéñòâîì (11), òàêàÿ ÷òî∥∥∥∥∥∥
N(n)∑
i=1

(
ϕ(β

(n)
i 	 t)− ϕ(α

(n)
i 	 t)

)∥∥∥∥∥∥
p′,q′

> ε0

÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå. 1) Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî 2).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà ïðè âûïîëíåíèè ∆2� óñëîâèÿ äëÿ Φ ñîâïàäàåò ñ

îäíèì èç óòâåðæäåíèé òåîðåìû 6 èç 15.

Òåîðåìà 7. 1) Óñëîâèå {λk}∞k=0 ∈ (L1, LΦ), ãäå Φ óäîâëåòâîðÿåò

∆2� óñëîâèþ, ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ϕ ∈ LΦ[0, 1), òàêîé ÷òî

ϕ̂(k) = λk ïðè âñåõ k ∈ Z+;

2) Óñëîâèå {λk}∞k=0 ∈ (L1, Lp,q), 1 < p < ∞, 1 < q < ∞, ðàâíîñèëüíî

ñóùåñòâîâàíèþ ϕ ∈ Lp′,q′[0, 1), òàêîé ÷òî ϕ̂(k) = λk ïðè âñåõ k ∈ Z+.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

2) Ïóñòü f ∈ L1[0, 1), {λk}∞k=0 ∈ (L1, Lp,q), à h ∈ Lp′,q′[0, 1). Ïî òåîðå-

ìå 2 èìååì {ĥk}∞k=0 ∈ (Lp,q, B), ïîýòîìó {λkĥk}∞k=0 ∈ (L,B) äëÿ ëþ-

áîé h ∈ Lp′,q′[0, 1). Ïî òåîðåìå 3 ñóùåñòâóåò g ∈ B[0, 1), òàêàÿ ÷òî

λkĥk = ĝ(k), k ∈ Z+. Òàêèì îáðàçîì, {λk}∞k=0 ∈ (Lp,q, B). Ñíîâà ïî



23

òåîðåìå 2 ñóùåñòâóåò ϕ ∈ Lp,q[0, 1), òàêàÿ ÷òî ϕ̂(k) = λk, k ∈ Z+. Îáðàò-

íîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 4 äëÿ X = Lp,q[0, 1). Óòâåðæäåíèå

1) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî 2). Ââèäó ïðèìåíåíèÿ ëåììû 4 ïðèõîäèòñÿ

ââîäèòü ∆2 � óñëîâèå íà Φ.
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ÓÄÊ 511.3

À.Å. ÊÎÐÎÒÊÎÂ, Å.Â. ÑÅÖÈÍÑÊÀß

Îá îäíîì êëàññå ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ïðèíèìàþùèõ

òðàíñöåíäåíòíûå çíà÷åíèÿ â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ

Â 1881 ãîäó Ëèíäåìàí äîêàçàë, ÷òî ôóíêöèÿ ez â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷-

êàõ α 6= 0 ïðèíèìàåò òðàíñöåíäåíòíûå çíà÷åíèÿ [1]. Ïîçäíåå, â 1885 ãî-

äó Ê. Âåéåðøòðàññ äîêàçàë áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî, åñëè

α1, . . . , αn, n > 2, ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå, à c1, . . . , cn � àëãåáðàè÷å-

ñêèå, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òî

c1e
α1 + · · ·+ cne

αn 6= 0.

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ îäíî óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå ðàñ-

øèðèòü êëàññ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî àíàëîã òåîðåìû Ëèí-

äåìàíà.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä

f1 (z) =
∞∑
n=0

anz
n
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ñõîäèòñÿ ïðè |z| < 1 è ôóíêöèÿ f1 (z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) f1 (0) � àëãåáðàè÷åñêîå, íå ðàâíîå íóëþ;

2) äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ àëðåáðàè÷åñêèõ

α1, . . . , αn, n > 2, |αi| < 1,

è àëãåáðàè÷åñêèõ c1, . . . , cn, íå âñåõ ðàâíûõ íóëþ

c1f1 (α1) + · · ·+ cnfn (αn) 6= 0.

Ïóñòü äàëåå, bn � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ÷èñåë ñ ïåðèîäîì d > 3. Òîãäà ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ñòåïåííûì

ðÿäîì

f (z) =
∞∑
n=0

anbnz
n

ïðèíèìàåò òðàíñöåíäåíòíûå çíà÷åíèÿ â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ α 6= 0,

|α| < 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ëåãêî âèäíî, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä

f2 (z) =
∞∑
n=0

bnz
n (1)

îïðåäåëÿåò ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ R (z), ïîëþñû êîòîðîé ëåæàò â êîð-

íÿõ ñòåïåíè d èç åäèíèöû.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïîçèòà ðÿäîâ f1 (z) è

f2 (z) [2]:

f (z) =
1

2πı

∫
C

f1 (u) f2

(z
u

) du
u
, (2)

ãäå |z| < 1 ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè C.

Ðàçëîæèì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ R (z), îïðåäåëåííóþ ðÿäîì (1) â

ñóììó ïðîñòåéøèõ:

R (z) =
k∑
j=1

Aj

z − αj
,
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ãäå Aj è αj � àëãåáðàè÷åñêèå.

Òîãäà, èíòåãðàë (2) áóäåò ðàâåí

f (z) =
1

2πı

k∑
j=1

Aj

∫
C

f1 (u)

u− z
αj

du.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðè |z| < 1, z = 0 è z àëãåáðàè÷åñêèõ, â ñèëó óñëî-

âèé íà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f1 (z) â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ, óòâåðæäåíèå

òåîðåìû.
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Å.Â. ÊÎÐÎÁ×ÅÍÊÎ

Ãîìîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíñòðóêöèè îêàéìëåíèÿ

òîëåðàíòíûõ ñèíãóëÿðíûõ êóáîâ

Â ñòàòüå îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ îêàéìëåíèÿ òîëåðàíòíûõ ñèíãóëÿðíûõ

(ÒÑ) êóáîâ è äîàêàçàíà åå ãîìîëîãè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü.

Â ãîìîëîãè÷åñêîé è ãîìîòîïè÷åñêîé òåîðèè òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ

âàæíóþ ðîëü èãðàåò êîíñòðóêöèÿ ïîëíîãî äâîéíîãî çàìåäëåíèÿ ÒÑ êó-

áîâ (ñì. [3]). Îäíàêî íåñìîòðÿ íà ïëîäîòâîðíîñòü ýòîé êîíñòðóêöèè, åå

ïðèëîæåíèÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñëîæíû è ÿâëåþòñÿ ÷ðåçìåðíî ãðî-

ìîçäêèìè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ áîëåå óìåñòíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíèì êîíñòðóê-

öèè îêàéìëåíèÿ ÒÑ êóáîâ.
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Îïðåäåëåíèå 1. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå u : (Im, ιm) → (X, τ),

ãäå m = (m1, . . . ,mn) ∈
n
×N, n ∈ N, íàçîâåì n-ìåðíûì òîëåðàíòíûì

ñèíãóëÿðíûì êóáîì ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

Äëÿ n > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Qn(X) àáåëåâó ãðóïïó, ñâîáîäíî ïîðîæ-

äåííóþ íàä Z âñåìè n-ìåðíûìè ÒÑ êóáàìè ïðîñòðàíñòâà (X, τ), è ïî-

ëîæèì Qn(X) = 0 äëÿ n < 0. Ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû Qn(X) áóäåì

íàçûâàòü n-ìåðíûìè òîëåðàíòíûìè êóáè÷åñêèìè ñèíãóëÿðíûìè öåïÿìè

(ÒÊÑ öåïÿìè) â (X, τ).

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N îïðåäåëèì ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì

∂n : Qn(X) → Qn−1(X), çàäàâàåìûé íà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ

u
(
k1

m1
, . . . , knmn

)
: (Im, ιm)→ X ôîðìóëîé

∂nu =
n∑
j=1

(−1)j
[
d0
j(u)− d1

j(u)
]
,

ãäå

dεj(u) = u

(
k1

m1
, . . . ,

kj−1

mj−1
, ε,

kj+1

mj+1
, . . . ,

kn
mn

)
, ε = 0, 1.

Äëÿ n 6 0 ïîëàãàåì ∂n = 0.

Îáû÷íûì ñïîñîáîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (∀ n ∈ Z) ∂n−1 ◦ ∂n = 0, ÷òî

ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î öåïíîì êîìïëåêñå {Qn(X), ∂n} ÒÊÑ öåïåé ïðî-

ñòðàíñòâà (X, τ). Ëþáîå òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå f : (X, τ) → (Y, ϑ)

èíäóöèðóåò öåïíîå îòîáðàæåíèå {Qn(f) : Qn(X) → Qn(Y )}, êîòîðîå íà
îáðàçóþùèõ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Qn(f)(u) = f ◦ u.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ôóíêòîð, êîòîðûé âìåñòå ñ ãîìîëîãè÷åñêèì

ôóíêòîðîì íà êàòåãîðèè öåïíûõ êîìïëåêñîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ãîìî-

ëîãè÷åñêèé ôóíêòîð íà êàòåãîðèè òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ T0. Îäíàêî,

êàê è â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, ýòè ãîìîëîãèè ïîäëåæàò íîðìèðîâ-

êå, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäíîòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî áóäåò èìåòü

íåòðèâèàëüíûå ãîìîëîãèè âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ.
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Îïðåäåëåíèå 2. ÒC êóá u ðàçìåðíîñòè n > 0 íàçîâåì âûðîæäåííûì

ïî j-ìó àðãóìåíòó (j = 1, n), åñëè

(
∀ i = 1, n

) (
∀ ki = 0,mi

)

u

(
k1

m1
, . . . ,

kj
mj

, . . . ,
kn
mn

)
= u

(
k1

m1
, . . . , 0, . . . ,

kn
mn

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dn(X) ïîäãðóïïó â Qn(X), ñâîáîäíî ïîðîæäåííóþ

âñåìè âûðîæäåííûìè êóáàìè. Òàê êàê ∂n(Dn(X)) ⊂ Dn−1(X), òî èìååì

öåïíîé ôàêòîð-êîìïëåêñ {Cn(X) = Qn(X)/Dn(X), ∂n} íîðìàëèçîâàí-
íûõ ÒÊÑ öåïåé. Ïðè ýòîì òîëåðàíòíûå îòîáðàæåíèÿ f : (X, τ)→ (Y, ϑ)

èíäóöèðóþò öåïíûå îòîáðàæåíèÿ {Cn(f) : Cn(X) → Cn(Y )}, äåéñòâóþ-
ùèå íà ñâîáîäíûå îáðàçóþùèå u+Dn(X), u /∈ Dn(X) ïî ôîðìóëå

Cn(f)(u+Dn(X)) = Qn(f)(u) +Dn(X) = f ◦ u+Dn(X).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ôóíêòîð C = {Cn}, êîòîðûé â êîìïîçèöèè

ñ ãîìîëîãè÷åñêèì ôóíêòîðîì ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôóíêòîð òîëåðàíò-

íûõ êóáè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé (ÒÊÑ ãîìîëîãèé), ñîïîñòàâëÿ-

þùèé êàæäîìó ïðîñòðàíñòâó (X, τ) ãðóïïó

HQ(X) =
⊕
n>0

HQ
n (X)

df
=
⊕
n>0

Hn(Cn(X)).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü u :

(
n
×
i=1

Imi
,
n
×
i=1

ιmi

)
→ (X, τ) - ïðîèçâîëüíûé

ÒÑ êóá, l ∈ N. Òîãäà l - êðàòíî îêàéìëåííûì ÒÑ êóáîì äëÿ u íàçîâåì
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ÒÑ êóá, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uO(l) :

(
n
×
i=1

Imi+2l,
n
×
i=1

ιmi+2l

)
→ (X, τ)(

∀i = 1, n, ki = 0,mi + 2l
)
uO(l)

((
ki

mi+2l

)
i=1,n

)
df
= u

((
1
mi
r (mi, l, ki)

)
i=1,n

)
,

r(mi, l, ki) =


o, ki − l 6 0;

ki − l, 0 6 ki − l 6 mi;

mi, ki − l 6 mi.

(1)

Îïðåäåëèì ãîìîìðôèçì ϕ = {ϕn : Qn(X) −→ Qn(X)}n>0 íà ÒÊÑ öå-

ïÿõ, çàäàâ åãî íà âîáîäíûõ îáðàçóþùèõ ôîðìóëàìè:

(∀n > 0) ϕn(u) = uO(l), ϕ0(u) = u.

Èç (3) è îïðåäåëåíèÿ ∂ ñëåäóåò öåïíîå ñâîéñòâî äëÿ ϕ:

∂n(ϕn(u)) = ∂n

(
uO(l)

)
=

n∑
j=1

(−1)j
[
uO(l)|kj=0 − uO(l)|kj=mj+2l

]
=

=
n∑
j=1

(−1)j
[
(u|kj=0)

O(l) − (u|kj=mj
)O(l)

]
= ϕn−1(∂nu)

Èç (3) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âûðîæäåííûõ ÒÊÑ öåïåé èìååì:

(∀n > 0) ϕn(Dn(X)) ⊂ Dn(X).

Ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì öåïíîå îòîáðàæåíèå íà ïðèâåäåííûõ ÒÊÑ öå-

ïÿõ:

ϕX =
{
ϕXn : Cn(X) −→ Cn(X)

}
n>0 , ϕ

X
n (u+Dn(X))

df
= uO(l) +Dn(X),

êîòîðîå î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïî (X, τ).

Òåîðåìà 1. Èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ïî (X, τ) öåïíàÿ ãîìîòîïèÿ

ϕX ' 1C(X).



30

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïðèìåì êðàòêîå îáîçíà÷åíèå äëÿ Ò êóáîâ:

Im = I(m1,...,mn) =
n
×
i=1

Imi
, ιm = ι(m1,...,mn) =

n
×
i=1

ιmi
, mi ∈ N, i = 1, n, n ∈ N.

Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå 1Im ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ÒÑ êóáîì â

(Im, ιm), è ïîýòîìó

1Im ∈ Q(Im), 1Im /∈ Dn(Im), 1Im
df
= 1Im +Dn(Im) ∈ Cn(Im).

Ñâîáîäíûé áàçèñ ãðóïïû Cn(X) ñîñòîèò èç êëàññîâ u = u + Dn(X), ãäå

u ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ÒÑ êóáîâ â (X, τ). Òàê êàê

u = u ◦ 1Im +Dn(X) = Cn(u) (1Im +Dn(Im))

äëÿ u : (Im, ιm) −→ (X, τ), òî ñëåäîâàòåëüíî â Cn(X) èìååì ñâîáîäíûé

áàçèñ âèäà{
Cn(u)

(
1Im
)∣∣m ∈ n

×N, u ∈ HomT0
(Im, X), u /∈ Dn(X)

}
. (2)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêòîð C íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì (ñì. [1]), ò.ê.

(∀u ∈ HomT0
(Im, X), u ∈ Dn(X)) , Cn(u)

(
1Im
)

= 0. (3)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû äîëæíû äëÿ êàæäî-

ãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ) ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèçìîâ

DX = {DXn : Cn(X) −→ Cn+1(X)}n>0, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó

ãîìîòîïèè:

(∀n > 1) ∂n+1 ◦ DXn = ϕXn − 1Cn(X) −Dn−1 ◦ ∂n, (4)

à òàêæå ñâîéñòâó åñòåñòâåííîñòè

(∀f ∈ HomT0
(X, Y ), n > 0) Cn+1(f) ◦ DXn = DYn ◦ Cn(f). (5)
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Ãîìîìîðôèçìû DXn íàäî çàäàâàòü íà ýëåìåíòàõ ñâîáîäíîãî áàçèñà (2)

òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñâîéñòâî (5):

(∀n > 0)
(
∀m ∈

n
×N

)
(∀u ∈ Qn(X)Dn(X)) ,

DXn (u) = DXn
(
Cn(u)(1Im)

)
= Cn+1(u)

(
DImn (1Im)

)
,

(6)

è ïðè ýòîì ñâîéñòâî (3) ïîäñêàçûâàåò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

(∀u ∈ Dn(X)) , Cn+1(u)
(
DImn (1Im)

)
= 0. (7)

Ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâà (6) è (7) îáåñïå÷èâàþò ñâîéñòâî åñòåñòâåííî-

ñòè (5). Â ñàìîì äåëå, íà îáðàçóþùèõ èìååì:(
Cn+1(f) ◦ DXn

) (
Cn(u)

(
1Im
))

= Cn+1(f)
(
Cn+1(u)

(
DImn (1Im)

))
=

= Cn+1(f ◦ u)
(
DImn (1Im)

)
=


DYn
(
Cn(f ◦ u)(1Im)

)
, f ◦ u /∈ Dn(Y );

0, f ◦ u ∈ Dn(Y );(
DYn ◦ Cn(f)

) (
Cn(u)

(
1Im
))

= DYn
(
Cn(f ◦ u)(1Im)

)
=

=


DYn
(
Cn(f ◦ u)(1Im)

)
, f ◦ u /∈ Dn(Y );

DYn (0) = 0, f ◦ u ∈ Dn(Y ).

×òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèå (4), ìû äîëæíû èìåòü â ÷àñòíîñòè äëÿ

X = Im; ïðèìåíèòåëüíî ê ýëåìåíòó 1Im ∈ Cn(Im), ñëåäóþùåå

(
∀m ∈

n
×N, n > 0

)
∂n+1

(
DImn (1Im)

)
= ϕImn (1Im)−1Im−D

Im
n−1(∂n1Im). (8)

Ïîêàæåì, ÷òî èç ñâîéñòâ (6), (7) è (8) ñëåäóåò (4):(
∂n+1 ◦ DXn

) (
Cn(u)(1Im)

)
= ∂n+1

(
DXn

(
Cn(u)(1Im)

))
=

= ∂n+1
(
Cn+1(u)DImn

(
(1Im)

))
= Cn(u)

(
∂n+1DImn

(
(1Im)

))
=

= Cn(u)
(
ϕImn (1Im)− 1Im −D

Im
n−1(∂n1Im)

)
=
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= ϕXn
(
Cn(u)(1Im)

)
− 1Cn(X)

(
Cn(u)(1Im)

)
−DXn−1

(
Cn−1(u)(∂n1Im)

)
=

=
(
ϕXn − 1Cn(X) −Dn−1 ◦ ∂n

) (
Cn(u)(1Im)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì íàäî ïîñòðîèòü öåïè

DImn (1Im) ∈ Cn+1(u)(Im), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (7) è (8), à çàòåì

îïðåäåëèòü DXn ïî ôîðìóëå (6). Îïðåäåëèì äëÿ ýòîãî íåâûðîæäåííûå

ÒÑ êóáû

O(m;s) :
s
×
i=1

Imi+2l ×
n
×
i=s
Imi
−→

n
×
i=1

Imi
= Im, s = 1, n,

O(m;s)
(

k1

m1+2l , . . . ,
ks

ms+2l ,
k′s
ms
, . . . , knmn

)
df
=

(
1
m1
r(m1, l, k1), . . . ,

1
ms−1

r(ms−1, l, ks−1),
1
ms
max {r(ms, l, ks), k

′
s} , . . . , knmn

)
.

(9)

Òåïåðü îïðåäåëèì öåïü DImn (1Im) ∈ Cn+1(u)(Im):

DImn (1Im) = DImn
(
1Im +Dn(Im)

) df
=

n∑
s=1

(−1)s−1O(m;s) +Dn+1(Im). (10)

Èç (10) è (6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ u : (Im, ιm) −→ (X, τ) ïîëó÷àåì ôîð-

ìóëû

DXn (u+Dn(X)) =
n∑
s=1

(−1)s−1u ◦O(m;s) +Dn+1(X), (11)

u ◦ O(m;s)
(

k1

m1+2l , . . . ,
ks

ms+2l ,
k′s
ms
, . . . , knmn

)
=

u
(

1
m1
r(m1, l, k1), . . . ,

1
ms−1

r(ms−1, l, ks−1),
1
ms
max {r(ms, l, ks), k

′
s} , . . . , knmn

)
.

(12)

Èç ôîðìóë (11) è (12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âûðîæäåííîãî ÒÑ êóáà u ∈
Dn(X) âñå ñëàãàåìûå â öåïè (11) áóäóò âûðîæäåííûìè ÒÑ êóáàìè, è
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ñëåäîâàòåëüíî, DX
n (u) â ñëó÷àå u = 0. Ýòî çíà÷èò (ñì. (6)), ÷òî âûïîë-

íåíî ñâîéñòâî (7).

Ïåðåéäåì ê ïðîâåðêå ñâîéñòâà (8). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âñïîìîãà-

òåëüíûå íåâûðîæäåííûå ÒÑ êóáû

O(m;s) :
s
×
i=1

Imi+2l ×
n
×

i=s+1
Imi
−→

n
×
i=1

Imi
= Im, s = 0, n,

O(m;s)
(

k1

m1+2l , . . . ,
ks

ms+2l ,
ks+1

ms+1
, . . . , knmn

)
=

=
(

1
m1
r(m1, l, k1), . . . ,

1
ms
r(ms, l, ks),

ks+1

ms+1
, . . . , knmn

)
.

(13)

Ðàñïèøåì ëåâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (8):

∂n+1
(
DImn (1Im)

)
=

n∑
s=1

(−1)s−1

{
s−1∑
j=1

(−1)j
[
O(m;s)|kj=0 −O(m;s)|kj=mj+2l

]
+

+(−1)s
[
O(m;s)|ks=0 −O(m;s)|ks=ms+2l

]
+ (−1)s+1

[
O(m;s)|k′s=0 −O(m;s)|k′s=ms

]
+

+
n∑

j=s+1

(−1)j+1
[
O(m;s)|kj=0 −O(m;s)|kj=mj

]}
+Dn(Im).

(14)

Ôîðìóëû (9) è (13) ïîêàçûâàþò, ÷òî

O(m;s)|ks=0

(
k1

m1+2l , . . . ,
ks−1

ms−1+2l ,
k′s
ms
, . . . , knmn

)
=

=
(

1
m1
r(m1, l, k1), . . . ,

1
ms−1

r(ms−1, l, ks−1),
k′s
ms
, . . . , knmn

)
.

O(m;s)|k′s=0 = O(m;s−1). (15)

Èç (3) è (9) ñëåäóåò âûðîæäåííîñòü ïî àðãóìåíòó k′s
ms
:
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O(m;s)|ks=ms+2l

(
k1

m1+2l , . . . ,
ks−1

ms−1+2l , 1,
k′s
ms
, . . . , knmn

)
=

=
(

1
m1
r(m1, l, k1), . . . ,

1
ms−1

r(ms−1, l, ks−1), 1,
k′s
ms
, . . . , knmn

)
∈ Dn(Im).

(16)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

O(m;s)|k′s=0 = O(m;s). (17)

O(m;s)|k′s=ms
∈ Dn(Im). (18)

Âûïèøåì ñëàãàåìûå âèäà (15) è (17) â ñóììå (14) äëÿ äâóõ ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ çíà÷åíèé s è s+ 1 ñ ó÷åòîì èõ çíàêîâ:

(−1)s−1(−1)sO(m;s−1) + (−1)s−1(−1)s+1O(m;s)+

+(−1)s(−1)s+1O(m;s) + (−1)s(−1)s+2O(m;s+2).

Ïîñêîëüêó ñðåäíèå ñëàãàåìûå ñîêðàùàþòñÿ, òî â ñóììå (14) ñîêðàòÿòñÿ

âñå ïðîìåæóòî÷íûå ñëàãàåìûå âèäà (15) è (17) è îñòàíóòñÿ ëèøü êðàé-

íèå: âèäà(15) äëÿ s = 1 è âèäà (17) äëÿ s = n, òî åñòü (ñì.(13) è (3))

(−1)0(−1)1O(m;0) + (−1)n−1(−1)n+1O(m;n) = ϕImn (1Im)− 1Im.

Â ðåçóëüòàòå ôîðìóëó (14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

∂n+1
(
DImn (1Im)

)
= ϕImn (1Im)− 1Im+

+

{ ∑
16j<s6n

(−1)s+j−1
[
O(m;s)|kj=0 −O(m;s)|kj=mj+2l

]
+

+
∑

16s<j6n

(−1)s+j
[
O(m;s)|kj=0 −O(m;s)|kj=mj

]
+Dn(Im)

}
.

(19)

Òåïåðü âû÷èñëèì öåïü DImn−1(∂n1Im), èñïîëüçóÿ (11) è (12).
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DImn−1(∂n1Im) =
n∑
j=1

(−1)jDImn−1

(
1Im|kj=0 +Dn−1(Im)

)
−

−
n∑
j=1

(−1)jDImn−1

(
1Im|kj=mj

+Dn−1(Im)
)

;

DImn−1

(
1Im|kj=0 +Dn−1(Im)

)
=

j−1∑
s=1

(−1)s−1 (1Im|kj=0
)
◦ O(m1,...,m̂j ,...,mn;s)+

+
n∑

s=j+1

(−1)s−2 (1Im|kj=0
)
◦ O(m1,...,m̂j ,...,mn;s−1) +Dn(Im) =

=

j−1∑
s=1

(−1)s−1
(
O(m;s)|kj=0

)
+

n∑
s=j+1

(−1)s
(
O(m;s)|kj=0

)
+Dn(Im);

è àíàëîãè÷íî

DImn−1

(
1Im|kj=mj

+Dn−1(Im)
)

=

j−1∑
s=1

(−1)s−1
(
O(m;s)|kj=mj

)
+

+
n∑

s=j+1

(−1)s
(
O(m;s)|kj=mj+2l

)
+Dn(Im).

Â ðåçóëüòàòå èìååì

DImn−1(∂n1Im) =
∑

16s<j6n

(−1)s+j−1
[
O(m;s)|kj=0 −O(m;s)|kj=mj

]
+

+
∑

16j<s6n

(−1)s+j
[
O(m;s)|kj=0 −O(m;s)|kj=mj+2l

]
+Dn(Im).

(20)

Ñðàâíèâàÿ (19) è (20), ïîëó÷àåì

∂n+1
(
DImn (1Im)

)
= ϕImn (1Im)− 1Im −D

Im
n−1(∂n1Im),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Ñëåäñòâèå. Èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå ϕX∗ : H(X) −→ H(X)

ãðóïï ÒÊÑ ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà (X, τ) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì.

Ýòî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Ïóñòü z =
∑
αiui + Dn ∈ Zn(X) ⊂ Cn(X) öèêë â öåïíîì êîìïëåêñå

(C(X), ∂) äëÿ ëþáîãî l ∈ N öèêë zO(l) =
∑
αiu

O(l)
i + Dn ãîìîëîãè÷åí â

C(X) èñõîäíîìó, òî åñòü

z − zO(l) ∈ Bn(X) = Im ∂n+1.
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ðàòîâ: Èçä-âî Ñàðàò. óí�òà, 2006.

3. Íåáàëóåâ Ñ.È., Êëÿåâà È.À. Òåîðèÿ ïóíêòèðîâàííûõ òîëåðàíòíûõ êó-

áè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé// Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñ. óí�òà. Ñà-

ìàðà: Èçä-âî
”
Ñàìàðñêèé óíèâåðñèòåò“, 2007.
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ÓÄÊ 539.3+517.4

Â.Í. ÊÓÇÍÅÖÎÂ, Ò.À. ÊÓÇÍÅÖÎÂÀ, Ñ.Â. ×ÓÌÀÊÎÂÀ

Î ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

íàãðóæåíèé ïðè ðàñ÷åòå ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ îáîëî÷åê

Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíóþ ìîäåëü îáîëî÷êè � ìîäåëü

Êàðìàíà, êîòîðàÿ â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:{
D∆2w − L (w,F)−∆kF = q
1
E∆2F = −1

2L (w,w)−∆kw,
(1)

ãäå âûðàæåíèå L (w,F) = ∂2F
∂y2 · ∂

2w
∂x2 + ∂2F

∂x2 · ∂
2w
∂y2 − L ∂2F

∂x∂y ·
∂2w
∂x∂y îòðàæàåò

Ãàóññîâó êðèâèçíó äåôîðìèðóåìîé ñåðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè Ω;

∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà; ∆k � îïåðàòîð âèäà kx ∂2

∂x2 + ky
∂2

∂y2 , ãäå kx, ky �

êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè Ω, q � íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω � ïðÿìîóãîëüíàÿ â ïëàíå ïîâåðõíîñòü è ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ îòâå÷àþò ëèáî æåñòêîìó, ëèáî øàðíèðíîìó çàêðåïëåíèþ

êðàåâ îáîëî÷êè.

Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà H2 (Ω).

Â äàííîé ðàáîòå íà ïðèìåðå íåëèíåéíîé ìîäåëè (3) ïðåäëàãàåòñÿ îäèí

èç âàðèàíòîâ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæå-

íèé, ðàçðàáîòàííûé â íà÷àëå ñåìèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðîôåññîðîì Â.Â. Ïåò-

ðîâûì [1], äàëüíåéøåå ðàçâèòèå êîòîðîãî íàøëî øèðîêîå ïðèìåíåíèå

ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðî÷-

íîñòè, óñòîé÷èâîñòè è äîëãîâå÷íîñòè êîíñòðóêöèé, ýêñïëóàòèðóþùèõñÿ

â óñëîâèÿõ íå òîëüêî âîçäåéñòâèÿ íàãðóçîê, íî è âîçäåéñòâèÿ àãðåññèâ-

íûõ ñðåä [2].
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Â íàøåì ñëó÷àå â îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ëåæèò ïðîñòîé

ôàêò: ìàëûì íàãðóæåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ìàëûå ïðîãèáû. Äåéñòâèòåëü-

íî, ðàçîáüåì íîðìàëüíóþ íàãðóçêó q íà ìàëûå ñëàãàåìûå: q =
N∑
0

∆qi.

Äîïóñòèì ìû íàøëè ðåøåíèå (wn−1,Fn−1) íà n − 1 øàãå, òî åñòü ðå-

øåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íàãðóçêå
n−1∑

0
∆qi. Òîãäà íà n�îì øàãå çàïèøåì

ðåøåíèå (wn,Fn) â âèäå

wn = wn−1 + ∆wn, Fn = Fn−1 + ∆Fn.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî øàãà íàãðóçêà èçìåíèëàñü íà ìàëóþ âåëè-

÷èíó ∆qn. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî âîçäåéñòâèÿ ïðîãèá îáîëî÷êè ∆wn áóäåò

íåçíà÷èòåëüíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé{
D∆2w + L (w,Fn−1) + L (wn−1,F)−∆kF = ∆qn

1
E∆2F = −1

2L (w,wn−1)−∆kw
(2)

ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ïðè n = 0 ôóíêöèè w0 è F0 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû (3) ïðè q =

= ∆q0. Ëèíåéíûå ñèñòåìû âèäà (2) ðåøàþòñÿ ìåòîäîì Áóáíîâà; â êà÷å-

ñòâå îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû ôóíêöèé áåðóòñÿ ôóíêöèè âèäà

sin
2πm

a
sin

2πl

b
, m = 1, 2, . . . , l = 1, 2, . . . .

Êàê ïîêàçàíî â [3] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(wn,Fn)} ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå H2(Ω) ê ðåøåíèþ (w,F) ñèñòåìû (3).

Äîñòîèíñòâîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ïðîñòàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ

ñõåìà åãî ðåàëèçàöèè.

Ê íåäîñòàòêàì íóæíî îòíåñòè åãî ìåäëåííóþ ñõîäèìîñòü è òîò ôàêò,

÷òî ýòîò ìåòîä íå ïîçâîëÿåò îòëè÷àòü êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè, ïðè êîòî-

ðûõ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå, íå

îòâå÷àþùåå èñòèííîìó ïðîãèáó îáîëî÷êè.
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Öåëü äàííîé ðàáîòû ïðåäëîæèòü òàêóþ ìîäèôèêàöèþ ýòîãî ìåòîäà,

êîòîðàÿ áû óñòðàíÿëà óêàçàííûå íåäîñòàòêè.

1. Ê âîïðîñó óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ íàãðóæåíèé

Â ðàáîòå [4] ðàññìàòðèâàëàñü ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîãî

íàãðóæåíèÿ, êîòîðàÿ äàåò õîðîøóþ ñõîäèìîñòü ïðè ìàëûõ âðåìåííûõ

çàòðàòàõ, è ñóòü êîòîðîé íà ïðèìåðå íåëèíåéíîé ìîäåëè Êàðìàíà (3)

çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü (w∗n−1,F
∗
n−1) � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìîäèôèöè-

ðîâàííûì ìåòîäîì íà n − 1 øàãå. Äàëåå, ïóñòü (∆wn,∆Fn) � ðåøåíèå

ëèíåàðèçîâàííîé â òî÷êå (w∗n−1,F
∗
n−1) ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ íóëåâûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Òîãäà íà n-îì øàãå ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðå-

øåíèå ñ ¾íåäîñòàòêîì¿

wn = w∗n−1 + ∆wn.

Èùåì òåïåðü ðåøåíèå ŵn ñ ¾èçáûòêîì¿

ŵn = w∗n−1 + λ∆wn,

ãäå λ > 1 � êîðåíü ñëåäóþùåãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ∫∫
Ω

Φ (F ∗n−1 + ∆Fn,w
∗
n−1 + λ∆wn, qn) (w∗n−1 + λ∆wn) dxdy = 0,

ãäå Φ (F,w, q)) = 0 � ïåðâîå óðàâíåíèå Êàðìàíà, qn =
n∑
0

∆qi.

Òîãäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå w∗n, ïîëó÷åííîå ìîäèôèöèðîâàííûì ìå-

òîäîì íà n-îì øàãå, íàõîäèì ïî ôîðìóëå

w∗n =
wn + ŵn

2
.

Ôóíêöèþ F ∗n ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ Êàð-

ìàíà.
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Êàê ïîêàçàíî â [4], îïèñàííûé âûøå ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä äàåò

çíà÷èòåëüíóþ ýêîíîìèþ âî âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ïîñëåäîâà-

òåëüíîãî íàãðóæåíèÿ è åãî èçâåñòíûìè ìîäèôèêàöèÿìè, íàïðèìåð, ïî

ñðàâíåíèþ ñ ìîäèôèêàöèåé, ïðåäëîæåííîé Â.È. Øàëàøèëèíûì [5].

2. Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïðè ðàñ÷åòå

òðàåêòîðèè ¾íàãðóçêà-ïðîãèá¿ äëÿ îòäåëüíûõ òî÷åê îáîëî÷êè

Ïóñòü (wn,Fn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñèñòå-

ìû (3), ïîëó÷åííûõ ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî íà-

ãðóæåíèÿ.

Â êàæäîé òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

An (w) = D∆2w−T1,n (x, y)
∂2w

∂x2 −T2,n (x, y)
∂2w

∂y2 +2T3,n (x, y)
∂2w

∂x∂y
, (3)

ãäå T1,n (x, y) = ∂2Fn(x,y)
∂y2 , T2,n (x, y) = ∂2Fn(x,y)

∂x2 , T3,n (x, y) = ∂2Fn(x,y)
∂x∂y .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (3) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå

ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Â ýòîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñèñòåìà ôóíêöèé

fn,m = sin
2π

a
nx sin

2π

b
my (4)

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé.

Èçâåñòíî [6], ÷òî äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ìàòðèöà ýòîãî îïå-

ðàòîðà â îðòîãîíàëüíîì áàçèñå áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàò-

ðèöåé, åñëè òîëüêî îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëííûì îïå-

ðàòîðîì.

Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè îïåðàòîð (3) â äàííîé òî÷êå ïåðåñòà-

åò áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, òî â òî÷êå ïðîèñõîäèò ëîêàëüíàÿ

ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêà ïîòåðè ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â òî÷êå ñâî-

äèòñÿ ê ïðîâåðêå ïîëîæèòåëüíîñòè ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé

(An, gk, gs) , n = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . , (5)

ãäå gk, gk � áàçèñíûå ýëåìåíòû âèäà (4).

Ïðè êàæäîì n ïðîâåðêà ïîëîæèòåëüíîñòè ìàòðèöû, ñîñòîÿùåé èç ÷è-

ñåë âèäà (5), â ñâîþ î÷åðåäü ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ óãëîâûõ ìèíîðîâ

Mn,k:

M i,j
n,k =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(An, g1, g1) · · · (An, g1, gk)

... . . . ...

(An, gk, g1) · · · (An, gk, gk)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (6)

Åñëè ïðè íåêîòîðûõ n, k îäèí èç îïðåäåëèòåëåé âèäà (6) áóäåò ìåíüøå

èëè ðàâåí íóëþ, òî â äàííîé òî÷êå ïðîèçîøëà ëîêàëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé-

÷èâîñòè.

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ýòîãî àëãîðèòìà, êàê ïîêàçûâàþò ïðîñ÷è-

òàííûå ïðèìåðû, äîñòàòî÷íî áðàòü n, k 6 48.

3. ×èñëåííàÿ ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

íàãðóæåíèé ïðè ðàñ÷åòå îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé

Âî-ïåðâûõ, ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

íàãðóæåíèé, íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü åãî ìîäèôèêàöèþ, îïèñàííóþ â ïåð-

âîì ïàðàãðàôå íàñòîÿùåé ñòàòüè.

Ñ öåëüþ êîíòðîëÿ çà îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè èçìåíåíèÿ íàãðóçêè

íóæíî âûáðàòü òàêóþ òî÷êó îáîëî÷êè, â êîòîðîé ëîêàëüíàÿ ïîòåðÿ

óñòîé÷èâîñòè ñîâïàäàåò ñ ãëîáàëüíîé ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè,

è íà êàæäîì øàãå èòåðàöèè âû÷èñëÿòü â ýòîé òî÷êå îïðåäåëèòåëè âèäà

(6). ×àñòî â êà÷åñòâå òàêîé òî÷êè ìîæíî âûáðàòü öåíòðàëüíóþ òî÷êó.

Åñëè âûáîð òàêîé òî÷êè çàòðóäíèòåëåí, òî íóæíî ðàçáèòü îáëàñòü Ω íà

N ïðÿìîóãîëüíèêîâ è â êàæäîì èç íèõ âûáðàòü ñâîþ òî÷êó è âû÷èñëÿòü
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îïðåäåëèòåëè âèäà (6). Ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ íàãðóçêè ÷èñëî òî÷åê ëîêàëü-

íîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè èç âûáðàííûõ N òî÷åê áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ, à

ãåîìåòðè÷åñêàÿ êàðòèíà óâåëè÷åíèÿ òàêèõ òî÷åê óêàæåò òî÷êó, êîòîðóþ

ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå êîíòðîëüíîé. Ýòî öåíòð íàêîïëåíèÿ ¾ñëàáûõ¿

òî÷åê.

Â ìàëîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü

èíîé ìåòîä ðàñ÷åòà; íàïðèìåð, îäèí èç âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùåé íåëèíåéíîé çàäà÷è.

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ðàáîòàåò íå òîëüêî â ñëó÷àå

ìîäåëè Êàðìàíà (3), íî è äëÿ äðóãèõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé, îïèñàííûõ â

[3] êàê â ñòàòè÷åñêîì òàê è â äèíàìè÷åñêîì ñëó÷àÿõ.
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ÓÄÊ 511.3

Ä.Ñ. ÑÒÅÏÀÍÅÍÊÎ

Îá îäíîì âàðèàíòå ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà

Èçâåñòíî [1], ÷òî ñóùåñòâóþò ðàçíûå âàðèàíòû ôîðìóëû ñóììèðîâà-

íèÿ Ïóàññîíà. Â [2] ïðèâåäåí îäèí èç òàêèõ âàðèàíòîâ è åãî ïðèëîæåíèå

ê âûâîäó ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ òåòà�ôóíêöèè.

Â äàííîé ðàáîòå òàêæå ïðèâîäèòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ ôîðìóëû ñóì-

ìèðîâàíèÿ Ïóàññîíà è è îòëè÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîé ôîð-

ìóëû ïðè âûâîäå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îáîáùåííûõ òåòà-

ôóíêöèé. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëå-

äóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë è ïóñòü

ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà êàæäîì èíòåðâàëå Jn = [n− 1
2 , n+ 1

2 ], n ∈M
è ðàâíà íóëþ âíå ýòèõ èíòåðâàëîâ. Ïóñòü òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1) ðÿä
∞∑

k=−∞
f(x+ k) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà èíòåðâàëå [−1

2 ,
1
2 ];

2) äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî α ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

ϕ(α) =

∞∫
−∞

f(x)e2πiαxdx;
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3) ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

j=−∞
ϕ(j).

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∑
n∈M

f(n) =
∞∑

j=−∞
ϕ(j).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(x) = lim
n→∞

n∑
k=−n

f(x+ k).

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû 1 ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [−1
2 ,

1
2 ]

è ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì åäèíèöå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç cj åå êîýô-

ôèöèåíòû Ôóðüå

cj =

1
2∫

− 1
2

g(x)e2πijxdx. (1)

Òîãäà

g(x) =
∞∑

j=−∞
cje

2πijx

è, ñëåäîâàòåëüíî,

g(0) =
∞∑

j=−∞
cj. (2)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

g(0) = lim
n→∞

n∑
k=−n

f(x), (3)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ñóììå âåäåòñÿ ïî öåëûì k ∈M .

Â ñèëó (1) èìååì:

cj =

1
2∫

− 1
2

g(x)e2πijxdx =

1
2∫

− 1
2

( lim
n→∞

n∑
k=−n

f(x+ k))e2πijxdx =
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= lim
n→∞

n∑
k=−n

1
2∫

− 1
2

f(x+ k)e2πijxdx = lim
n→∞

n∑
k=−n

k+ 1
2∫

k− 1
2

f(x)e2πijxdx =

= lim
n→∞

n+ 1
2∫

n− 1
2

f(x)e2πijxdx =

∞∫
−∞

f(x)e2πijxdx = ϕ(j).

Îòñþäà â ñèëó (2) è (3), ïîëó÷àåì

∑
n∈M

f(n) =
∞∑

j=−∞
ϕ(j),

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì âîçìîæíîì ïîäõîäå ïðè âûâîäå ôóíêöèîíàëü-

íûõ óðàâíåíèé äëÿ îáîáùåííûõ òåòà�ôóíêöèé. Ïîä îáîáùåííîé òåòà�

ôóíêöèåé çäåñü ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

Q(x,M) =
∑
n∈M

e−πn
2x, x > 0.

ßñíî, ÷òî

Q(x,M) = λ(x)Q(x),

ãäå Q(x) � îáû÷íàÿ òåòà�ôóíêöèÿ

Q(x) =
∞∑

n=−∞
e−πn

2x, x > 0.

Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ÿâíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ λ(x), è òî-

ãäà, íå âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ(x), îïðåäåëåííîé â òåîðåìå 1, â

öåëûõ òî÷êàõ ìîæíî ñðàçó ïîëó÷èòü ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ

îáîáùåííîé òåòà�ôóíêöèè.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà M � ìíîæåñòâî ïåðèî-

äè÷åñêèõ öåëûõ ÷èñåë ñ ïåðèîäîì d, òî åñòü

M = Ml = {kd+ l | 0 6 l 6 d− 1, k ∈ Z}.
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Â ýòîì ñëó÷àå

Q(x,M) =
∞∑

k=−∞

e−π(kd+l)2x =
∞∑

k=−∞

e−π(k+ l
d )

2
d2x. (4)

Ïîëîæèì y = d2x, òîãäà Q(y,Ml) =
∞∑

k=−∞
e−π(k+ l

d )2y.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì, äîêàçàííîì â [3]:

∞∑
k=−∞

e−π(k+α)2y =
1
√
y

∞∑
k=−∞

e−
πx2

y +2πikα. (5)

Â ñèëó (4) è (5), ïîëó÷èì

Q(y,Ml) =
1
√
y

∞∑
k=−∞

e−
πn2

y e2πi ldn.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè l = 0 ïîëó÷àåì

Q(y,M0) =
1
√
y
Q

(
1
√
y
,M0

)
.

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê
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ÓÄÊ 511.3

Â.Â. ÊÐÈÂÎÁÎÊ, Î.À. ÏÎËßÊÎÂÀ

Ê îöåíêå çíà÷åíèé L�ôóíêöèé Äèðèõëå ÷èñëîâûõ ïîëåé

íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé

Ââåäåíèå

Èçâåñòíî [1], ÷òî ζ�ôóíêöèÿ Ðèìàíà

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

, s = σ + it, σ > 1

è L�ôóíêöèÿ ñ íåãëàâíûì ÷èñëîâûì õàðàêòåðîì Äèðèõëå

L(s, χ) =
∏
p

(
1− χ(p)

ps

)−1

, σ > 1

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìû íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü: ζ�ôóíêöèÿ êàê

ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì â òî÷êå s = 1,

L�ôóíêöèÿ � êàê öåëàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì è ζ�ôóíêöèÿ è L�ôóíêöèÿ

íåîãðàíè÷åííû íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé: σ = 1
2 .

Èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà Ëèíäåë¼ôà [1,2] ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èìåþò ìåñòî

ñëåäóþùèå îöåíêè:∣∣∣∣ζ (1

2
+ it

)∣∣∣∣ = O(|t|ε) ,
∣∣∣∣L(1

2
+ it

)∣∣∣∣ = O(|t|ε) , (1)

ãäå ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Èçâåñòíûå îöåíêè ïîâåäåíèÿ ζ�ôóíêöèè è L�ôóíêöèè íà êðèòè÷å-

ñêîé ïðÿìîé ïîêà äàëåêè îò ïðåäïîëàãàåìûõ îöåíîê âèäà (1).

Áîëåå ñëîæíûå âîïðîñû âñòàþò ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ïîâåäåíèÿ L�

ôóíêöèé Äèðèõëå ÷èñëîâûõ ïîëåé íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé.

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû îöåíêè çíà÷åíèé L�ôóíêöèé äëÿ äîñòà-

òî÷íî øèðîêîãî êëàññà õàðàêòåðîâ Äèðèõëå ÷èñëîâûõ ïîëåé, à èìåííî
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äëÿ òàê íàçûâàåìûõ íîðìåííûõ õàðàêòåðîâ. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ýòè

îöåíêè òàêæå äàëåêè îò îöåíîê âèäà (1), êîòîðûå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü

è â ñëó÷àå L�ôóíêöèé Äèðèõëå ÷èñëîâûõ ïîëåé, íî è îíè ïðåäñòàâëÿþò

îïðåäåëåííûé íàó÷íûé èíòåðåñ.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü

Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåð Äèðèõëå ÷èñëîâîãî ïîëÿ k íàçûâàåòñÿ íîð-

ìåííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëîâîé õàðàêòåð χ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ïðîñòîãî èäåàëà ℘ ïîëÿ k:

χ(℘) = χ1(N(℘)).

Ñâîéñòâà íîðìåííûõ õàðàêòåðîâ Äèðèõëå è ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ

L�ôóíêöèé ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [3,4]. Òàê, â ðàáîòå [3] áûëî ïî-

êàçàíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ÷èñëîâûõ ïîëåé õàðàêòåðû

Äèðèõëå ÿâëÿþòñÿ íîðìåííûìè õàðàêòåðàìè, à L�ôóíêöèè Äèðèõëå ñ

íîðìåííûìè õàðàêòåðàìè ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå L�ôóíêöèé ñ

÷èñëîâûìè õàðàêòåðàìè Äèðèõëå, òî åñòü

L(s, χ, k) =
∏
i

L(s, χi).

Â ðàáîòå [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåãëàâíîãî íîðìåííîãî õàðàêòåðà

Äèðèõëå ÷èñëîâîãî ïîëÿ k åãî ñóììàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-

÷åííîé, òî åñòü

S(x) =
∑

a/N(a)6x

χ(a) =
∑
n6x

an = O(1) , (2)

ãäå

an =
∑

a/N(a)=x

χ(a)/N(a).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþ-

ùåãî óòâåðæäåíèÿ
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Òåîðåìà. Ïóñòü χ � íåãëàâíûé íîðìåííûé õàðàêòåð Äèðèõëå ÷èñ-

ëîâîãî ïîëÿ k. Òîãäà äëÿ L�ôóíêöèè èìååò ìåñòî îöåíêà âèäà∣∣∣∣L(1

2
+ it, χ, k

)∣∣∣∣ = O(|t|
1
2 ), |t| → ∞. (3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïî ôîðìóëå ñóììèðîâàíèÿ Àáåëÿ ïîëó÷àåì:

L(s, χ, k) =
M∑
1

an
ns
− S(M)

(M + 1)s
+

∞∑
M+1

S(n)
1

ns
− 1

(n+ 1)s
. (4)

Òàê êàê∣∣∣∣ 1

ns
− 1

(n+ 1)s

∣∣∣∣ = |s|
∣∣∣∣∫ n+1

n

du

u1+s

∣∣∣∣ 6 |s|σ
(

1

nσ
− 1

(n+ 1)σ

)
,

òî îòñþäà â ñèëó (3) è (4) èìååì:

|L(s, χ, k)| 6 cM

M∑
1

1

nσ
+ c
|s|
σ

(
1

nσ
− 1

(n+ 1)σ

)
+

c

(n+ 1)σ
, (5)

ãäå cM = max
n6M

|an|.

Òàê êàê
M∑
1

1
nσ < M 1−σ,

|an| = |S(x)− S(x+ 1)| 6 |S(x)|+ |S(x+ 1)| = O(1),

òî â ñèëó (5) ïîëó÷àåì:

|L(s, χ, k)| 6 c1 M
1−σ + c2

|t|
σ

(M + 1)−σ + c3(M + 1)−σ. (6)

Ïðè M = [|t|] è s = 1
2 + it èç îöåíêè (6) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî óêàçàòü òàêîå ïîëå k è òàêîé íîðìåííûé õàðàê-

òåð χ, ÷òî L�ôóíêöèÿ L(s, χ, k) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íàïåðåä

çàäàííîãî ÷èñëà L�ôóíêöèé ñ ÷èñëîâûìè õàðàêòåðàìè Äèðèõëå. Ýòî â

ñèëó óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: äëÿ



50

ëþáîãî çàäàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò L�ôóíêöèÿ Äèðèõëå ñ ÷èñëîâûì

õàðàêòåðîì χi, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî îöåíêà âèäà:∣∣∣∣L(1

2
+ it, χi

)∣∣∣∣ = O(|t|ε),

÷òî ãîâîðèò â ïîëüçó ãèïîòåçû Ëèíäåë¼ôà.

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê
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ÓÄÊ 511.3

Â.Í. ÊÓÇÍÅÖÎÂ, Â.Â. ÊÐÈÂÎÁÎÊ, Î.À. ÏÎËßÊÎÂÀ

Ê îöåíêå ñóììàòîðíûõ ôóíêöèé äëÿ õàðàêòåðîâ Äèðèõëå

÷èñëîâûõ ïîëåé

Ââåäåíèå

Ïóñòü χ � íåãëàâíûé õàðàêòåð Äèðèõëå ÷èñëîâîãî ïîëÿ k. Â äàííîé

ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíêè ñóììàòîðíîé ôóíêöèè âèäà

S(x) =
∑
n6x

an, (1)
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ãäå

an =
∑

a|N(a)=n

χ(a).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ÷èñëîâîãî õàðàêòåðà Äèðèõëå åãî ñóììàòîð-

íàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà [1].

Â ðàáîòå [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà õà-

ðàêòåðîâ Äèðèõëå ÷èñëîâûõ ïîëåé, à èìåííî äëÿ, òàê íàçûâàåìûõ íîð-

ìåííûõ õàðàêòåðîâ, ñóììàòîðíàÿ ôóíêöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Â îáùåì ñëó÷àå îöåíêàìè ñóììàòîðíûõ ôóíêöèé âèäà (1) çàíèìàëèñü

ìíîãèå àâòîðû. Íàïðèìåð, â [3] äîêàçàíà îöåíêà âèäà

S(x) = O(x1− 1
ν ),

ãäå ν � íåêîòîðîå (íåèçâåñòíîå) íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíà îöåíêà ñóììàòîðíîé ôóíêöèè (1), êî-

òîðàÿ çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé L�ôóíêöèè Äèðèõëå íà

êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(s, χ, k), s = σ+it, L�ôóíêöèþ Äèðèõëå ÷èñëîâîãî

ïîëÿ ñ íåãëàâíûì õàðàêòåðîì Äèðèõëå χ, êîòîðàÿ ïðè σ > 1 îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

L(s, χ, k) =
∑

a

χ(a)

N(a)s
=

∞∑
n=1

an
ns
.

Èçâåñòíî [3], ÷òî L�ôóíêöèÿ L(s, χ, k) ïðîäîëæàåòñÿ íà êîìïëåêñíóþ

ïëîñêîñòü êàê öåëàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòó öåëóþ ôóíêöèþ áó-

äåì îáîçíà÷àòü òàêæå L(s, χ, k). Ïðè äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò ìåñòî

Òåîðåìà. Ïóñòü L�ôóíêöèÿ Äèðèõëå L(s, χ, k) íà êðèòè÷åñêîé ïðÿ-

ìîé âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì∣∣∣∣L(1

2
+ it, χ, k

)∣∣∣∣ = O(|t|α), (2)
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ãäå α > 0. Òîãäà äëÿ ñóììàòîðíîé ôóíêöèè S(x) âèäà (1) èìååò ìåñòî

îöåíêà

S(x) = O(x
1
2+α+ε), (3)

ãäå ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðåäïîøëåì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî

óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà. Ïóñòü äëÿ L�ôóíêöèé Äèðèõëå ïîëÿ k íà êðèòè÷åñêîé ïðÿ-

ìîé èìååò ìåñòî îöåíêà âèäà (2)∣∣∣∣L(
1

2
+ it, χ, k)

∣∣∣∣ = O(|t|α).

Òîãäà äëÿ x 6 t èìååò ìåñòî îöåíêà âèäà∣∣∣∣∣∑
n6x

ann
it

∣∣∣∣∣ << √xtα log t, (4)

ãäå

an =
∑

a|N(a)=n

χ(a).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Äëÿ L�ôóíêöèè Äèðèõëå ïðèìåíèì ôîðìóëó îáðàùåíèÿ [4], ïîëàãàÿ

â íåé b = 1 + log−1 t, T = 0, 5t, x = N + 0, 5t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì∑
n6x

ann
it =

1

2πi

∫ b+it

b−iT
L(s+ it, χ, k)

xs

s
ds+O(xT−1 log t). (5)

Ïóñòü Γ � êîíòóð ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè b± iT , 1
2 ± T . Òîãäà ïî

òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ ïîëó÷àåì

1

2πi

∫
Γ
L(s+ it, χ, k)

xs

s
ds = 0. (6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1

2πi

∫ b+it

b−iT
L(s+ it, χ, k)

xs

s
ds =
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=
1

2πi

∫ 1
2+iT

1
2−iT

L(s+it, χ, k)
xs

s
ds+O

(
t−1
∫ b

1
2

|L(σ + i(t± T ))|xσdσ

)
. (7)

Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû ïåðâûé èíòåãðàë ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6)

îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(
√
xtα log t).

Â ñèëó òåîðåìû Ôðàãìåíà�Ëèíäåëåôà îòíîñèòåëüíî ïîâåäåíèÿ ìî-

äóëÿ ôóíêöèè, ãîëîìîðôíîé â ïîëóïîëîñå σ0 6 σ 6 σ1, t > t > 0 [5],

èìååò ìåñòî îöåíêà âèäà

|L(σ + it, χ, k)| = O(|t|α),
1

2
6 σ 6 b. (8)

Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ ëåììû îöåíêà (8) èìååò ìåñòî íà îäíîì èç

êðàåâ ïîëîñû σ = 1
2 . Íà äðóãîì êðàå ïîëîñû:σ = b âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|L(b+ it, χ, k)| = O(1).

Âíóòðè ïîëîñû èìååò ìåñòî î÷åâèäíàÿ îöåíêà

|L(s, χ, k)| = O(ec|t|),

ãäå c > 0.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ôðàãìåíà�

Ëèíäåëåôà, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî îöåíêà (8).

Â ñèëó îöåíêè (8) âòîðîé èíòåãðàë ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7) èìååò

îöåíêó ïîðÿäêà O(|t|α−
1
2
√
x), ÷òî â ñèëó (6) è (5) äîêàçûâàåò óòâåðæäå-

íèå ëåììû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û

Ïðåäñòàâèì ñóììàòîðíóþ ôóíêöèþ (1) â âèäå

S(x) =
∑
n6x

bnn
−it ,

ãäå bn = ann
it. Ïî ôîðìóëå ñóììèðîâàíèÿ Àáåëÿ ïîëó÷àåì

S(x) = A(x)x−it −
∫ x

1
A(u)φ′(u)du, (9)



54

ãäå

A(x) =
∑
n6x

bn , φ(u) = u−it.

Â ñèëó ëåììû ïðè x = t èìååì:

|A(x)| = O(
√
xtα log t) = O(x

1
2+α+ε), (10)

ãäå ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Òàê êàê ∫ x

1

1

u
1
2+α+ε

du = O(x
1
2+α+ε), (11)

òî äëÿ S(x) â ñèëó (9),(10) è (11) ïîëó÷àåì îöåíêó âèäà

S(x) = O(x
1
2+α+ε),

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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ÓÄÊ 511.3

Â.Í. ÊÓÇÍÅÖÎÂ, Ò.À. ÊÓÇÍÅÖÎÂÀ, Î.À. ÏÎËßÊÎÂÀ

Î íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ïåðèîäè÷íîñòè êîíå÷íîçíà÷íûõ

ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé

Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè êîíå÷-

íîçíà÷íûõ, ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà h(n),

âûðàæåííûå â òåðìèíàõ àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ

ñîîòâåòñòâóþùèìè ðÿäàìè Äèðèõëå, â òåðìèíàõ ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è â òåðìèíàõ ñêîðîñòè ïîëèíîìèàëüíî-

ãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòåïåííû-

ìè ðÿäàìè, íà îòðåçêå [0, 1]. Â çàêëþ÷åíèè ñòàòüè îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ

ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ ê èçâåñòíûì ïðîáëåìàì òåîðèè ÷è-

ñåë.

1. Îá îäíîì óñëîâèè ïåðèîäè÷íîñòè h(n), âûðàæåííîì â òåð-

ìèíàõ àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé,îïðåäåëÿåìûõ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè ðÿäàìè Äèðèõëå

Ðàññìîòðèì ðÿä Äèðèõëå:

f(s) =
∞∑
n=1

h(n)

ns
, s = σ + it, σ > 1. (1)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â [1].

Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. ôóíêöèÿ h(n) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ;

2. ôóíêöèÿ f(s), îïðåäåëåííàÿ ðÿäîì (1), ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé

ôóíêöèåé ñ åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì ïîëþñîì â òî÷êå s = 1, óäîâëå-
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òâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ðîñòà ìîäóëÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè:

|f(s)| = O(e|s|ln|s|+A|s|), A > 0, σ < 0. (2)

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé â [2], îïðåäåëÿåò ñïîñîá àíàëèòè÷å-

ñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ðÿäàìè Äèðèõëå ñ ïåðèîäè-

÷åñêèìè, êîíå÷íîçíà÷íûìè, ìóëüòèïëèêàòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà 2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. ôóíêöèÿ h(n) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì k;

2. ôóíêöèÿ f(s), îïðåäåëåííàÿ ðÿäîì (1), ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé

ôóíêöèåé ñ åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì ïîëþñîì â òî÷êå s = 1, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà Ðèìàíà [3]:

α

(
k

π

) s+δ
2

Γ

(
s+ δ

2

)
f(s, h) =

(
k

π

) 1−s+δ1
2

Γ

(
1− s+ δ1

2

)
f(s, h),

ãäå α � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà; δ è δ1 � âåëè÷èíû,ðàâíûå ëèáî 0, ëèáî

1; h(n) � ñîïðÿæåííàÿ ñ h(n) ôóíêöèÿ.

2. Î íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ïåðèîäè÷íîñòè h(n), âûðàæåííûõ

â òåðìèíàõ ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòåïåííîãî

ðÿäà

Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä âèäà:

g(z) =
∞∑
n=1

h(n)zn. (3)

Ïðèâåäåì ðÿä óòâåðæäåíèé, îòðàæàþùèõ ñâÿçü ñâîéñòâà ïåðèîäè÷íîñòè

h(n) è ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ ðÿäà (3).

Òåîðåìà 3. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. ôóíêöèÿ h(n) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé∑
n6x

h(n) = O(1);
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2. äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà g(z) âèäà (3) â òî÷êå z = 1 ñóùåñòâóþò

ðàäèàëüíûå ïðîèçâîäíûå âèäà

lim
x→1−0

gn(x) = αn, n = 0, 1, ..., (4)

ãäå

αn = O(en lnn). (5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïóñòü h(n) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäà d, d > 1. Òîãäà, êàê

ëåãêî âèäåòü, ôóíêöèÿ g(z) ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé âèäà

g(z) =
Pd−2(z)

1 + z + ...+ zd−1 . (6)

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ âèäà (6) èìååò â òî÷êå z = 1 ðàäèàëüíûå ïðîèç-

âîäíûå âèäà (3), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5).

Îáðàòíî, ïóñòü ôóíêöèÿ g(z) èìååò â òî÷êå z = 1 ðàäèàëüíûå ïðîèç-

âîäíûå âèäà (4) ñ óñëîâèåì (5). Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â [4], ðÿä Äèðèõëå

âèäà (1) îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ, ìîäóëü êîòîðîé â ëåâîé ïîëóïëîñ-

êîñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2), ÷òî â ñèëó òåîðåìû 1 ðàâíîñèëüíî ïå-

ðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè h(n), äëÿ êîòîðîé∑
n6x

h(n) = O(1).

Òåîðåìà 4. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. ôóíêöèÿ h(n) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé∑
n6x

h(n) = O(1);

2. ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåëè÷èíà δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ ϕ: |ϕ| < δ âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ïî ϕ îöåíêà∑
n6x

h(n)eiϕn = O(1).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 ïðèâåäåíî â [5].

Òåîðåìà 5. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. ôóíêöèÿ h(n) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ;

2. ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Pn(z), òàêîé, ÷òî

|g(z)Pn(z)| < C, |z| < 1. (7)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïóñòü h(n) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà g(z) � ðàöèîíàëü-

íàÿ ôóíêöèÿ, ïîëþñû êîòîðîé ðàñïîëîæåíû íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Ïóñòü Pn(z) � ìíîãî÷ëåí, íóëè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ïîëþñàìè ôóíêöèè

g(z). ßñíî, ÷òî äëÿ òàêîãî ïîëèíîìà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7).

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2 òåîðåìû 5. Òîãäà ôóíêöèÿ g(z)

áóäåò îãðàíè÷åííîé â íåêîòîðîì ñåêòîðå åäèíè÷íîãî êðóãà. Â ñèëó òåî-

ðåìû Äàôôèíà-Øåôôåðà [6] êîýôôèöèåíòû h(n) ñòåïåííîãî ðÿäà g(z)

áóäóò ïåðèîäè÷åñêèìè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Â ñèëó ìóëüòèïëè-

êàòèâíîñòè h(n) áóäóò ïðîñòî ïåðèîäè÷åñêèìè, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçà-

òåëüñòâî òåîðåìû 5.

3. Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé ñòåïåííûì ðÿäîì,

ìíîãî÷ëåíàìè íà îòðåçêå [0, 1] è ïåðèîäè÷íîñòü êîýôôèöèåí-

òîâ òàêîãî ðÿäà

Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä (3) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ, ó êîòîðîé ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ïðåäåë âèäà lim
x→1−0

g(x). Òîãäà ôóíêöèÿ g(x) äîîïðåäåëÿåòñÿ

äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå [0, 1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç En(g(x)) âåëè÷èíó íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-

öèè g(x) íà îòðåçêå [0, 1] ïîëèíîìàìè ñòåïåíè íå ïðåâîñõîäÿùåé n.

Ïðè äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 6. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. ôóíêöèÿ h(n) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ óñëîâèåì∑
n6x

h(n) = O(1);

2. äëÿ âåëè÷èí En(g(x)) èìååò ìåñòî îöåíêà âèäà

En(g(x)) = O

(
1

ρn

)
, (8)

ãäå ρ � íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà áîëüøàÿ 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Êàê ïîêàçàíî â [7] îöåíêà (8) ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî òî÷êà z = 1 ÿâëÿ-

åòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé äëÿ ôóíêöèè g(z), îïðåäåëÿåìîé ðÿäîì (3), ÷òî

â ñèëó òåîðåìû Ñåãå [6] ðàâíîñèëüíî ïåðèîäè÷íîñòè êîýôôèöèåíòîâ ñòå-

ïåííîãî ðÿäà h(n), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, à â ñèëó ìóëüòèïëèêà-

òèâíîñòè h(n) ðàâíîñèëüíî ïðîñòî ïåðèîäè÷íîñòè h(n), ÷òî è äîêàçûâàåò

óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå

En(g(x)) = O(
1

nk
)

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k, ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ó ôóíêöèè g(z)

â òî÷êå z = 1 ðàäèàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà (4), à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü,

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ðÿä Äèðèõëå âèäà (1) îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ.

4. Óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè h(n) è íåêîòîðûå ïðîáëåìû

òåîðèè ÷èñåë

Îñòàíîâèìñÿ íà âîçìîæíûõ ïðèëîæåíèÿõ óêàçàííûõ âûøå ðåçóëüòà-

òîâ â íàïðàâëåíèè ðåøåíèÿ òàêèõ èçâåñòíûõ ïðîáëåì òåîðèè ÷èñåë, êàê

ïðîáëåìà ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé L�ôóíêöèè Äèðèõëå è ïðîáëåìà îáîáùåí-

íûõ õàðàêòåðîâ.
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Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííûì õàðàêòåðîì h(n) íàçûâàåòñÿ êîíå÷-

íîçíà÷íàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà, äëÿ

êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. h(p) 6= 0 çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ;

2. ñóììàòîðíàÿ ôóíêöèÿ S(x) =
∑
n6x

h(n) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Â 1950 ãîäó ïðîôåññîð Í.Ã.×óäàêîâ âûñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî îáîáùåí-

íûé õàðàêòåð ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì Äèðèõëå [8].

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìû 1, 3, 4, 6 èìåþò ìåñòî äëÿ ëþáîé êî-

íå÷íîçíà÷íîé ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà h(n).

Äàëåå, â ðàáîòå [9] áûëî ïîëó÷åíî îòëè÷èå ïîâåäåíèÿ âåëè÷èí

En(g(x)) â ñëó÷àå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè îò ñëó÷àÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Åñòü îñíîâàíèÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäîâ ýòîé ðàáî-

òû ïðèâåäåò ê ðåøåíèþ ãèïîòåçû Í.Ã.×óäàêîâà.

Èçâåñòíî [3], ÷òî ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà Ðèìàíà, ïðèâå-

äåííîìó â òåîðåìå 2, óäîâëåòâîðÿþò íå òîëüêî L�ôóíêöèè Äèðèõëå, íî

è ôóíêöèè îïðåäåëåííûå ðÿäàìè Äèðèõëå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè íåìóëüòè-

ïëèêàòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðèìåðîì òîìó ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ [3]

ôóíêöèÿ Äýâåíïîðòà�Õåéëüáðîííà.

Èçâåñòíî òàêæå [3], ÷òî òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ Äýâåíïîðòà�

Õåéëüáðîííà óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà Ðèìàíà,

íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ íà ðàñïîëîæåíèå åå íóëåé; äîñòàòî÷-

íî ïëîòíî íóëè ýòîé ôóíêöèè ðàñïîëàãàþòñÿ íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé. Â

ñâÿçè ñ ýòèì âñòàåò çàäà÷à èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ íà ðàñïîëîæåíèå íóëåé â ìóëüòèïëèêàòèâíîì ñëó÷àå.
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ÓÄÊ 513.6

Ñ.È. ÍÅÁÀËÓÅÂ, Ì.Í. ÑÓÑÈÍ

Òî÷íàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîëåðàíòíîãî

êâàçèðàññëîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíûõ ïóòåé

Îïðåäåëåíèå 1. Òîëåðàíòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïàðà

(X, τ), ñîñòîÿùàÿ èç áàçèñíîãî ìíîæåñòâà X è ðåôëåêñèâíîãî è ñèì-

ìåòðè÷íîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ τ ∈ X ×X, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îòíî-

øåíèåì òîëåðàíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Òîëåðàíòíûì îòðåçêîì äëèíû n ∈ N íàçûâàåòñÿ

òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî (In, ιn), ãäå

In =

{
k

n
| k = 0, n

}
, (∀k, l = 0, n)

k

n
ιn
l

n
⇔ |k − l| 6 1.

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå f : (X, τ) −→ (Y, θ) íàçûâàåòñÿ ñèëü-

íûì òîëåðàíòíûì îòîáðàæåíèåì òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ, åñëè âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(∀x1, x2 ∈ X) x1τx2 ⇒ f(x1)θf(x2),

(∀x1, x2 ∈ X) x1ετx2 ⇒ f(x1)εθf(x2).

Åñëè îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî ïåðâîìó óñëîâèþ, òî îòîáðà-

æåíèå f íàçûâàåòñÿ òîëåðàíòíûì îòîáðàæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 4. Òîëåðàíòíûå îòîáðàæåíèÿ f0, f1 : (X, τ) −→ (Y, θ)

íàçûâàþòñÿ òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûìè îòíîñèòåëüíî ïîäìíîæåñòâà A ⊂
⊂ X è îáîçíà÷àþòñÿ f0 ∼ f1(rel A), åñëè ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî

n ∈ N è òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå F : (X × In, τ × ιn) −→ (Y, θ) òàêîå,

÷òî

1. (∀x ∈ X) F (x, 0) = f0(x),
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2. (∀x ∈ X) F (x, 1) = f1(x),

3. (∀x ∈ A) (∀k = 0, n) F (x, kn) = f0(x).

Åñëè â ýòîì îïðåäåëåíèè n = 1, òî òàêóþ òîëåðàíòíóþ ãîìîòîïíîñòü

íàçûâàþò ïðîñòîé èëè îäíîøàãîâîé è çàïèñûâàþò f0 ≈ f1(rel A). À

åñëè A = ∅, òî óñëîâèå 3 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, è â ýòîì ñëó÷àå

èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ f0 ∼ f1 è f0 ≈ f1. Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòàÿ

òîëåðàíòíàÿ ãîìîòîïíîñòü f0 ≈ f1, îçíà÷àåò, ÷òî

(∀x1, x2 ∈ X) x1τx2 =⇒ f0(x1)θf1(x2).

Îïðåäåëåíèå 5. n � ìåðíûì òîëåðàíòíûì ñôåðîèäîì (T ñôåðîèäîì)

òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ) â òî÷êå x0 ∈ X íàçûâàåòñÿ òîëåðàíò-

íîå îòîáðàæåíèå αm : (I
(n)
m , ι

(n)
m ) → (X, τ) òàêîå, ÷òî αm(∂I

(n)
m ) = x0,

m ∈ N.

Åñëè αm : (I
(n)
m , ι

(n)
m ) → (X, τ) � Ò ñôåðîèä è M ∈ N, M > n, òîãäà

îïðåäåëèì Ò ñôåðîèä αM,m : (I
(n)
M , ι

(n)
M )→ (X, τ) ñëåäóþùèì îáðàçîì

(∀ki = 0,M, i = 1, n) αM,m((
ki
M

)i=1,n) =

{
αm((kim)i=1,n), (∀i = 1, n) ki 6 m;

x0, (∃i = 1, n) ki > m.

Ñôåðîèä αM,m íàçûâàåòñÿ ïðîäëåíèåì ñôåðîèäà αm.

Îïðåäåëåíèå 6. Äâà n � ìåðíûõ ñôåðîèäà αm1
, α
′

m2
ïðîñòðàíñòâà

(X, τ) â òî÷êå x0 íàçûâàþòñÿ òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûìè è îáîçíà÷àþòñÿ

αm1
' α

′

m2
, åñëè ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå M > max {m1,m2} è òîëå-

ðàíòíàÿ ãîìîòîïèÿ αM,m1
∼ α

′

M,m2
(rel ∂I

(n)
M ).

Îòíîøåíèå ' ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ñèìâîëîì [αm]

îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ ýòîãî îòíîøåíèÿ ñ ïðåäñòàâèòåëåì αm.

Â òåîðèè òîëåðàíòíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï î÷åíü ïîëåçíîé ÿâëÿåò-

ñÿ êîíñòðóêöèÿ äâîéíîãî çàìåäëåíèÿ Ò ñôåðîèäà.
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Ïóñòü αm : (I
(n)
m , ι

(n)
m ) → (X, τ) � ïðîèçâîëüíûé Ò ñôåðîèä, åãî äâîé-

íûì çàìåäëåíèåì íàçûâàåòñÿ íîâûé Ò ñôåðîèä

α̃m : (I
(n)
2m , ι

(n)
2m)→ (X, τ)

(∀i = 1, n, ki = 0, 2m) α̃m((
ki

2m
)i=1,m)

df
= αm((

1

m

[
ki
2

]
)i=1,n),

ãäå ñêîáêè [. . . ] îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.

Äâîéíîå çàìåäëåíèå èìååò ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ:

W1. α̃m : (I
(n)
2m , ι

(n)
2m ◦ ι

(n)
2m)→ (X, τ) � òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå, ò.å. α̃m

ñîõðàíÿåò äâîéíóþ òîëåðàíòíîñòü ι(n)
2m ◦ ι

(n)
2m;

W2. ñâîéñòâî ãîìîìîðôíîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ∗, ò.å.

˜αm1
∗ βm2

= α̃m1
∗ β̃m2

;

W3. α̃m ' αm.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñâîéñòâ äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü îïåðàöèè íà

êëàññàõ òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûõ ñôåðîèäîâ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëîé

[αm1
] ∗ [βm2

] = [αm1
∗ βm2

] ,

èëè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

[αm] ∗ [βm] =
[
γ

(1)
2m

]
,

ãäå

γ
(1)
2m((

ki
2m

)i=1,n) =


αm((kim)i=1,n), ∀ki = 1,m;

βm(k1−m
m , (kim)i=2,m), k1 = m, 2m, (∀i = 2, n) ki = 0,m;

x0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ òîëåðàíòíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï

â Ò êóáå (I
(n)
m , ι

(n)
m ), n > 2, âûäåëèì íà÷àëüíóþ (n− 1) � ìåðíóþ ãðàíü

I(n−1)
m

df
=

{
(
ki
m

)i=1,n ∈ I(n)
m | km = 0

}
.
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Âñå îñòàâøèåñÿ ãðàíè îáîçíà÷èì J (n−1). Çàôèêñèðóåì â òîëåðàíòíîì

ïóíêòèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ((X, τ), x0) ïîäïðîñòðàíñòâî ((A, τA), x0),

ãäå A ⊂ X, x0 ∈ A, τA = τ ∩ (A× A).

Îïðåäåëåíèå 7. Îòíîñèòåëüíûì n � ìåðíûì (n > 2) òîëåðàíòíûì

ñôåðîèäîì ïðîñòðàíñòâà (X, τ) îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà (A, τA)

íàçûâàåòñÿ òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå αm : (I
(n)
m , ι

(n)
m ) → (X, τ), m ∈

N, n > 2, òàêîå, ÷òî αm(I
(n−1)
m ) ⊂ A, αm(J

(n−1)
m ) = x0.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíûé Ò ñôåðîèä ñòàíîâèòñÿ Ò ñôåðîèäîì (â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5), åñëè A = {x0} .
Äëÿ îòíîñèòåëüíûõ Ò ñôåðîèäîâ îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå òîëåðàíò-

íîé ãîìîòîïíîñòè
A', ïîâòîðÿþùåå îïðåäåëåíèå 6 ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,

÷òî òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

F : (I
(n)
M × IN , ι

(n)
M × ιN)→ (X, τ),

îñóùåñòâëÿþùåå òîëåðàíòíóþ ãîìîòîïèþ F : αM,m1
∼ α

′

M,m2
, äîëæíî

áûòü òàêîâî, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà l
N ∈ IN

îòîáðàæåíèå F |(I(n)
M ×

{
l
N

}
) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì Ò ñôåðîèäîì.

Íà ìíîæåñòâå Ò ïóòåé P (X, x0) â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) îïðåäåëèì

ñòðóêòóðó òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü ωm1
, ω
′

m2
∈ P (X.x0) � ïðîèçâîëüíûå Ò ïóòè

ïðîñòðàíñòâà (X, τ) ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0 ∈ X è ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííî-

ñòè m2 > m1. Òîãäà Ò ïóòè ωm1
è ω

′

m2
íàçîâåì κX � òîëåðàíòíûìè, åñëè

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ω
′

m2
= εm2−m1

∗ γ ′m1
, ãäå εm2−m1

� ïîñòîÿííûé ïóòü äëèíû m2 −m1 :

(∀k = 0,m2 −m1) εm2−m1
(

k

m2 −m1
) ≡ x0,

à γ
′

m1
∈ P (X, x0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê ïóòè ω

′

m2
:

(∀k = 0,m1) γ
′

m1
(
k

m1
) = ω

′

m2
(
k +m2 −m1

m2
);



66

2) ωm1
≈ γ

′

m1
.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè m1 = m2 = m, εm2−m1
= ε0 � ïîñòîÿííûé ïóòü äëè-

íû 0 ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì îáúåêòîì, åãî òðàåêòîðèÿ ñîñòîèò èç îäíîé

åäèíñòâåííîé òî÷êè x0, è îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ∗ îí âåäåò ñåáÿ êàê

íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, ò.å. ε0 ∗ γ
′

m = γ
′

m = ω
′

m. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ 8 èìååò ìåñòî ïðàâèëî:

ωmκω′m ⇔ ωm ≈ ω
′

m,

ò.å. ωmκω′m ⇔
[
(∀k, l = 0,m) |k − l| 6 1⇒ ωm(

k

m
)τω

′

m(
l

m
)

]
.

Çàìå÷àíèå 2. Èç îïðåäåëåíèÿ 8 ñëåäóåò, ÷òî âñå ïîñòîÿííûå ïóòè ñ íà-

÷àëîì â òî÷êå x0 ÿâëÿþòñÿ κ � òîëåðàíòíûìè äðóã äðóãó:

(∀εm1
, εm2

∈ CP (X, x0)) εm1
κεm2

.

Äîãîâîðèìñÿ â äàëüíåéøåì, åñëè áóäåò òðåáîâàòüñÿ ïîä÷åðêíóòü, ÷òî

ðàññìàòðèâàþòñÿ Ò ïóòè â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ κ �

òîëåðàíòíîñòè òàêèõ ïóòåé áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë κX .

Èòàê, îïðåäåëåíî òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî (P (X, x0),κ) Ò ïóòåé

ïðîñòðàíñòâà (X, τ) ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äîêàçû-

âàåòñÿ íàèáîëåå ñóùåñòâåííîå ñâîéñòâî ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 9. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå p : (E, τ)→ (B, τ) íàçû-

âàåòñÿ òîëåðàíòíûì ðàññëîåíèåì (â ñìûñëå Ãóðåâè÷à), åñëè äëÿ ëþáîãî

òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Y, θ) è ëþáûõ òîëåðàíòíûõ îòîáðàæåíèé

F : (Y × In, θ × ιn)→ (B, τ), f : (Y, θ)→ (E, τ)

òàêèõ, ÷òî F |(Y × {0}) = p ◦ f , ñóùåñòâóåò òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

F : (Y × In, θ × ιn)→ (E, τ) òàêîå, ÷òî F |(Y, {0}) = f, p ◦ F = F.

Îäíàêî, íå âñå âàæíûå è èíòåðåñíûå ñëó÷àè óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó

òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ â ïîëíîì îáúåìå, òàê, íàïðèìåð, èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàññëîåíèå.
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Òåîðåìà 1. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå p : (P (X, x0),κX) → (X, τ),

çàäàâàåìîå ôîðìóëîé p(ωm) = ωm(1), ÿâëÿåòñÿ òîëåðàíòíûì êâàçè-

ðàññëîåíèåì, â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà (Y, θ) è äëÿ

ëþáûõ îòîáðàæåíèé

F : (Y × IM , θ × ιM)→ (X, τ), f : (Y, θ)→ (P (X, x0),κX)

òàêèõ, ÷òî (∀y ∈ Y ) F (y, 0) = p◦f(y), ñóùåñòâóåò òîëåðàíòíîå îòîá-

ðàæåíèå

F : (Y × IM , θ × ιM)→ (P (X, x0),κX)

òàêîå, ÷òî

p ◦ F = F, (∀y ∈ Y ) F (y, 0) = f(y) ∗ (εp◦f(y))M = f(y) ∗ (εF (y,0))M ,

ãäå (εF (y,0))M � òîëåðàíòíûé ïóòü äëèíû M â ïðîñòðàíñòâå (X, τ),

ïðèíèìàþùèé òîæäåñòâåííîå çíà÷åíèå (εF (y,0))M( k
M ) ≡ F (y, 0) ∈ X.

Ïðè ýòîì êâàçèðàññëîåíèå p èìååò ñëîé p−1(x0) = (Ω(X, x0),κX).

Äëÿ ëþáîãî òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ èìååò ìåñòî òåîðåìà î òî÷íîé

òîëåðàíòíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. [3'], òåîðåìà 9).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ åå àíàëîãîì äëÿ òîëåðàíòíîãî êâàçèðàñ-

ñëîåíèÿ p : (P (X, x0),κX)→ (X, τ) èç òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p : (P (X, x0),κX) → (X, τ) � òîëåðàíòíîå êâà-

çèðàññëîåíèå Ò ïóòåé ïðîñòðàíñòâà (X, τ), òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäó-

þùàÿ òî÷íàÿ òîëåðàíòíàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

· · · ∂∗→ πn(Ω(X, x0), ε1)
i∗→ πn(P (X, x0), ε1)

p∗→
p∗→ πn(X, x0)

∂∗→ πn−1(Ω(X, x0), ε1)→ · · · ,

ãäå p∗ = pπ ◦ j∗; ∂∗ = ∂ ◦ p−1
π ; ι∗, j∗, ∂ � ãîìîìîðôèçìû òî÷íîé òî-

ëåðàíòíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (Ω(X, x0),κX) ⊂
⊂ (P (X, x0),κX) (ñì. [3], òåîðåìà 4);

pπn : πn(P (X, x0),Ω(X, x0), ε1) ∼= πn(X, {x0} , x0) = πn(X, x0) (1)
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� èçîìîðôèçìû, èíäóöèðîâàííûå òîëåðàíòíûì îòîáðàæåíèåì òðîåê

p : ((P (X, x0),κ), (Ω(X, x0),κ), ε1)→ ((X, τ), ({x0} , τ), x0). (2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ãîìîìîðôèçì pπn îòíîñèòåëüíûõ ãîìîòîïè÷å-

ñêèõ ãðóïï (1), èíäóöèðîâàííûé îòîáðàæåíèåì (2) òðîåê, ÿâëÿåòñÿ èçî-

ìîðôèçìîì äëÿ âñåõ n > 2. Ïîêàæåì ñíà÷àëà ñþðüåêòèâíîñòü. Âîçüìåì

ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò

[αm] ∈ πn(X, x0), αm : (I(n)
m , ∂I(n)

m )→ (X, x0),

ãäå αm � àáñîëþòíûé Ò ñôåðîèä ïðîñòðàíñòâà ((X, τ), x0) ðàçìåðíîñòè

n. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè

αm((
ki
m

)i=1,n) = x(ki)i=1,n = x(k1,··· ,kn) ∈ X.

Òàê êàê αm � Ò ñôåðîèä, òî

(∃i = 1, n) ki ∈ {0,m} ⇒ x(k1,··· ,kn) = x0, (3)

åñëè æå P = (kim)i=1,nι
(n)
m Q = (k

′
i

m)i=1,n, òî åñòü (∀i = 1, n) |ki − k
′

i| 6 1,

òîãäà

x(k1,··· ,kn)τx(k
′
1,··· ,k

′
n). (4)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå αm : I
(n)
m → P (X, x0) òàêîå, ÷òî

(∀(ki
m

)i=1,n ∈ I(n)
m ) αm((

ki
m

)i=1,n) : (Im, ιm)→ (X, τ),

αm((
ki
m

)i=1,n)(
l

m
) =

{
x(k1,··· ,kn−1,m−l), l = 0,m− kn;
x(k1,··· ,kn−1,kn), l = m− kn,m.

(5)

Èç (4) è (3) ñëåäóåò, ÷òî â ñàìîì äåëå

(∀(ki
m

)i=1,n ∈ I(n)
m ) αm((

ki
m

)i=1,n) ∈ P (X, x0).
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Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå αm : (I
(n)
m , ι

(n)
m ) → (P (X, x0),κX) ÿâëÿåòñÿ

òîëåðàíòíûì, òî åñòü

(∀i = 1, n) (∀ki, k
′

i = 0,m) |ki − k
′

i| 6 1⇒

⇒ αm((
ki
m

)i=1,n) ≈ αm((
k
′

i

m
)i=1,n). (6)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

(∀l, l′ = 0,m) |l − l′| 6 1⇒ αm((
ki
m

)i=1,n)(
l

m
)ταm((

k
′

i

m
)i=1,n)(

l
′

m
). (7)

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè. Íà÷íåì ñ kn = k
′

n. Òîãäà èç óñëîâèÿ

â (7) ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ëèøü äâóõ âàðèàíòîâ:

0 6 l, l
′
6 m− kn, (8)

m− kn 6 l, l
′
6 m., (9)

Äëÿ (8), ñîãëàñíî (5), èìååì

αm((kim)i=1,n)(
l
m) = x(k1,··· ,kn−1,m−l),

αm((k
′
i

m)i=1,n)(
l
′

m) = x(k
′
1,··· ,k

′
n−1,m−l

′
).

(10)

Äëÿ (9) ñ ïîìîùüþ (5) ïîëó÷àåì

αm((kim)i=1,n)(
l
m) = x(k1,··· ,kn−1,kn),

αm((k
′
i

m)i=1,n)(
l
′

m) = x(k
′
1,··· ,k

′
n−1,k

′
n).

(11)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èç (4) ñëåäóåò, ÷òî (7) èìååò ìåñòî.

Ïóñòü òåïåðü k
′
= k + 1. Òîãäà âîçìîæíû ëèøü ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1) 0 6 l, l
′
6 m− k′ < m− k;

2) m− k′ < m− k 6 l, l
′
6 m;

3) l
′
= m− k′, l = m− k;

4) l = m− k′ = m− k − 1, l
′
= m− k = m− k′ + 1.

Â ñëó÷àÿõ 1) è 3) èìååò ìåñòî ôîðìóëû (10). Â ñëó÷àå 2) èìååì (11). Â

ñëó÷àå 4) èç (5) ñëåäóåò

αm((
ki
m

)i=1,n)(
l

m
) = x(k1,··· ,kn−1,m−l) = x(k1,··· ,kn−1,k

′
n),
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αm((
k
′

i

m
)i=1,n)(

l
′

m
) = x(k

′
1,··· ,k

′
n−1,k

′
n),

÷òî âìåñòå ñ (4) ïîêàçûâàåò âûïîëíåíèå (7).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî íàìè òîëåðàíòíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ αm : (I
(n)
m , ι

(n)
m ) → (P (X, x0),κX) íà íèæíåé ãðàíè I

(n−1)
m =

=
{

(kim)i=1,n ∈ I
(n)
m |kn = 0

}
αm(I(n−1)

m ) = αm |kn=0 : (I(n−1)
m , ι(n−1)

m )→ (P (X, x0),κX).

Èç (5) è (3) ñëåäóåò ,÷òî äëÿ ëþáûõ (kim)i=1,n−1 ∈ I
(n−1)
m

αm((
ki
m

)i=1,n−1, 0)(0) = x(k1,··· ,kn−1,m) = x0,

αm((
ki
m

)i=1,n−1, 0)(m) = x(k1,··· ,kn−1,0) = x0.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî

αm(I(n−1)
m ) ⊂ Ω(X, x0). (12)

×òîáû òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå αm ÿâëÿëîñü áû îòíîñèòåëüíûì Ò �

ñôåðîèäîì â ïðîñòðàíñòâå (P (X, x0),κX) îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà

(Ω(X, x0),κX), îïðåäåëÿþùèì ýëåìåíò â πn(P (X, x0),Ω(X, x0), ε1), íå

õâàòàåò òîëüêî ñâîéñòâà αm(J
(n−1)
m ) ≡ ε1. Âìåñòî íåãî, êàê ýòî ñëåäó-

åò èç (5) è (3), èìååò ìåñòî ñâîéñòâî

αm(J (n−1)
m ) = εm. (13)

Ïðåîáðàçóåì òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå αm, ñîõðàíÿÿ ñâîéñòâî (12), â îò-

íîñèòåëüíûé Ò ñôåðîèä

βm+2 : (I
(n)
m+2, I

(n−1)
m+2 , J

(n−1)
m+2 )→ (P (X, x0),Ω(X, x0), ε1),

êîòîðûé îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

βm+2((
ki

m+ 2
)i=1,n)

df
=


ε1, ( ki

m+2)i=1,n ∈ J
(n−1)
m+2 ;

αm((ki−1
m )i=1,n), ( ki

m+2)i=1,n /∈ ∂I
(n)
m+2;

αm((ki−1
m )i=1,n−1, 0), ( ki

m+2)i=1,n ∈ I
(n−1)
m+2 \∂I

(n−1)
m+2 .
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Ãðàôè÷åñêè îïðåäåëåíèå βm+2 ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ñëåäóþùåì ðè-

ñóíêå (äëÿ n = 2)

βm+2

ε1 εm

ε1

εm

εm ε1αm

αm(I
(n−1)
m )

Ðèñ. 1

Èç îïðåäåëåíèÿ βm+2, ñâîéñòâà (9) è çàìå÷àíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî βm+2 �

òîëåðàíòíûé Ò ñôåðîèä, îïðåäåëÿþùèé ýëåìåíò

[βm+2] ∈ πn(P (X, x0),Ω(X, x0), ε1).

Ïðîåêöèåé íà (X, τ) Ò ñôåðîèäà βm+2 áóäåò Ò ñôåðîèä

βm+2 = p ◦ βm+2, (14)

êîòîðûé ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåí íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå

x0

x0

x0

x0

αm

ε

ε

Ðèñ. 2

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

βm+2 = ε
(n)
1 ∗ αm ∗ ε

(n)
1 , (15)
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ãäå ε(n)
1 � n�ìåðíûå Ò ñôåðîèäû ðàçìåðà 1 = (1, · · · , 1), òîæäåñòâåííî

ðàâíûå x0. Èñïîëüçóÿ (14), (15) è ñâîéñòâà êëàññîâ òîëåðàíòíîé ãîìî-

òîïíîñòè Ò ñôåðîèäîâ, ïîëó÷èì

pπn([βm+2]) = [p ◦ βm+2] = [βm+2] = [ε
(n)
1 ] ∗ [αm] ∗ [ε

(n)
1 ] = [αm],

÷òî è äîêàçûâàåò ñþðüåêòèâíîñòü ãîìîìîðôèçìà pπn.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó èíúåêòèâíîñòè ãîìîìîðôèçìà pπn. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî äëÿ îòíîñèòåëüíîãî Ò ñôåðîèäà

αm : (I(n)
m , I(n−1)

m , J (n−1)
m )→ (P (X, x0),Ω(X, x0), ε1)

èìååì pπn([αm]) = [p ◦ αm] = [ε
(n)
m ]. Ïîñêîëüêó αm � ïðîèçâîëüíûé ïðåä-

ñòàâèòåëü êëàññà [αm], òî, áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè, ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ 6, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ òîëåðàíòíàÿ ãîìîòîïèÿ àáñîëþòíûõ

Ò ñôåðîèäîâ â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) :

F : (I(n)
m × Ip, ι(n)

m × ιp)→ (X, τ), F : αm = p ◦ αm ∼ ε(n)
m (rel ∂I(n)

m ),

F | (I(n)
m × {0}) = αm, F | (I(n)

m × {1}) = ε(n)
m , F | (∂I(n)

m × Ip) ≡ x0. (16)

Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå F : (I
(n)
m × Ip, ι(n)

m × ιp) → (P (X, x0),κX), íà-

êðûâàþùåå F, â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä

F ((
ki
m

)i=1,n,
l

p
)
df
= αm((

ki
m

)i=1,n) ∗ ω(k1,··· ,kn;l)
p , (17)

ãäå ω(k1,··· ,kn;l)
p = ω

(k;l)
p : (Ip, ιp)→ (X, τ) � Ò ïóòü â (X, τ) òàêîé, ÷òî

ω(k1,··· ,kn;l)
p (

r

p
)
df
=

{
F ((kim)i=1,n,

r
p), r = 0, l;

F ((kim)i=1,n,
l
p), r = l, p.

(18)

Äëÿ F âûïîëíÿåòñÿ íàêðûâàþùåå ñâîéñòâî p ◦F = F, íî åãî íà÷àëüíûé

îòíîñèòåëüíûé Ò ñôåðîèä βm íå ñîâïàäàåò ñ αm :

βm((
ki
m

)i=1,n)
df
= F ((

ki
m

)i=1,n, 0) = αm((
ki
m

)i=1,n) ∗ (ε
αm((kim )i=1,n))p (19)
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Èç (17), (18) è (16) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ Q = (kim)i=1,n ∈ I
(n)
m èìååì

F (Q, 1)(1) = ω(k,p)(1) = F (Q, 1) = x0,

ò.å. F | (I(n)
m × {1}) ⊂ Ω(X, x0). (20)

Ñâîéñòâî îòíîñèòåëüíîãî Ò ñôåðîèäà αm(I
(n−1)
m ) ⊂ Ω(X, x0), ñîãëàñíî

ôîðìóëàì (17), (18), (16), èìååò ìåñòî è äëÿ F :

F | (I(n−1)
m × Ip) ⊂ Ω(X, x0). (21)

À âîò ñâîéñòâî αm(J
(n−1)
m ) ≡ ε1 è òå æå ôîðìóëû äàäóò:

F | ((n−1)
m × Ip) ≡ εp+1. (22)

Ò.î., ÷òîáû F ñòàëî áû òîëåðàíòíîé ãîìîòîïèåé îòíîñèòåëüíûé Ò ñôå-

ðîèäîâ, â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (22) äîëæíî ñòîÿòü ε1. Ýòîãî ìîæíî

äîáèòüñÿ ïðèìåíèâ êîíñòðóêöèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1, ò.å. îïðåäå-

ëèâ

F
′

: (I
(n)
m+2 × Ip, ι

(n)
m+2 × ιp)→ (P (X, x0),κX),

F
′

((
ki

m+ 2
)i=1,n,

l

p
)
df
=


ε1, ( ki

m+2)i=1,n ∈ J
(n−1)
m+2 ;

F ((ki−1
m )i=1,n,

l
p) ( ki

m+2)i=1,n ∈ ∂I
(n)
m+2;

F ((ki−1
m )i=1,n, 0), ( ki

m+2)i=1,n ∈ I
(n−1)
m+2 \∂I

(n)
m+2.

Òîãäà, ïî ïîñòðîåíèþ, F
′

îñóùåñòâëÿåò òîëåðàíòíóþ ãîìîòîïèþ îòíîñè-

òåëüíûõ Ò ñôåðîèäîâ:

β
′

m+2 = F
′

| (I ′m+2 × {0})
Ω(X,x0)
' F

′

| (I ′m+2 × {1}) = γm+2. (23)

Òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè F
′

äëÿ íåãî ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî (20), òî, èñ-

ïîëüçóÿ òåîðåìó 5 ðàáîòû [3'], ïîëó÷àåì, ÷òî [γm+2] � ýëåìåíò òðèâèàëü-

íîé ãðóïïû πn(Ω(X, x0),Ω(X, x0), ε1), ò.å.

γm+2
Ω(X,x0)
' ε

(n)
1 . (24)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α
′

m+2 îòíîñèòåëüíûé Ò ñôåðîèä, êîòîðûé ïîëó÷àåò-

ñÿ èç αm òàê æå, êàê è β
′

m+2 èç βm, ò.å. ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóêöèè,
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èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1. Ïóñòü Ò ïóòè α
′

m+2((
ki
m+2)i=1,n) èìåþò òðàåêòî-

ðèè

α
′

m+2((
ki

m+ 2
)i=1,n) = x

(k)
0 x

(k)
1 · · ·x

(k)
s(k)

, k = (k1, · · · , kn),

ãäå s(k) = s(k1, · · · , kn) � äëèíà ýòîãî ïóòè. Ïóñòü S = max
{
s(k)

}
�

ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà âñåõ òàêèõ ïóòåé. Èç (19) è ïîñòðîåíèÿ α
′

m+2, β
′

m+2

ñëåäóåò, ÷òî

(∀( ki
m+2)i=1,n ∈ I

(n)
m+2\J

(n−1)
m+2 ) β

′

m+2((
ki
m+2)i=1,n) =

= α
′

m+2((
ki
m+2)i=1,n) ∗ (ε

X
(k)

s(k)

)p = x
(k)
0 x

(k)
1 · · ·x

(k)
s(k)

x
(k)
s(k)
· · ·x(k)

s(k)︸ ︷︷ ︸
p

=

= µ(s(k))(α
′

m+2((
ki
m+2)i=1,n)) ∗ (ε

X
(k)

s(k)

)p−1.

(25)

Îïðåäåëèì òåïåðü îòíîñèòåëüíûå Ò ñôåðîèäû β
′(l)
m+2, l = 0, S,

(∀Q = (
ki

m+ 2
)i=1,n ∈ I

(n)
m+2)

β
′(l)
m+2(Q)

df
=


β
′

m+2(Q) = ε1, Q ∈ J (n−1)
m+2 ;

(µ(s(k)− l)(α′m+2(Q))) ∗ (ε
X

(k)

s(k)

)p−1, Q /∈ J (n−1)
m+2 , l = 0, s(k);

(µ(0)(α
′

m+2(Q))) ∗ (ε
X

(k)

s(k)

)p−1, Q /∈ J (n−1)
m+2 , l = s(k), S.

(26)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîêàæåì, ÷òî β
′

m+2 = β
′(0)
m+2 ≈ β

′(1)
m+2, òî åñòü

∀ (
ki

m+ 2
)i=1,n︸ ︷︷ ︸

Q

ι
(n)
m+2 (

k
′

i

m+ 2
)i=1,n︸ ︷︷ ︸

Q′

⇒ β
′

m+2(Q)κXβ
′(1)
m+2(Q

′
). (27)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì s(k
′
) > s(k) è äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

s(k) = s, (∀i = 0, s) x
(k)
i = xi; s(k

′

) = s
′
, (∀i = 0, s′) x

(k
′
)

i = x
′

i.

Òîãäà (27) ñëåäóåò èç ðèñ. 3, ãäå ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåê-

òîðèè.
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s′−s
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′
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x

′

s′−2
x

′

s′−1
x

′

s′ x
′

s′ x
′

s′

x0 x1 xs−2 xs−1 xs xs xs

.x0 .x0 · · · .x0
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��@
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@
@�
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��@
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@

· · ·
· · ·
· · ·

· · ·
· · ·
· · ·

x
′

s′−s
x

′

s′−s+1
x

′

s′−2
x

′

s′−1
x

′

s′ x
′

s′ x
′

s′

x0 x1 xs−2 xs−1 xs xs xs

︸ ︷︷ ︸
s′−s=(s′+p)−(s+p)

︸ ︷︷ ︸
p

β
′

m+2(Q
′
)

β
′

m+2(Q)

β
′(1)

m+2(Q
′
)

β
′(1)

m+2(Q).

@
@
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�
�
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�

�

@

@
@
@@�

�
�
�@
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�
�
�@
@
@@�

�
�
�@

�

�

@

· · · · · ·

Ðèñ. 3

Íà ðèñ. 3 âèä ïåðâûõ äâóõ òðàåêòîðèé è òîëåðàíòíîñòè èõ òî÷åê, èçîá-

ðàæåííûå ðàâåíñòâàìè è ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òî-

ãî, ÷òî ïðè Qι(n)
m+2Q

′
èìååì òîëåðàíòíîñòü β

′

m+2(Q
′
)κXβ

′

m+2(Q), êîòîðàÿ

îïèñûâàåòñÿ â îïðåäåëåíèè 8. Âèä ýòèõ ïåðâûõ äâóõ òðàåêòîðèé îïðåäå-

ëÿåò âèä îñòàëüíûõ. Âòîðàÿ è òðåòüÿ òðàåêòîðèÿ íà ðèñ. 3 è îïðåäåëåíèå

8 äîêàçûâàþò (27) äëÿ òî÷åê Q,Q
′ ∈ I

(n)
m+2\J

(n−1)
m+2 . Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ

ñëó÷àåâ ñïðàâåäëèâîñòü (27) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìå÷àíèÿ 2.

Òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé è äîêàçûâàþò,

÷òî

(∀l = 0, S − 1) β
′(l)
m+2 ≈ β

′(l+1)
m+2 , ò.å. β

′

m+2
Ω(X,x0)
' β

′(S)
m+2.

Òå æå ïîñòðîåíèÿ òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü ê β
′(S)
m+2 è ò.ä., â ðåçóëüòàòå

÷åãî, ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ïîëó÷èì

β
′

m+2
Ω(X,x0)
' β

′′

m+2, (28)

ãäå

(∀Q = (
ki

m+ 2
)i=1,n ∈ I

(n)
m+2)
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β
′′

m+2(Q)
df
=

{
β
′

m+2(Q) = α
′

m+2(Q) = ε1, Q ∈ J (n−1)
m+2 ;

εm ∗ α
′

m+2(Q), Q /∈ J (n−1)
m+2 .

(29)

Èñïîëüçóÿ (29) ïîêàæåì, ÷òî

β
′′

m+2 ' α
′

m+2. (30)

Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå:

(∀Q = (
ki

m+ 2
)i=1,n, Q

′
= (

k
′

i

m+ 2
)i=1,n ∈ I

(n)
m+2\J

(n−1)
m+2 )

Qι
(n)
m+2Q

′ ⇒ β
′′

m+2(Q)κXα
′

m+2(Q
′
). (31)

Ýòî ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèé. Ïóñòü

α
′

m+2(Q) = x0x1 · · ·xs, α
′

m+2(Q
′
) = x

′

0x
′

1 · · ·x
′

s′
, s

′
> s.

Òîãäà òîëåðàíòíîñòü αm+2, îïðåäåëåíèå 8 è ôîðìóëà (29) ïîêàçûâà-

þò, ÷òî èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ, èçîáðàæåííàÿ íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

.x0 · · · .x0

@
@
@@�
�
�
�@

�

�

@

· · ·
· · ·
· · ·

x0 x1 xs

x
′

s′−s
x

′

s′−s+1
x

′

s′

.x0 · · · .x0 .x0 · · · .x0

@
@
@@�
�
��@

�

�

@

· · ·
· · ·
· · ·

x
′

s
′−s

x
′

s′−s+1
x

′

s′

x0 x1 xs
.x0 · · · .x0

s
′−s︷ ︸︸ ︷

p︷ ︸︸ ︷ s
′−s︷ ︸︸ ︷
p︷ ︸︸ ︷

α
′
m+2(Q)

α
′
m+2(Q

′
)

β
′′

m+2(Q
′
)

β
′′

m+2(Q).

Ðèñ. 4

Èç ðèñ. 4 è îïðåäåëåíèÿ 8 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ s
′
> s ñâîéñòâî (31) èìå-

åò ìåñòî. Èç ðèñ. 4 è îïðåäåëåíèÿ 8 òàêæå ïîëó÷àåòñÿ òîëåðàíòíîñòü

α
′

m+2(Q)κXβ
′′

m+2(Q
′
), êîòîðàÿ äîêàçûâàåò (31) äëÿ s

′
6 s (â âèäó ðàâíî-

ïðàâèÿ Q è Q
′
).
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Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

α
′

m+2
Ω(X,x0)
' αm. (32)

Â ñàìîì äåëå, èç ñâîéñòâ äâîéíîãî çàìåäëåíèÿ (W1, W2, W3) ñëåäóåò,

÷òî áåç óùåðáà äëÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü αm äâîéíûì çàìåäëåíèåì

íåêîòîðîãî Ò ñôåðîèäà. Òîãäà ñâîéñòâî W1 äâîéíîãî çàìåäëåíèÿ ïîç-

âîëÿåò âûïîëíèòü ñëåäóþùèå ïðîñòûå òîëåðàíòíûå ãîìîòîïèè, êîòîðûå

äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâëåíû ãðàôè÷åñêè (äëÿ n = 2),

α
′
m+2 =

ε1

ε1

ε1

αm

αm|kn = 0

Ω(X,x0)
≈

αm

ε1 Ω(X,x0)
≈

αm

ε1

= αm+2,m.

Ðèñ. 5

Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ αm+2,m
Ω(X,x0)
' αm, òî (32) èìååò ìåñòî. Òå-

ïåðü ñîáèðàåì âìåñòå òîëåðàíòíûå ãîìîòîïèè (23), (24), (28), (30), (32) â

ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì αm
Ω(X,x0)
' ε

(n)
1 , ÷òî è äîêàçûâàåò èíúåêòèâíîñòü

ãîìîìîðôèçìà pπn (ñì. (1)), à, òåì ñàìûì, çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî

èçîìîðôíîñòè pπn.

Òåïåðü âûïèøåì òî÷íóþ òîëåðàíòíóþ ãîìîòîïè÷åñêóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü (ñì. [3'], òåîðåìà 7) äëÿ ïàðû òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ

(Ω(X, x0),κX) ⊂ (P (X, x0),κX) :

· · · ∂→ πn(Ω(X, x0), ε1)
i∗→ πn(P (X, x0), ε1)

j∗→ πn(P (X, x0),Ω(X, x0), ε1)
∂→

∂→ πn−1(Ω(X, x0), ε1)
i∗→ · · · j∗→ π2(P (X, x0),Ω(X, x0), ε1)

∂→
∂→ π1(Ω(X, x0), ε1)

i∗→ π1(P (X, x0), ε1).

Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà (1) çàìåíèì îòíî-

ñèòåëüíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû íà èçîìîðôíûå èì, è ïîëó÷èì òî÷-

íóþ ãîìîòîïè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîëåðàíòíîãî êâàçèðàññëîåíèÿ
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p : (P (X, x0),κX)→ (X, τ) :

∂∗→ πn(Ω(X, x0), ε1)
i∗→ πn(P (X, x0), ε1)

p∗→ πn(X, x0)
∂∗→

∂∗→ πn−1(Ω(X, x0), ε1)
i∗→ · · · p∗→ π2(X, x0)

∂∗→ π1(Ω(X, x0), ε1)
i∗→

i∗→ π1(P (X, x0), ε1), p∗ = pπ ◦ j∗, ∂∗ = ∂ ◦ p−1
π . �

(33)

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà èìååò âàæíîå ñëåäñòâèå, ïðåäñòàâëÿþùåå òîëå-

ðàíòíûé àíàëîã êëàññè÷åñêîãî àëãåáðî-òîïîëîãè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (X, τ) � ïðîèçâîëüíîå òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ îò-

ìå÷åííîé òî÷êîé x0 ∈ X, ïóñòü (Ω(X, x0),κX) � ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíò-

íûõ ïåòåëü ïðîñòðàíñòâà (X, τ) ñ îòìå÷åííîé ïåòëåé ε1 ∈ Ω(X, x0). Òîãäà

äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n > 2 èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì

∂∗ : πn(X, x0) ∼= πn−1(Ω(X, x0), ε1). (34)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

(34) ñëåäóåò èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (33) è òåîðåìû 1 ðàáîòû

[2'], è êàê ñëåäñòâèå, èìååò òðèâèàëüíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé. �
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ÓÄÊ 513.6

Ñ.È. ÍÅÁÀËÓÅÂ, Å.Â. ÊÎÐÎÁ×ÅÍÊÎ, Ì.Í. ÑÓÑÈÍ

Ïóíêòèðîâàííûå òîëåðàíòíûå êóáè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå

ãîìîëîãèè

Â ñòàòüå èçëàãàåòñÿ îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1]. Ïóñòü (X, τ)

� ëèíåéíî ñâÿçíîå òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî, (A, τ) � ëèíåéíî ñâÿçíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî â (X, τ).

Îïðåäåëåíèå 1. Òîëåðàíòíûé ñèíãóëÿðíûé (ÒÑ) êóá u :(
n
×
i=1

Imi
,
n
×
i=1

ιmi

)
→ (X, τ) áóäåì íàçûâàòü A-ïóíêòðèðîâàííûì, åñ-

ëè âñå åãî âåðøèíû ëåæàò â ïîäïðîñòðàíñòâå (A, τ), òî åñòü(
∀ε = 0, n, i = 1, n

)
u(ε1, . . . , εn) ∈ A.

Çàìåòèì, ÷òîX-ïóíêòèðîâàííûå ÒÑ êóáû � ýòî ïðîèçâîëüíûå ÒÑ êóáû,

à ïóíêòèðîâàííûå ÒÑ êóáû â ïóíêòèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ((X, τ), x0)

� ýòî {x0}�ïóíêòèðîâàííûå ÒÑ êóáû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç CA(X) =
{
CA
N(X), ∂n

}
n>0 � öåïíîé êîìïëåêñ A�

ïóíêòðèðîâàííûõ íîðìèðîâàííûõ òîëåðàíòíûõ êóáè÷åñêèõ ñèíãóëÿð-

íûõ (ÒÊÑ) öåïåé, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñïîñîáîì, îïèñàííûì â [1] äëÿ ñëó-

÷àÿ A = {x0}. Åãî ãîìîëîãèè îáîçíà÷èì HA(X) =
⊕
n>0

HA
n (X). Â ðàáîòå

[1] ãîìîëîãèè HX(X) îáîçíà÷àþòñÿ HQ(X), à ãîìîëîãèè H{x0}(X) îáî-

çíà÷åíû H•(X). Â ýòîé æå ðàáîòå äîêàçàíà åñòåñòâåííàÿ èçîìîðôíîñòü

ôóíêòîðîâ HQ è H• êàòåãîðèè ëèíåéíî ñâÿçíûõ òîëåðàíòíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ. Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî HQ è HA(X) åñòåñòâåííî èçîìîðô-

íû íà êàòåãîðèè ëèíåéíî ñâÿçíûõ ïàð (X, τ), (A, τ).

Èç òåîðåìû 1 â ñòàòüå [4] ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäñòâèå:

(
∀z ∈ ZA

n (X)
)

(∀l ∈ N) zO(l) A∼ z; (1)
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(∀f : (X, τ) −→ (Y, θ)) f(A) ⊂ f(B) =⇒ (Cn(f)(z))
B∼ Cn(f)(z), (2)

ãäå
A∼ îçíà÷àåò ãîìîëîãè÷íîñòü â êîìïëåêñå, à O(l) îáîçíà÷àåòñÿ ïðî-

öåäóðà îêàéìëåíèÿ, êîòîðàÿ íà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ îïðåäåëÿåòñÿ ñ

ïîìîùüþ ôîðìóëû

uO(l) :

(
n
×
i=1

Imi+2l,
n
×
i=1

ιmi+2l

)
→ (X, τ)(

∀i = 1, n, ki = 0,mi + 2l
)
uO(l)

((
ki

mi+2l

)
i=1,n

)
df
= u

((
1
mi
r (mi, l, ki)

)
i=1,n

)
,

r(mi, l, ki) =


0, ki − l 6 0;

ki − l, 0 6 ki − l 6 mi;

mi, ki − l 6 mi.

(3)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ÒÑ êóá u :

(
n
×
i=1

Imi
,
n
×
i=1

ιmi

)
→

→ (X, τ). Âåðøèíû ÒÑ êóáà u èìåþò âèä u(ε) ∈ X, ãäå ε = (ε1, . . . , εn) ∈
∈

n
×{0, 1}, ò.å. ε � íåêîòîðàÿ âåðøèíà T êóáà

n
×
i=1

Imi
. Äëÿ êàæäîé âåð-

øèíû u(ε), â âèäó ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà (X, τ), èìååòñÿ T

ïóòü

ω(ε,u) :
(
Im(ε,u), ιm(ε,u)

)
−→ (X, τ), ω(ε,u)(0) = u(ε), ω(ε,u)(1) ∈ A, (4)

ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó u(ε) ñ ïîäìíîæåñòâîì A ⊂ X. Ñðåäè âñåõ T ïó-

òåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì (4), âûáåðåì è çàôèêñèðóåì îäèí èç

íèõ äëÿ êàæäîé âåðøèíû u(ε). Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíóþ äëèíó òàêèõ

ïóòåé:

M(u)
df
= max {m(ε, u)}.

ε∈
n
×{0,1}

Èìåþò ìåñòî î÷åâèäíûå ñâîéñòâà:(
∀i = 1, n

) (
∀δ = 0, 1

)
M(dδi (u)) 6M(u); (5)
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åñëè u � A-ïóíêòèðîâàííûé =⇒M(u) = 0. (6)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (A, τ) ⊂ (X, τ) � ïàðà ëèíåéíî ñâÿçíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ, òîãäà äëÿ êàæäîãî ÒÑ êóáà u :

(
n
×
i=1

Imi
,
n
×
i=1

ιmi

)
→ (X, τ)

è êàæäîãî ÷èñëà m ∈ N ∪ {0} òàêîãî, ÷òî m >M(u), ñóùåñòâóåò ÒÑ

êóá

V (u,m) :

(
Im ×

n
×
i=1

Imi
, ιm ×

n
×
i=1

ιmi

)
→ (X, τ),

óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(À.1) d0
1(V (u,m)) = uO(m);

(À.2) d1
1(V (u,m)) � A-ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá;

(À.3) åñëè u � A-ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá, òî V (u,m) âûðîæäåí ïî

ïåðâîìó àðãóìåíòó è V (u,m) = uO(m);

(À.4) (∀i = 2, n+ 1)(∀δ = 0, 1) dδi (V (u,m)) = V
(
dδi−1(u),m

)
;

(À.5) åñëè u � âûðîæäåííûé ÒÑ êóá, òî V (u,m) � âûðîæäåííûé ÒÑ

êóá.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Êàæäûé T ïóòü ω(ε,u) çàìåíèì åãî ïðîäëåíèåì äî äëèíû m > M(u),

äîáàâèâ ïîñòîÿííûé ó÷àñòîê ïóòè ïîäõîäÿùåé äëèíû. Äîãîâîðèìñÿ ñî-

õðàíèòü (äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé) äëÿ ýòèõ ïðîäëåííûõ ïóòåé òå æå

îáîçíà÷åíèÿ ω(ε,u).

Êàæäàÿ ãðàíü Γ ðàçìåðíîñòè n − s (s = 0, n) T êóáà Im =
n
×
i=1

Imi

(m = (m1, . . . ,mn)) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γ =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Im|(∀j = 1, s) xij = εij
}
,

è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì ðàçëè÷íûõ èíäåê-

ñîâ i1, . . . , is ∈ {1, . . . , n} è ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì εi1, . . . , εis ∈ {0, 1}.
Ïðè ýòîì èíäåêñû i1, . . . , is è ÷èñëà εi1, . . . , εis, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèå

ãðàíü Γ, íå çàâèñÿò îò ðàçìåðàm = (m1, . . . ,mn) T êóáà Im. Òàê æå íå çà-

âèñÿò îò ðàçìåðà m = (m1, . . . ,mn) è âåðøèíû (ε1, . . . , εn) ∈ Γ∩
n
×{0, 1}
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ýòîé ãðàíè Γ. Ïîýòîìó ãðàíè Γ â Im ïðè ðàçëè÷íûõ m, îïðåäåëÿåìûå

îäíèìè è òåìè æå íàáîðàìè i1, . . . , is; εi1, . . . , εis, áóäåì îáîçíà÷àòü îäè-

íàêîâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(u) ìíîæåñòâî ãðàíåé Γ â Im, êîòîðûå îáëà-

äàþò ñâîéñòâàìè:

1) u|Γ ≡ const = u(ε), ãäå ε � ëþáàÿ âåðøèíà ãðàíè Γ;

2) ãðàíü Γ ìàêñèìàëüíà ïî âêëþ÷åíèþ.

Ïîëîæèì òåïåðü u(0) df
= u è îïðåäåëèì ÒÑ êóá

u(1) :

(
n
×
i=1

Imi+2,
n
×
i=1

ιmi+2

)
→ (X, τ),

(
∀P =

(
ki

mi + 2

)
i=1,n

∈
n
×
i=1

Imi+2

)
;

u(1)(P )
df
=

{
(u(0))O(1)(P ),

(
∀Γ ∈ Γ((u(0))O(1))

)
P /∈ Γ;

ω(ε,u)( 1
m),

(
∃Γ ∈ Γ((u(0))O(1))

)
P ∈ Γ, ε ∈ Γ ∩

n
×{0, 1}.

(7)

Ôîðìóëà (7), îïðåäåëÿþùàÿ u(1) ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñóíêå äëÿ

ñëó÷àÿ n = 2, Γ(u) ñîñòîèò èç äâóõ 0-ìåðíûõ ãðàíåé (âåðøèí) (0,1) è

(1,1) è îäíîé 1-ìåðíîé ãðàíè ñ ïàðàìåòðàìè i1, εi1 = ε2 = 0.

Äàëåå ïðîâåäåì èíäóêöèîííîå ïîñòðîåíèå ïî l = 0,m− 1 ñ îáùèì

øàãîì ñëåäóþùåãî âèäà:

u(l+1) :

(
n
×
i=1

Imi+2(l+1),
n
×
i=1

ιmi+2(l+1)

)
→ (X, τ),
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∀P =

(
ki

mi + 2(l + 1)

)
i=1,n

∈
n
×
i=1

Imi+2(l+1)

)

u(l+1)(P )
df
=

{
(u(l))O(1)(P ),

(
∀Γ ∈ Γ((u(l))O(1))

)
P /∈ Γ;

ω(ε,u)( l+1
m ),

(
∃Γ ∈ Γ((u(l))O(1))

)
P ∈ Γ, ε ∈ Γ ∩

n
×{0, 1}.

(8)

Çàòåì ñòðîèì íîâûå ÒÑ êóáû v(l) :

(
n
×
i=1

Imi+2m,
n
×
i=1

ιmi+2m

)
→ (X, τ) :

v(l) df
=
(
u(l)
)O(m−l)

, l = 0,m.

Íàêîíåö, èñêîìûé ÒÑ êóá V (u,m) îïðåäåëÿåì ôîðìóëîé:

(
∀l = 0,m

)(
∀P =

(
ki

mi + 2

)
i=1,n

∈
n
×
i=1

Imi+2

)
V (u,m)

(
l

m
, P

)
df
= v(l)(P )

(9)

Èç òîëåðàíòíîñòè ω(ε,u) è ïîñòðîåíèé ïðèâåäåííûõ âûøå, ñëåäóåò òî-

ëåðàíòíîñòü îòîáðàæåíèÿ V (u,m), îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé (9). Ñâîé-

ñòâî (À.1) î÷åâèäíî. Ñâîéñòâî (À.2) ñëåäóåò èç (8) è (4). Ñâîéñòâî (À.3)

ñëåäóåò èç (8) è òîãî, ôàêòà, ÷òî äëÿ A-ïóíêòèðîâàííîãî ÒÑ êóáà u âñå

T ïóòè ω(ε,u) = constu(ε) ïîñòîÿííû. Ñâîéñòâî (À.4) ñëåäóåò èç ïîñòðîå-

íèÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âñÿêàÿ ãðàíü èç Γ(dδi (u)) âêëþ÷àåòñÿ â íåêîòîðóþ

ãðàíü èç Γ(u). Íàêîíåö, ñâîéñòâî (À.5) òàêæå ñëåäóåò èç ñïîñîáà ïîñòðî-

åíèÿ ÒÑ êóáà V (u,m).

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ A-ïóíêòèðîâàííûõ ÒÑ êóáîâ u òåîðåìà 1 ôîðìàëíî

âûïîëíÿåòñÿ u äëÿ m = M(u) = 0 (ñì.(6)), è â ýòîì ñëó÷àå V (u, 0) = u.

Çàìå÷àíèå 2. Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ V (u,m) â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû

1 ñëåäóåò, ÷òî V (u,m) ïîëó÷àåòñÿ V (u,M(u)) îêàéìëåíèåì êðàòíîñòè

m−M(u) â íàïðàâëåíèè âñåõ ãðàíåé êðîìå íèæíåé, òî åñòü

V (u,m)

(
k

m
,

(
ki

mi + 2

)
i=1,n

)
=
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=


V (u,M(u))

(
k

M(u)
,
(

1
mi+2M(u)

r(mi + 2M(u),m−M(u), ki)
)

i=1,n

)
, k = 0,M(u);

V (u,M(u))

(
1,
(

1
mi+2M(u)

r(mi + 2M(u),m−M(u), ki)
)

i=1,n

)
, k = M(u),m.

(10)

Èç (10) â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

d1
1(V (u,m)) = (d1

1(V (u,M(u))))O(m−M(u)). (11)

Òåîðåìà 2. Äëÿ âñÿêîé ïàðû (A, τ) ⊂ (X, τ) ëèíåéíî ñâÿçíûõ òî-

ëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ ãðóïïû H(X) =
⊕
n>0

Hn(X) ÒÊÑ ãîìîëîãèé è

ãðóïïû HA(X) =
⊕
n>0

HA
n (X) èçîìîðôíû:

(∀n > 0) HA
n (X) ∼= Hn(X),

è ýòîò èçîìîðôèçì åñòåñòâåíåí íà êàòåãîðèè ïàð ëèíåéíî ñâÿçíûõ

òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì âëîæåíèÿ íîðìàëèçîâàííûõ ÒÊÑ öåïåé

ϕ = {ϕn : CA
n (X)→ Cn(X)}, ϕn(u+DA

n (X)
df
= u+Dn(X).

Î÷åâèäíî, ÷òî ãîìîìîðôèçì ϕ ÿâëÿåòñÿ öåïíûì è åñòåñòâåííûì, è ñëå-

äîâàòåëüíî èíäóöèðóåò åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ϕ∗ : HA(X) −→
−→ H(X). Ïîêàæåì, ÷òî ϕ∗ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Äëÿ ýòîãî ïîñòðî-

èì ãîìîìîðôèçì, îáðàòíûé ê ϕ∗. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ψ = {ψn : Cn(X) −→ CA
n (X)}.

Ïóñòü c =
∑
i

αiui +Dn(X) � ïðîèçâîëüíàÿ íîðìàëèçîâàííàÿ ÒÊÑ öåïü.

Ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèÿìè òåîðåìû 2, îïðåäåëèì (ñì. òàêæå (11))

M(c)
df
= {M(ui)|αi 6= 0}; (12)

ψn(c) = ψn(
∑
i

αiui +Dn(X))
df
=
∑
i

αid
1
1(V (ui,M(c))) +DA

n (X) =

=
∑
i

αid
1
1(V (ui,M(ui)))

O(M(c)−M(ui)) +DA
n (X).

(13)
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Ñâîéñòâà (À.2) è (À.5) èç òåîðåìû 1 ïîêàçûâàþò, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ

îïðåäåëåíî êîððåêòíî è åãî çíà÷åíèÿ ëåæàò â CA(X). Èç (13), (12) è

çàìå÷àíèÿ 1 ïîñëå òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî

ψ|CA(X) = 1CA(X). (14)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðàíèöó

∂n(c) =
∑
i

αi∂ui +Dn−1(X) =
∑
i

αi

n∑
j=1

(−1)j[d0
jui − d1

1ui] +Dn−1(X) =

=
∑
i

n∑
j=1

1∑
ε=0

αi(−1)j+εdεjui.

Â ïîñëåäíåé ñóììå íåêîòîðûå èç ñëàãàåìûõ ìîãóò âçàèìíî ñîêðàùàòüñÿ

èëè ìîãóò îêàçàòüñÿ âûðîæäåííûìè. Ïóñòü èíäåêñû âñåõ òàêèõ ñëàãàå-

ìûõ îáðàçóþò ìíîæåñòâî S2 ⊂ {i|αi 6= 0} × {1, . . . , n} × {0, 1}. Îñòàâ-
øèåñÿ èíäåêñû îáîçíà÷èì ÷åðåç S1 = {i|αi 6= 0}× {1, . . . , n}× {0, 1}\S2.

Òîãäà èìååì ∑
(i,j,ε)

(−1)j+εαid
ε
jui +Dn−1(X) = 0. (15)

Èç (15) è ñâîéñòâà (À.5) ñëåäóåò, ÷òî∑
(i,j,ε)

(−1)j+εαid
1
1(V (dεjui,M(c))) +DA

n−1(X) = 0. (16)

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü (5), (15), (13), (11), (16), (À.4), ïîëó÷àåì

(ψn−1(∂nc))
O(M(c)−M(∂nc)) = (ψn−1(

∑
S1

+
∑
S2

))O(M(c)−M(∂nc)) =

= (ψn−1(
∑
S1

))O(M(c)−M(∂nc)) =

=
∑

(i,j,ε∈S1)

αi(−1)j+ε(d1
1(V (dεjui,M(∂nc))))

O(M(c)−M(∂nc)) +DA
n−1(X) =

=
∑

(i,j,ε∈S1)

αi(−1)j+ε(d1
1(V (dεjui,M(c))))+
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+
∑

(i,j,ε∈S2)

αi(−1)j+ε(d1
1(V (dεjui,M(c)))) +DA

n−1(X) =

=
∑
i

n∑
j=1

1∑
ε=0

αi(−1)j+εd1
1(d

ε
j+1(V (ui,M(c)))) +DA

n−1(X) =

=
∑
i

n∑
j=1

1∑
ε=0

αi(−1)j+εdεj(d
1
1(V (ui,M(c)))) +DA

n−1(X) = ∂n(ψn(c)),

ãäå äëÿ êðàòêîñòè çàïèñàíî ∂nc =
∑
s1

+
∑
s2

. Èòàê, èìååì êâàçèöåïíîå

ñâîéñòâî:

(ψn−1(∂nc))
O(M(c)−M(∂nc)) = ∂n(ψn(c)). (17)

Åñëè â (17)) âçÿòü öèêë c = z ∈ Zn(X), òî ïîëó÷èì ñâîéñòâî:

(∀n > 0) ψn(Zn(X)) ⊂ ZA
n (X). (18)

Èç (18) â ÷àñòíîñòè ïîëó÷àåì ψn−1(∂nc) ∈ ZA
n−1(X), ÷òî ïîçâîëÿåò âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ ãîìîëîãè÷íîñòüþ (2). Èç (2) è (17) ñëåäóåò, ÷òî

ψn−1(∂nc)
A∼ ψn−1(∂nc)

O(M(c)−M(∂nc)) = ∂n(ψn(c)) ∈ BA
n−1(X).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ñâîéñòâî

(∀n > 0) ψn(Bn(X)) ⊂ BA
n (X). (19)

Èç (18) è (19) ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå

ψ∗ = {ψ∗n : Hn(X) −→ HA
n (X)}, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

ψ∗n(z +Bn(X))
df
= ψn(z) +BA

n (X), (20)

èëè áîëåå ïîäðîáíî, åñëè z =
∑
i

αiui +Dn(X), òî

ψ∗n

((∑
i

αiui +Dn(X)

)
+Bn(X)

)
df
=

=

(∑
i

αid
1
1(V (ui,max{M(ui)|αi 6= 0})) +DA

n (X)

)
+BA

n (X).
(21)
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Äîêàæåì, ÷òî ϕ∗ � ãîìîìîðèçì. Ïóñòü z1 =
∑
i

αiu
(1)
i + Dn(X) ∈ Zn(X)

è z2 =
∑
j

βju
(2)
j +Dn(X) ∈ Zn(X), è ïóñòü

I
df
= {i|u(1)

i ïðèñóòñâóåò â z1 + z2 ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì},

J
df
= {j|u(2)

j ïðèñóòñâóåò â z1 + z2 ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì},

K1 = {i|αi 6= 0}\I, K2 = {j|βj 6= 0}\J,

y1 =
∑
i∈I

αiu
(1)
i +Dn(X), y2 =

∑
j∈J

βju
(2)
j +Dn(X),

x =
∑
i∈K1

αiu
(1)
i +Dn(X) = −

∑
j∈K2

βju
(2)
j +Dn(X).

Òîãäà z1 = y1 + x, z2 = y2 − x, z1 + z2 = y1 + y2 ∈ Zn(X),

M = max{M(z1),M(z2)} >M(z1 + z2) = M(y1 + y2),∑
i∈I

αid
1
1(V (u

(1)
i ,M)) = −

∑
j∈K2

βjd
1
1(V (u

(2)
j ,M)).

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ãîìîëîãè÷íîñòü (2), ïîëó÷àåì (ñì. òàêæå (11), (20),

(21))

ψn∗(z1 +Bn(X) + z2 +Bn(X)) = ψn∗(y1 + y2 +Bn(X)) =

= ψn(y1 + y2) +BA
n (X) = (ψn(y1 + y2))

O(M−M(y1+y2)) +BA
n (X) =

=
∑
i∈I

αid
1
1(V (u

(1)
i ,M)) +

∑
j∈J

βjd
1
1(V (u

(2)
i ,M)) +BA

n (X) =

=
∑

i∈I∪K1

αid
1
1(V (u

(1)
i ,M)) +

∑
j∈J∪K2

βjd
1
1(V (u

(2)
i ,M)) +BA

n (X) =

= (ψn(z1))
O(M−M(z1)) + (ψn(z2))

O(M−M(z2)) +BA
n (X) =

= ψn(z1) + ψn(z2) +BA
n (X) = ψn∗(z1 +Bn(X)) + ψn∗(z2 +Bn(X)).

Òåïåðü îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ãîìîìîðôèçìû ϕ∗ è ψ∗ âçàèìíî îáðàòíû.

Èç îïðåäåëåíèÿ ϕ è ôîðìóëû (14) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

ψ∗ ◦ ϕ∗ = 1HA(X).
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×òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî ϕ∗ ◦ ψ∗ = 1HA(X) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

(∀z ∈ Zn(X)) ψn(z)− z ∈ Bn(X),(
∀z =

∑
i

αiui +Dn(X) ∈ Zn(X)

)
∑
i

αid
1
1(V (ui,M(z))−

∑
i

αiui +Dn(X) ∈ Bn(X). (22)

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå ðàáîòû [4], óñëîâèå (22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâè-

âàëåíòíîì âèäå:∑
i

αid
1
1(V (ui,M(z))−

∑
i

αiu
O(M(z))
i +Dn(X) ∈ Bn(X). (23)

Äëÿ ïðîâåðêè (23) âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè (A.1), (A.4) è âû÷èñëèì

ãðàíèöó

∂n+1

(∑
i

αiV (ui,M(z)) +Dn+1(X)

)
=

=

(∑
i

αi∂n+1(V (ui,M(z))) +Dn+1(X)

)
=

=
∑
i

αi(−1)i[d0
1(V (ui,M(z)))− d1

1(V (ui,M(z)))]−

−
∑
i

αi

n∑
j=1

(−1)j[d0
j+1(V (ui,M(z)))− d1

j+1(V (ui,M(z)))] +Dn(X) =

=
∑
i

αid
1
1(V (ui,M(z)))−

∑
i

αiu
O(M(z))
i −

−
∑
i

n∑
j=1

1∑
ε=0

(−1)j+εαiV (dεjui,M(z)) +Dn(X). (24)

Òàê êàê z =
∑
i

αiui +Dn(X) ∈ Zn(X), òî

∂z =
∑
i

n∑
j=1

1∑
ε=0

(−1)j+εαid
ε
jui +Dn−1(X) = 0.
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ýòîé ñóìå ñëàãàåìûå ëèáî ñîêðàùàþòñÿ, ëèáî ÿâëÿ-

åòñÿ âûðîæäåííûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñâîéñòâà (A.5), òî ýå ñàìîå

èìååò ìåñòî â ïîñëåäíåé ñóììå â (24), ÷òî äåëàåò åå ðàâíîé íóëþ. Òàêèì

îáðàçîì, (24) ïðèîáðåòàåò âèä:

∂n+1

(∑
i

αiV (ui,M(z)) +Dn+1(X)

)
=

=
∑
i

αid
1
1(V (ui,M(z)))−

∑
i

αiu
O(M(z))
i +Dn(X),

÷òî äîêàçûâàåò (23) è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

ðàáîòû [1], êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç òåîðåìû 2 ïðè A = {x0}. Ïðè ýòîì

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îêàçàëîñü çíà÷èòåëüíî ïðîçðà÷íåå è ïðîùå.

Ïðè÷èíà òàêîãî óïðîùåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóðû

îêàéìëåíèÿ ÒÑ êóáîâ âìåñòî ïðîöåäóðû ïîëíîãî äâîéíîãî çàìåäëåíèÿ

ÒÑ êóáîâ. Â êîíòåêñòå òåîðåìû 2 ïðîöåäóðà îêàéìëåíèÿ ïîçâîëèëà áîëåå

âûãîäíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèôèêó òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ, îñîáåííî â

ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.
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ÓÄÊ 512.57

Ä.À. ÁÐÅÄÈÕÈÍ

Îá àëãåáðàõ îòíîøåíèé ñ îïåðàöèåé èäåíòèôèêàöèè

íåïîäâèæíîé òî÷êè

Ìíîæåñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé

ñîâîêóïíîñòè îïåðàöèé íàä íèìè, îáðàçóþò àëãåáðó, íàçûâàåìóþ àëãåá-

ðîé îòíîøåíèé. Òåîðèÿ àëãåáð îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñîñòàâíîé

÷àñòüþ ñîâðåìåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ëîãèêè. Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì

ïðè èçó÷åíèè àëãåáð îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ áàçèñà

òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé, ïîðîæäåííûõ ðàçëè÷íûìè èõ êëàññàìè [1�8].

Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà Ω îïåðàöèé íàä îòíîøåíèÿìè îáîçíà÷èì ÷åðåç

R{Ω} êëàññ àëãåáð èçîìîðôíûõ àëãåáðàì îòíîøåíèé ñ îïåðàöèÿìè èç

Ω. Ïóñòü V ar{Ω} åñòü ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå êëàññîì R{Ω}.
Ìû ñîñðåäîòî÷èì ñâîå âíèìàíèå íà îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøå-

íèé ◦ è óíàðíîé îïåðàöèè ∇ îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ

âñÿêîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ ïîëîæèì

∇(ρ) = {(x, x) : (∃z)(z, z) ∈ ρ}.

Çàìåòèì, ÷òî∇(ρ) ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì îòíîøåíèåì, åñëè ρ ñî-

äåðæèò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, è ∇(ρ) åñòü ïóñòîå îòíîøåíèå â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå. Ïî ýòèì ñîîáðàæåíèÿì, îïåðàöèÿ ∇ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà

êàê îïåðàöèÿ èäåíòèôèêàöèè íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ôîðìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà. Àëãåáðà (A, ·, ∗) òèïà (2, 1) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ

V ar{◦,∇} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

òîæäåñòâàì:

(xy)z = x(yz), (1)
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(x∗)2 = x∗, (2)

xy∗ = y∗x, (3)

(xy)∗ = (yx)∗, (4)

(xy∗)∗ = x∗y∗, (5)

x∗(xk)∗ = x∗ äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà k. (6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû [5].

Ðàçîáüåì åãî íà ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ.

Øàã 1. Ïðèâåäåì ðÿä îïðåäåëåíèé è îáîçíà÷åíèé, èñïîëüçóåìûõ â

äàëüíåéøåì èçëîæåíèè, è ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò èç ðà-

áîò [5].

Ïóñòü Rel(U) � ìíîæåñòâî âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà U . Âñÿêàÿ

ôîðìóëà φ(z0, z1, r1, . . . , rm) ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðà-

âåíñòâîì, ñîäåðæàùàÿ m áèíàðíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ r1, . . . , rm è

äâå ñâîáîäíûå èíäèâèäóàëüíûå ïåðåìåííûå z0, z1, îïðåäåëÿåò m-àðíóþ

îïåðàöèþ Fϕ íà Rel(U):

Fϕ(R1, . . . , Rm) = {(x, y) ∈ U × U : ϕ(x, y, R1, . . . , Rm)},

ãäå ϕ(x, y, R1, . . . , Rm) îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà ϕ âûïîëíÿåòñÿ, åñëè z0, z1

èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê x, y è r1, . . . , rm èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê îòíîøåíèÿ

R1, . . . , Rm èç Rel(U).

Îïåðàöèÿ íàä áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî�

ïîçèòèâíîé [9] (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè äèîôàíòîâîé [6]), åñëè îíà ìîæåò

áûòü îïðåäåëåíà ôîðìóëîé, ñîäåðæàùåé â ñâîåé çàïèñè ëèøü êâàíòîðû

ñóùåñòâîâàíèÿ è îïåðàöèþ êîíúþíêöèè. Ïðèìèòèâíî-ïîçèòèâíûå îïå-

ðàöèè ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ [9].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîìå÷åííûì

ãðàôîì íàçîâåì ïàðó G = (V, E), ãäå V = V (G) - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,
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íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì âåðøèí, è E = E(G) ⊂ V ×N ×V � òåðíàðíîå

îòíîøåíèå. Òðîéêó (u, k, v) ∈ E áóäåì íàçûâàòü ðåáðîì ãðàôà, èäóùèì

èç âåðøèíû u â âåðøèíó v, ïîìå÷åííûì ìåòêîé k, è ãðàôè÷åñêè èçîá-

ðàæàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: u· k→ ·v. Ìû òàêæå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

âåðøèíû u è v èíöåíäåíòíû ðåáðó (u, k, v).

Ïîä äâóõïîëþñíèêîì ìû ïîíèìàåì ïîìå÷åííûé ãðàô ñ ïàðîé âûäå-

ëåííûõ âåðøèí, òî åñòü ñèñòåìó âèäà G = (V,E, in, out), ãäå (V,E) �

ïîìå÷åííûé ãðàô; in = in(G) è out = out(G) � äâå âûäåëåííûå âåðøè-

íû (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå), íàçûâàåìûå âõîäîì è âûõîäîì äâóõïî-

ëþñíèêà ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ è äâóõïîëþñíèêîâ îïðåäå-

ëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Â äàëüíåéøåì âñå ãðàôû áóäóò ðàññìàò-

ðèâàòüñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Ïóñòü F = Fϕ � ïðèìèòèâíî�ïîçèòèâíàÿ îïåðàöèÿ, çàäàâàåìàÿ ôîð-

ìóëîé ϕ. Ñ ýòîé îïåðàöèåé ìîæåò áûòü àññîöèèðîâàí äâóõïîëþñíèê

G = G(F ) = G(ϕ), îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: V (G) � ìíîæå-

ñòâî âñåõ èíäåêñîâ èíäèâèäóàëüíûõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó

ϕ; in(G) = 0, out(G) = 1; (i, k, j) ∈ E(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

àòîìàðíàÿ ôîðìóëà rk(zi, zj) âõîäèò â ϕ; åñëè ôîðìóëà zi = zj âõîäèò â

ϕ, òî âåðøèíû i è j îòîæäåñòâëÿþòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äâóõïîëþñíèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ

îòíîøåíèé ◦ è îïåðàöèè ∇, çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

in = · 1→ · 2→ · = out

����
.
6

.in=out=

Ïóñòü G = (V,E, in, out) è Gk = (Vk, Ek, ink, outk) (k = 1, . . . ,m)

� äâóõïîëþñíèêè ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè âåð-

øèí. Íàçîâåì êîìïîçèöèåé ýòèõ äâóõïîëþñíèêîâ íîâûé äâóõïîëþñíèê
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G(G1, . . . , Gm), îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì [9]: âîçüìåì äâóõïî-

ëþñíèê G è çàìåíèì êàæäîå åãî ðåáðî (u, k, v) ∈ E íà äâóõïîëþñíèê

Gk, îòîæäåñòâëÿÿ ïðè ýòîì âåðøèíó ink ñ âåðøèíîé u è âåðøèíó outk ñ

âåðøèíîé v.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíî�ïîçèòèâíûõ îïåðàöèé íàä îòíî-

øåíèÿìè Ω = {Fϕ1
, . . . , Fϕn}, è ïóñòü A = (A, f1, . . . , fn) � óíèâåð-

ñàëüíàÿ àëãåáðà ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà. Ïîëîæèì G1 = G(ϕ1), . . . ,

Gn = G(ϕn).

Äëÿ âñÿêîãî òåðìà p àëãåáðû A îïðåäåëèì ñëåäóþùèì èíäóêòèâíûì

îáðàçîì äâóõïîëþñíèê G(p) = (Vp, Ep, in(p), out(p)) :

1) åñëè p = xk, òî G(p) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõïîëþñíèê âèäà

in· k→ ·out;

2) åñëè p = fk(p1, . . . , pm), òîG(p) åñòü êîìïîçèöèÿGk(G(p1), . . . , G(pm)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pr(E) ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ïîìå÷åííîãî ãðàôà,

êîòîðûå èíöåíäåíòíû õîòÿ áû îäíîìó ðåáðó. Ïóñòü äàíû äâà ïîìå÷åííûõ

ãðàôà G1 = (V1, E1) è G2 = (V2, E2). Îòîáðàæåíèå f : pr(E2) → pr(E1)

íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì G2 â G1, åñëè (f(u), k, f(v)) ∈ E1 äëÿ âñÿêîé

òðîéêè (u, k, v) ∈ E2.

Ïóñòü G1 = (V1, E1, in1, out1) è G2 = (V2, E2, in2, out2) � äâóõïîëþñ-

íèêè. Îòîáðàæåíèå f : V2 → V1 íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç G2 â G1,

åñëè f(in2) = in1, f(out2) = out1 è (f(u), k, f(v)) ∈ E1 äëÿ âñÿêîé òðîéêè

(u, k, v) ∈ E2. Ìû áóäåì ïèñàòü G1 ≺ G2, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì

èç G2 â G1, è G1
∼= G2, åñëè G1 ≺ G2 è G2 ≺ G1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eq{Ω} ýêâàöèîíàëüíóþ òåîðèþ êëàññà R{Ω}. Òå-
ïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò èç [5]:

Òîæäåñòâî p = q ïðèíàäëåæèò ýêâàöèîíàëüíîé òåîðèè Eq{Ω} òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G(p) ∼= G(q).

Øàã 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ýêâàöèîíàëüíóþ òåîðèþ àëãåáð òèïà
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(2, 1), óäîâëåòâîðÿþùèõ òîæäåñòâàì (1)�(6), è ïóñòü Ξ � ìíîæåñòâî

òåðìîâ àëãåáðû (A, ·, ∗) òèïà (2, 1). Äëÿ òåðìîâ p1 è p2 èç Ξ áóäåì ïèñàòü

p1
∼= p2, êîãäà òîæäåñòâî p1 = p2 ïðèíàäëåæèò Σ.

Ïóñòü Λ ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì

{x1, . . . , xn, . . . }, � � ïóñòîå ñëîâî è Λ̃ = Λ ∪ {�}.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî òåðìà p ∈ Ξ ñóùåñòâóþò òàêèå α0, α1, . . . , αn

(n > 0), ÷òî p ∼= α0(α1)
∗ . . . (αn)

∗, ãäå α0, . . . , αn ∈ Λ̃.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî äëÿ

p = xk. Ïðåäïîëîæèì,÷òî p ∼= α0(α1)
∗ . . . (αn)

∗. Òîãäà èñïîëüçóÿ òîæ-

äåñòâî (4) ïîëó÷àåì

(p)∗ = (α0(α1)
∗ . . . (αn)

∗)∗ ∼= (α0(α1)
∗ . . . (αn−1)

∗)∗(αn)
∗ ∼= . . . ∼=

∼= (α0(α1)
∗)∗ . . . (αn)

∗ ∼= (α0)
∗(α1)

∗) . . . (αn)
∗.

Äàëåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî p1
∼= α0(α1)

∗ . . . (αn)
∗ è

p2
∼= β0(β1)

∗ . . . (βm)∗. Òîãäà, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (4), ïîëó÷àåì

p1p2 = α0(α1)
∗ . . . (αn)

∗β0(β1)
∗ . . . (βm)∗ ∼= α0β0(α1)

∗ . . . (αn)
∗(β1)

∗ . . . (βm)∗.

Ëåììà äîêàçàíà.

Øàã 3. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, äâóõïîëþñíèê

G(p) = (Vp, Ep, in(p), out(p)) äëÿ p ∈ Ξ ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñëå-

äóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü p = α = �. Òîãäà Vp = Vα = {v0}, Ep = Eα = ∅, è in(p) =

= in(α) = out(p) = out(α) = v0.

Ïóñòü p = α = xi1xi2 . . . xin. Òîãäà Vp = Vα = {v1, . . . , vn+1}, Ep = Eα =

= {(vk, ik, vk+1) : k ∈ [1, n]}, è in(p) = in(α) = v1, out(p) = out(α) =

= vn+1:

in(α) = v1·
i1→ · i2→ · . . . · in→ ·vn+1 = out(α).
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Ïóñòü p = α∗, ãäå α = xi1xi2 . . . xin. Òîãäà Vp = Vα∗ = {v0, v1, . . . , vn},
Ep = Eα∗ = {(vk, ik, vk+1) : k ∈ [1, n − 1]} ∪ {(vn, in, v1)} è in(p) =

= out(p) = in(α∗) = out(α∗) = v0. Çàìåòèì, ÷òî Eα∗ åñòü ïåòëÿ, êîòîðàÿ

ïîëó÷åíà èç Eα ïîñðåäñòâîì îòîæäåñòâëåíèÿ âåðøèí v1 è vn+1.

Ïóñòü p = α0(α1)
∗ . . . (αn)

∗ è n > 0. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ìíîæåñòâà Vα0
, Vα∗1 . . . , Vα

∗
n
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà Vp = Vα0

∪
∪pr(Eα

∗
1
) ∪ . . . ∪ pr(Eα∗n

), Ep = Eα0
∪ Eα

∗
1
∪ . . . ∪ Eα∗n

è in(p) = in(α0),

out(p) = out(α0). Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå G(p) ñîäåðæèò n + 1 ñâÿ-

çàííûõ êîìïîíåíò.

Ëåììà 2. Åñëè G(α) ≺ G(β), òî α = β.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïóñòü α = xi1xi2 . . . xin, β = xj1xj2 . . . xjm è Vα = {v1, . . . , vn},
Vβ = {v′1, . . . , v′m}. Òîãäà f(v′1) = f(in(β)) = in(α) = v1, f(v

′

2) = v2,

. . ., f(v
′

m) = vm = f(out(β)) = out(α) = vn. Ñëåäîâàòåëüíî, m = n è

xj1 = xi1,. . .,xjn = xin, òî åñòü α = β. Ëåììà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç | V | ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà V .

Ëåììà 3. Ïóñòü Eα∗ ≺ Eβ∗ è f � ãîìîìîðôèçì èç Eβ∗ â Eα∗. Òîãäà

ñóùåñòâóþò òàêèå λ, µ ∈ Λ̃, ÷òî α = λµ è β = (µλ)k äëÿ íåêîòîðîãî

íàòóðàëüíîãî k > 1, è äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ pr(Eα∗) âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå | f−1(v) |= k.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïóñòü α = xi1xi2 . . . xin, β = xj1xj2 . . . xjm, pr(Vα∗) = {v1, . . . , vn},
pr(Vβ∗) = {v′1, . . . , v′m} è f � ãîìîìîðôèçì èç Eβ∗ â Eα∗. Î÷åâèäíî, ÷òî

n ≤ m. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(v′1) = vl. Òîãäà f(v
′

2) = vl+1 è xj1 = xil, . . .,

f(v
′

n+1) = vl è xjn = xil−1
. Åñëè m = n, òî α = λµ, β = µλ è | f−1(v) |= 1,

ãäå λ = xi1xi2 . . . xil−1
è µ = xilxil+1

. . . xin. Åñëè m > n, òî f(v
′

n+2) = vl+1
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è xjn+1
= xil, . . ., f(v

′

m) = vl, è xjm = xil−1
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî m = kn

è | f−1(v) |= k äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k è α = λµ, β = (µλ)k, ãäå

λ = xi1xi2 . . . xil−1
è µ = xilxil+1

. . . xin. Ëåììà äîêàçàíà.

Øàã 4. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàöèè ◦ and ∇ óäîâëåòâîðÿþò òîæ-

äåñòâàì (1)�(6). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Σ ⊂ Eq{◦,∇}. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Eq{◦,∇} ⊂ Σ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå òîæäåñòâî p1 = p2. Ñîãëàñíî ëåììå 1 ìû

ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî p1 = α0(α1)
∗ . . . (αn)

∗ è p2 = β0(β1)
∗ . . . (βm)∗.

Ëåììà 4. Ïóñòü G(p1) ≺ G(p2). Òîãäà α0 = β0 è ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ôóíêöèÿ g èç {1, . . . ,m} â {1, . . . , n}, ÷òî (αg(l))
∗ ∼= (αg(l))

∗(βl)
∗ äëÿ

l = 1, . . . ,m.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Òàê êàê G(p1) ≺ G(p2), ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì f èç G(p2) â G(p1).

Òàê êàê f(in(p2)) = f(in(β0)) = in(p1) = in(α0) è f(out(p2)) =

= f(out(β0)) = out(p1) = out(α0), èìååì f(Vβ0
) = Vα0

. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñîãëàñíî ëåììå 2 α0 = β0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîæäåñòâà (1)�(6) âëåêóò òîæäåñòâî

x∗(xk)∗ = x∗ (6′)

äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî k.

Çàìåòèì, ÷òî ãîìîìîðôèçì f îòîáðàæàåò ñâÿçàííóþ êîìïîíåíòó ãðà-

ôà G(p2) â ñâÿçàííóþ êîìïîíåíòó ãðàôà G(p1), ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

âñÿêîãî l = 1, . . .m èìååì f(pr(E(βl)∗)) = pr(E(αg(l))∗), ãäå g � ôóíê-

öèÿ èç {1, . . . ,m} â {1, . . . , n}. Ñîãëàñíî ëåììå 3 èìååì αg(l) = λlµl è

β = (µlλl)
k äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k > 1. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ òîæ-

äåñòâà (2), (4) è (6′), ïîëó÷àåì (αg(l))
∗ ∼= (αg(l))

∗(αg(l))
∗ ∼= (αg(l))

∗(λlµl)
∗ ∼=

∼= (αg(l))
∗(µlλl)

∗ ∼= (αg(l))
∗((µlλl)

k)∗ = (αg(l))
∗(βl)

∗. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ëåììà 5. Ïóñòü G(p2) ≺ G(p1). Òîãäà α0 = β0 è ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ôóíêöèÿ q èç {1, . . . , n} â {1, . . . ,m}, ÷òî (βq(l))
∗ ∼= (βg(l))

∗(αl)
∗ äëÿ

l = 1, . . . , n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîæäåñòâî p1 = p2 ïðèíàäëåæèò ýêâàöèîíàëüíîé

òåîðèè Eq{◦,∇}. Òîãäà, ñîãëàñíî ñôîðìóëèðîâàííîìó âûøå ðåçóëüòàòó
èç [5], èìååì G(p1) ∼= G(p2). Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ëåììû 4 è 5 è

òîæäåñòâà (2), (3), ïîëó÷àåì

p1 = α0(α1)
∗ . . . (αg(1))

∗ . . . (αn)
∗ ∼= α0(αg(1))

∗(α1)
∗ . . . (αg(1))

∗ . . . (αn)
∗ ∼=

∼= α0(αg(1))
∗(β1)

∗(α1)
∗ . . . (αg(1))

∗ . . . (αn)
∗ ∼=

∼= α0(β1)
∗(α1)

∗ . . . (αg(1))
∗ . . . (αn)

∗ ∼= . . . ∼= α0(β1) . . . (βm)∗(α1)
∗ . . . (αn)

∗.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåì, ÷òî

p2 = β0(β1)
∗ . . . (βm)∗ ∼= β0(α1)

∗ . . . (αn)
∗(β1) . . . (βm)∗.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (3), ïîëó÷àåì p1
∼= p2, òî åñòü

òîæäåñòâî p1 = p2 ïðèíàäëåæèò Σ. Òàêèì îáðàçîì, Eq{◦,∇} ⊂ Σ. Òåî-

ðåìà äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì ïðîáëåìó, åñòåñòâåííî âûòåêàþùóþ èç

ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà.

Ïðîáëåìà. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîãîîáðàçèå V ar{◦,∇} êîíå÷íî áàçèðóåìûì,
òî åñòü, ìîæåò ëè îíî áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî êîíå÷íûì ÷èñëîì òîæ-

äåñòâ?
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ÓÄÊ 511.3

Â.Â. ÊÐÈÂÎÁÎÊ, Î.À. ÏÎËßÊÎÂÀ

Îá îäíîì îáîáùåíèè îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêî-

íå÷íîãî ìíîæåñòâà íóëåé ó äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà öåëûõ ôóíêöèé.

Íàèáîëåå îáùèé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åí îòíîñèòåëüíî

öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Èçâåñòíî [1], ÷òî öåëûå ôóíêöèè

êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðûõ äëÿ ëþáîãî c > 0 íàéäåòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {rn}, ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè,

òàêàÿ, ÷òî

max
|z|=rn

|f(z)| > ecr
α
n , n = 1, 2, . . . ,

ãäå α � ïîðÿäîê öåëîé ôóíêöèè f(z), èìåþò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

íóëåé.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ öåëûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k :

|z|k << |f(z)|, ïðè |z| → ∞.

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ

ëåæàò íå ãëóáîêèå ôàêòû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, à

êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ðåøåíèé ñèñòåìû äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷åê ïîêîÿ. Òàêîé ïîäõîä, íî äëÿ äðóãèõ öåëåé,

ðàññìàòðèâàëñÿ â [2].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì îñíîâ-

íîé òåîðåìû àëãåáðû î êîìïëåêñíûõ êîðíÿõ ìíîãî÷ëåíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþ-

ùèì óñëîâèÿì:

1. lim
|z|→∞

|f(z)| =∞;

2. f(0) = 1.

Òîãäà óðàâíåíèå f(z) = 0 èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ż = zf(z). (1)

Ïóñòü z = x + iy, zf(z) = u + iv. Òîãäà óðàâíåíèå (1) ðàâíîñèëüíî

ñèñòåìå óðàâíåíèé âèäà 
dx
dt = u

dy
dt = v

. (2)

Òàê êàê u(0, 0) = v(0, 0) = 0, òî òî÷êà (0, 0) � òî÷êà ïîêîÿ ñèñòåìû (2).

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (2) èìååò åùå õîòÿ áû îäíó òî÷êó ïîêîÿ.
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Â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà (2) èìååò ñëåäó-

þùèé âèä: 
dx
dt = ∂u

∂x(0, 0)x+ ∂u
∂y (0, 0)y

dy
dt = ∂v

∂x(0, 0)x+ ∂v
∂y(0, 0)y

. (3)

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3).∣∣∣∣∣ ∂u
∂x(0, 0)− λ ∂u

∂y (0, 0)
∂v
∂x(0, 0) ∂v

∂y(0, 0)− λ

∣∣∣∣∣ = 0

èëè

λ2 −
(
∂u

∂x
(0, 0) +

∂v

∂y
(0, 0)

)
λ+

(
∂u

∂x

∂v

∂y
(0, 0)− ∂u

∂y

∂v

∂x
(0, 0)

)
= 0. (4)

Â ñèëó óñëîâèé Êîøè�Ðèìàíà çàïèøåì óðàâíåíèå (4) â âèäå:

λ2 − 2
∂u

∂x
(0, 0)λ+

[(
∂u

∂x

)2

(0, 0)−
(
∂v

∂y

)2

(0, 0)

]
= 0.

Îòñþäà

λ1,2 =
∂u

∂x
(0, 0)± i∂v

∂y
(0, 0).

Òàê êàê
d

dz
(zf(z)) =

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
,

òî

λ1 = [zf(z)]′z=0 = λ > 0.

Òàêèì îáðàçîì, λ1 = λ2 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ óçëîì, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-

âûì ïî Ëÿïóíîâó â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå d
dz = zf(z). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

z∫
z0

dξ

ξf(ξ)
= t− c

èëè

e
∫ z
z0

dξ
ξf(ξ) = µet. (5)



101

Ïóñòü òî÷êà (x, y) = x(t) + iy(t) äâèæåòñÿ ïî èíòåãðàëüíîé êðèâîé.

Òîãäà â ñîîòíîøåíèè (5) ìåíÿåòñÿ òîëüêî ìîäóëü ÷èñëà µet, òî åñòü âäîëü

ðåøåíèÿ

arg e
∫ z
z0

dξ
ξf(ξ) = const (6)

èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, âäîëü ðåøåíèÿ

Im

z∫
z0

dξ

ξf(ξ)
= const.

Òàê êàê
1

ξf(ξ)
=
λ

ξ
+ α1 + α2ξ + . . . ,

òî ∫
dξ

ξf(ξ)
= λ ln ξ + α1ξ + . . . .

Îòñþäà â îêðåñòíîñòè íóëÿ èìååì

e
∫ z
z0

dξ
ξf(ξ) = [zλ +

∞∑
k=0

ckz
k]c1,

ãäå c1 � êîíñòàíòà. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (5) â îêðåñòíîñòè òî÷êè

z = 0 èìååò âèä

z +
∞∑
k=0

ckz
k = µet. (7)

Òàê êàê âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé arg µet = const, òî èç ñîîòíîøå-

íèÿ (7) ïîëó÷àåì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 arg z ≈ arg µet, à ïðè

z → 0 âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé arg z → arg µ. Íî arg µ ñîâïàäàåò ñ

óãëîì, ïîä êîòîðûì èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ âõîäèò â òî÷êó z = 0. Îáîçíà-

÷èì óãëû, ïîä êîòîðûìè äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå âõîäÿò â òî÷êó (0, 0)

÷åðåç α è β.

Äîïóñòèì, ÷òî óðàâíåíèå f(z) = 0 íå èìååò ðåøåíèé. Òîãäà ïðåäåëü-

íûé öèêë äëÿ ñèñòåìû (2) çàâåäîìî íåâîçìîæåí. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå (âíóòðè ïðåäåëüíîãî öèêëà äîëæíà íàõîäèòüñÿ òî÷êà ïî-

êîÿ) ïðåäåëüíûé öèêë îêðóæàåò òî÷êó (0, 0). Íî ýòî ïðèâîäèò ê ïðîòè-

âîðå÷èþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäåëüíûé öèêë C � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ è,
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ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òîãî, ÷òî dτ
τf(τ) = dt, ãäå dt � âåùåñòâåííîå, èìååì

Im

∫
C

dτ

τf(τ)
= 0. (8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ∫
C

dt

tf(t)
= 2πi. (9)

Â ñèëó (8) è (9) ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èâîå ðàâåíñòâî 0 = 2πi.

Èòàê, êðèâûå α è β âûõîäÿò èç òî÷êè (0, 0) â áåñêîíå÷íîñòü. Âäîëü

ýòèõ êðèâûõ â ñèëó (6)

arg e
∫ z
z0

dt
tf(t) = α, arg e

∫ z
z0

dt
tf(t) = β.

Ðàññìîòðèì òî÷êè P è Q íà ýòèõ êðèâûõ. Äóãó P̆Q ìîæíî ñ÷èòàòü

äóãîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0) è ðàäèóñîì R.

Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû ïðè ïåðåõîäå èç òî÷êè P â òî÷êóQ ïðèðàùåíèå

àðãóìåíòà ∆ áóäåò ðàâíî

∆ = α− β, (10)

à ñ äðóãîé ñòîðîíû èìååì ðàâåíñòâî

∆ arg e
∫ z
z0

dt
tf(t) = Im

∫
P̆Q

dt

tf(t)
. (11)

Â ñèëó (10) è (11) íåçàâèñèìî îò ðàäèóñà R ïîëó÷àåì

α− β = Im

∫
P̆Q

dt

tf(t)
. (12)

Íî íà äóãå P̆Q â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû 1 èìååò ìåñòî îöåíêà∣∣∣∣ 1

tf(t)

∣∣∣∣ = O

(
M

R

)
, R→∞,

÷òî äàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó∣∣∣∣∣∣∣
∫
P̆Q

dt

tf(t)

∣∣∣∣∣∣∣ = O(1), R→∞,
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êîòîðàÿ ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (12).

Èòàê, ïðåäïîëîæåíèå îá îòñóòñòâèè êîðíåé óðàâíåíèÿ f(z) = 0 ïðè-

âîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.

Îòìåòèì, ÷òî, êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1, óñëîâèå f(0) =

1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì.

Òàêèì îáðàçîì, êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò

ðàáîòû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî k

|zk| << |f(z)|, ïðè |z| → ∞.

Òîãäà ôóíêöèÿ f(z) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé.
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