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ÓÄÊ 512.7

À. Ì. ÂÎÄÎËÀÇÎÂ

Àëãåáðû öåëîçíà÷íûõ ôóíêöèé äëÿ êâàçèðàçëîæèìûõ òîðîâ

Â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû öåëûõ ìî-

äåëåé àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ ñì [1�3]. Ïðè ðàññìîòðåíèè íåêîòîðûõ öå-

ëûõ ìîäåëåé ïîÿâëÿþòñÿ àëãåáðû öåëîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà àëãåáðàè-

÷åñêîì òîðå. Â ðàáîòå [1] ïîñòàâëåíû íåêîòîðûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ

èçó÷åíèåì ýòèõ àëãåáð.

Ïóñòü k ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë,O � êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë,

E = O∗ � ãðóïïà p-àäè÷åñêèõ åäèíèö, f = O/O∗ � ïîëå íîðìèðîâàíèÿ.

T � àëãåáðàè÷åñêèé k-òîð. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ àëãåáðó

A = {f ∈ k[T ] | f(Uk) ⊂ O},

ãäå Uk � ìàêñèìàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû T (k).

Îäíîé èç çàäà÷, ñâÿçàííîé ñ èçó÷åíèåì öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé òîðîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îáðàçóþùèõ àëãåáðû A. Áóäåò

ëè îíà èìåòü èõ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî? Â ðàáîòå [4] íàéäåíû îáðàçóþùèå

äëÿ ðàçëîæèìûõ òîðîâ T = Gn
m, â ðàáîòå [5] íàéäåíû îáðàçóþùèå îäíî-

ìåðíûõ è íåêîòîðûõ äâóõìåðíûõ òîðîâ.

Â íàøåé ðàáîòå ìû áóäåì èçó÷àòü îáðàçóþùèå êâàçèðàçëîæèìûõ òî-

ðîâ T = RL/k(G
n
m). Çäåñü L � íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k, à R �
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ôóíêòîð îãðàíè÷åíèÿ îñíîâíîãî ïîëÿ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êî-

ãäà L ÿâëÿåòñÿ íåðàçâåòâëåííûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k ñòåïåíè n. Íåðàç-

âåòâëåííîå ðàñøèðåíèå L ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàñøèðåíèÿ f̃ ïîëÿ

íîðìèðîâàíèÿ f ñòåïåíè n.

Åñëè α1, α2, · · · , αn � îáðàçóþùèå ðàñøèðåíèÿ f̃ íàä f , òî ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå L ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

α = pν
∞∑
i=0

βip
i,

ãäå ν ∈ Z, βi ∈ f̃ , βi 6= 0 è

βi =
n∑
j=1

β
(j)
i αi, β

(j)
i ∈ f.

Ïðè÷åì α � öåëîå â L, åñëè ν > 0 è ïðèíàäëåæèò ìàêñèìàëüíîé

êîìïàêòíîé ïîäãðóïïå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû, åñëè ν = 0. Äëÿ ýëå-

ìåíòîâ èç ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé ïîäãðóïïû âåðíî ñëåäóþùèå ïðåä-

ñòàâëåíèå:

α =
∞∑
i=0

βip
i =

∞∑
i=0

αixi,

ãäå âñå xi ∈ O è ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî i òàêîå, ÷òî xi ∈ O∗. Ïîýòîìó,
îáðàçóþùèå àëãåáðû A â ýòîì ñëó÷àå ñâîäÿòñÿ ê îáðàçóþùèì àëãåáðû

B = {f ∈ k[x1, . . . , xn] | f(U) ⊆ O},

ãäå U =
n⋃
i=1

Ui, Ui = {(x1, . . . , xn) ∈ On | xi ∈ O∗}.

Óïîðÿäî÷èì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ýëåìåíòû ïîëÿ íîðìèðîâàíèÿ

f òàê, ÷òîáû O áûë ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì. Ïðîäîëæèì íà êîëü-

öî öåëûõ O ýòîò ïîðÿäîê. Ýëåìåíò α =
∞∑
i=0

γip
i ∈ O áîëüøå ýëåìåíòà

α′ =
∞∑
i=0

γ′ip
i ∈ O, åñëè γ0 = γ′0, . . . , γl = γ′l, γl+1 > γ′l+1. Óïîðÿäî÷åííîå

òàêèì îáðàçîì êîëüöî O ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç π áèåêöèþ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà O è ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ

÷èñåë N ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì.
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà U (m), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ôàêòîðèçàöèåé

ìíîæåñòâà U ïî ìîäóëþ pm. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà U (m) óïîðÿäî÷èì ñëå-

äóþùèì îáðàçîì.

u(x1, . . . , xn) > u′(x′1, . . . , x
′
n)⇔

∞∑
i=1

π(xi) >
n∑
i=1

π(x′i),

è åñëè
∞∑
i=1

π(xi) =
n∑
i=1

π(x′i), òî x1 = x′1, . . . , xi = x′i, xi+1 > x′i+1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (i1, . . . , in) ∈ Nn è ìíîãî÷ëåí

F(i1,...,in)(x1, . . . , xn) =
n∏
j=1

ij∏
i=1

(xj − π−1(i))

äåëèòñÿ íà òî÷íóþ ñòåïåíü p, ðàâíóþ Sji1,...,in íà ìíîæåñòâå Uj, è íà

òî÷íóþ ñòåïåíü p, ðàâíóþ S∗i1,...,in íà ìíîæåñòâå (O∗)n. Òîãäà ìíîãî-

÷ëåíû

H(i1,...,in)(x1, . . . , xn) =
1

pSi1,...,in
F(i1,...,in)(x1, . . . , xn)

ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè àëãåáðû B íàä O, ãäå

Si1,...,in = min{S1
i1,...,in

, . . . , Sni1,...,in, S
∗
i1,...,in

}.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî âûïèñàòü òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñåë

Sji1,...,in è S
∗
i1,...,in

, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [4] â òåîðåìàõ

1 è 3.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí èç k[x1, . . . , xn]. Èìååò

ìåñòî ðàçëîæåíèå

f(x1, . . . , xn) =
∑

ai1,...,inHi1,...,in(x1, . . . , xn), ai1,...,in ∈ k,

òàê, ÷òî âñå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ H ïðîáåãàþò âñåâîçìîæíûå íàáîðû èç

Nn.
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Íàäî äîêàçàòü, ÷òî f ∈ B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ai1,...,in ∈
O. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà U óïîðÿäî÷åíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè u =

= π−1(i1, . . . , in), H(i1,...,in)(u) ∈ O∗, à âñå ìíîãî÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå
u′ > u, H(π−1(u′))(u) ðàâíû íóëþ.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâëÿÿ ýëåìåíòû u ∈ U â ïðåäñòàâëåíèå ôóíê-

öèè f, ìû ïîëó÷èì

f(u) = ai1,...,inH(i1,...,in)(u) + b,

ãäå b ∈ O è f(u) ∈ O è òàê êàê H(i1,...,in) ∈ O∗, òî ai1,...,in ∈ O. ×òî è

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ðàçâåòâëåííîãî ðàñøèðåíèÿ ñ èíäåêñîì

âåòâëåíèÿ âçàèìíî ïðîñòûì ñ p. Â ýòîì ñëó÷àå L ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòà-

òå ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ íîðìèðîâàíèÿ f ñòåïåíè n
l , è ïðèñîåäèíåíèåì êîðíÿ

óðàâíåíèÿ πl = p.

Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå äëÿ ñëó÷àÿ íåðàçâåòâëåííîãî

ðàñøèðåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî U èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòó-

ðó:

U =

n
l⋃

i=1

Ui,

ãäå Ui = {(x1, . . . , xn) ∈ On| xi ∈ O∗}.
Â ýòîì ñëó÷àå âåðíà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (i1, . . . , in) ∈ Nn è ìíîãî÷ëåí

F(i1,...,in)(x1, . . . , xn) =
n∏
j=1

ij∏
i=1

(xj − π−1(i))

äåëèòñÿ íà òî÷íóþ ñòåïåíü p, ðàâíóþ Sji1,...,in íà ìíîæåñòâå Uj, è íà

òî÷íóþ ñòåïåíü p, ðàâíóþ S∗i1,...,in íà ìíîæåñòâå (O∗)n. Òîãäà ìíîãî-

÷ëåíû

H(i1,...,in)(x1, . . . , xn) =
1

pSi1,...,in
F(i1,...,in)(x1, . . . , xn)
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ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè àëãåáðû B íàä O, ãäå

Si1,...,in = min{S1
i1,...,in

, . . . , Sni1,...,in, S
∗
i1,...,in

}.
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ÓÄÊ 511.23

Ã.È. ÃÓÑÅÂ

Êîðíåâîå òîæäåñòâî äëÿ ðàöèîíàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ñóìì

Ïóñòü Q � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, Z � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë,

F (x) = f(x)
g(x) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ãäå f(x) è g(x) � ìíîãî÷ëåíû

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, âçàèìíî ïðîñòûå ìåæäó ñîáîé, F ′(x) = f1(x)
g1(x)
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� íåñîêðàòèìîå ïðåäñòàâëåíèå F ′(x), ãäå f1(x) è g1(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ

öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, âçàèìíî ïðîñòûå ìåæäó ñîáîé.

Ïóñòü f1(x) = a0ϕ
n1
1 . . . ϕnss � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå f1(x), ãäå

ϕi(x) � ïðèìèòèâíûå íåïðèâîäèìûå íàä Q ìíîãî÷ëåíû, ψ(x) = ϕ1 . . . ϕs.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî p áóäåì íàçûâàòü F�

ðåãóëÿðíûì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ordp Res(ψ, ψ
′) = 0 è ordpa0 = 0.

2. Ñóùåñòâóåò öåëîå a òàêîå, ÷òî ordpg(a) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xp(F ) äëÿ F�ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà, ìíîæå-

ñòâî âñåõ öåëûõ p�àäè÷åñêèõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñâîéñòâî

2.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p � F�ðåãóëÿðíîå ïðîñòîå ÷èñëî è θi � öåëûé p�

àäè÷åñêèé êîðåíü ϕi(x), ïðèíàäëåæàùèé Xp(F ). Òîãäà ordpϕi(θi) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïî ñâîéñòâó ðåçóëüòàíòà Res(ϕi, ϕ
′
i) :

Res(ϕi, ϕ
′
i) = ϕi(x)Ai(x) + ϕ′i(x)Bi(x),

ãäå Ai(x) è Bi(x) � öåëî÷èñëåííûå ìíîãî÷ëåíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Res(ϕi, ϕ
′
i) = ϕ′i(θi)Bi(θi).

Ó÷èòûâàÿ F�ðåãóëÿðíîñòü ÷èñëà p è èçâåñòíóþ ôîðìóëó

Res(ψ, ψ′) = ±
∏

16i<j6s

Res2(ϕi, ϕj) ·
s∏
i=1

Res(ϕi, ϕ
′
i),

ïîëó÷àåì ordpϕ
′
i(θi) = 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü θi è θj � ðàçëè÷íûå öåëûå p�àäè÷åñêèå êîðíè F ′(x),

ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó Xp(F ). Òîãäà θi 6≡ θj(mod p).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: êîãäà θi è θj ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè îäíîãî è òîãî

æå ìíîãî÷ëåíà ϕi(x), è êîãäà θi è θj � êîðíè ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ

ϕi(x) è ϕj(x).

Â ïåðâîì ñëó÷àå, èç ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ ϕi(x):

ϕi(x) = ϕ′i(θi)(x− θi) +
ϕ′′i (θi)

2!
(x− θi)2 + . . .+

ϕ
(Ni)
i (θi)

Ni!
(x− θi)Ni,

ãäå Ni = degϕi(x), ñëåäóåò

ϕ′i(θj) = −
Ni∑
s=2

ϕ(s)(θi)

s!
(θj − θi)s−1.

Ïîýòîìó ordp(θj − θi) = 0.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, èìååì ϕi(θi) = 0, ϕj(θj) = 0 è

Res(ϕi, ϕj) = ϕi(x)Aij(x) + ϕj(x)Bij(x),

ãäå Aij(x), Bij(x) ∈ Z[x]. Îòñþäà ïîëó÷èì Res(ϕi, ϕj) = ϕj(θi)Bij(θi).

Ïîýòîìó ââèäó F�ðåãóëÿðíîñòè ïðîñòîãî p ordpϕj(θi) = 0. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ordp(θi − θj) = 0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü θi � êîðåíü f1(x) êðàòíîñòè ni è θi ∈ Xp(F ). Òîãäà
F (ni+1)(θi)

(ni+1)! è ni + 1 ÿâëÿþòñÿ p�àäè÷åñêèìè åäèíèöàìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ϕi(θi) = 0. Òîãäà èç òîæäåñòâà

F (ni+1)(θi) = ni![ϕ
′
i(θi)]

niqi(θi),

ãäå qi(x) = f1(x)
g1(x)ϕ

ni
i (x) ∈ Z[x], ñëåäóåò

F (ni+1)(θi)

(ni + 1)!
=

1

ni + 1
[ϕ′i(θi)]

ni
a0
∏

j 6=i ϕ
nj
j (θi)

g1(θi)
.
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Òàê êàê ÷èñëî p F�ðåãóëÿðíî, òîãäà èç òåîðåì 1 è 2 ordpϕ
′
i(θi) = 0,

ordpϕj(θi) = 0 è ordpgi(θi) = 0. Ïîýòîìó

ordp
F (ni+1)(θi)

(ni + 1)!
=

(
a0

ni + 1

)
= −ordp(ni + 1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ordp
F (ni+1)(θi)

(ni+1)! > 0, ïîýòîìó F (ni+1)(θi)
(ni+1)! è ni + 1 ÿâëÿþòñÿ

p�àäè÷åñêèìè åäèíèöàìè.

Òåîðåìà 4. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåðåìû 3 â êîìïàêòå Kθi = θi+pOp èìååò

ìåñòî èçîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

F (x) ' F (θi) +
F (ni+1)(θi)

(ni + 1)!
(x− θi)ni+1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ðàçëîæèì F (x) â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå θi :

F (x) = F (θi) +
F (ni+1)(θi)

(ni + 1)!
(x− θi)ni+1 +

∞∑
s=N−i+2

F s(θi)

s!
(x− θi)s.

Îáîçíà÷èì εi = F (ni+1)(θi)
(ni+1)! è ïîëîæèì x− θi = pu, u ∈ O. Òîãäà

F (θi + pu) = F (θi) + εi(pu)ni+1

[
1 +

∞∑
s=ni+2

ε−1
i

f (s)(θi)

s!
(pu)s−ni−1

]
.

Ïîëîæèì S(u) =
∞∑

s=ni+2
ε−1
i

f (s)(θi)
s! (pu)s−ni−1. Òîãäà

F (θi + pu) = F (θi) + εi(pu)ni+1[1 + pS(u)].

Ïî ñâîéñòâó p�àäè÷åñêîãî àíàëîãà ðÿäà Íüþòîíà, ñóùåñòâóåò òàêîé ñòå-

ïåííîé ðÿä T (u) ñ öåëûìè p�àäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, ñõîäÿùèéñÿ

â êîëüöå Op, ÷òî

1 + pS(u) ≡ (1 + pT (u))ni+1,

òîãäà

F (θi + pu) = F (θi) + εi[p(u(1 + pT (u)))]ni+1.

Â ýòîì ñëó÷àå σ(u) = u + puT (u) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé êîëüöà Op. Òåî-

ðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü p � F�ðåãóëÿðíîå ÷èñëî è θ1, . . . , θt � âñå êîðíè ìíî-

ãî÷ëåíà f1(x), ïðèíàäëåæàùèå Xp(F ), t < p. Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî p�

àäè÷åñêîãî ÷èñëà a ∈ Xp(F ), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ a 6≡ θi(mod p)

(i = 1, 2, . . . , t), p�àäè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ordpF
′(a) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f1(a) ≡ 0(mod p). Òîãäà ñóùåñòâóåò i ∈ [1, t] òà-

êîé, ÷òî ϕi(a) ≡ 0(mod p). Ïîýòîìó Res(ϕi, ϕ
′
i) ≡ ϕ′i(a)Bi(a)(mod p).

Â ñèëó F�ðåãóëÿðíîñòè ÷èñëà p ordpRes(ϕi, ϕ
′
i) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ′i(a) 6≡ 0(mod p). Òîãäà ïî ëåììå Ãåíçåëÿ ñóùåñòâóåò êîðåíü ϕi(x), ïðè-

íàäëåæàùèé êîìïàêòó Ka = a+ pOp, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó a.

Òåîðåìà 6. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 5 â êîìïàêòå Ka èìååò ìåñòî

èçîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

F (x) ' F (a) + F ′(a)(x− a).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Èç ðàçëîæåíèÿ F (x) â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå a ñëåäóåò

F (x) = F (a) + F ′(a)(x− a)

[
1 +

∞∑
s=2

F s(a)

s!F ′(a)
(x− a)s−1

]
,

ãäå F ′(a) � p�àäè÷åñêàÿ åäèíèöà.

Ïîëîæèì x = a+ pu, u ∈ Op è

σ(u) = u

[
1 +

∞∑
s=2

F s(a)

s!F ′(a)
(pu)s−1

]
.

σ(u) ÿâÿëåòñÿ èçîìåòðèåé êîìïàêòà Op. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ1, . . . , θt � âñå êîðíè f1(x) ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ êðàòíîñòåé m1, . . . ,mt, ïðèíàäëåæàùèå Xp(F ), ãäå p � F -

ðåãóëÿðíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α > 2 èìååò ìåñòî êîðíåâîå òîæ-
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äåñòâî ∑
x|pα

x∈Xp(F )

exp

(
2πi

pα
F (x)

)
=

=
t∑

s=1

∑
x|pα

x≡θs(p)

exp

[
2πi

pα

(
F (θs) +

F (ms+1)(θs)

(ms + 1)!
(x− θs)ms+1

)]
. (1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàçëè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f1(x), ïðè-

íàäëåæàùèå Xp(F ), íå ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ p. Äîïîëíèì

ìíîæåñòâî {θs}ts=1 âñåõ êîðíåé f1(x), ïðèíàäëåæàùèõ Xp(F ) äî ìàê-

ñèìàëüíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ Xp(F ) ïî ìîäóëþ p öåëûìè ÷èñëàìè aj,

1 6 j 6 m. Òîãäà ∑
x|pα

x∈Xp(F )

exp

(
2πi

pα
F (x)

)
=

=
∑
x|pα

x≡θs(p)

exp

[
2πi

pα

(
F (θj) +

F (ms+1)(θs)

(ms + 1)!
(x− θs)ms+1

)]
.

Ïî òåîðåìå 4 äëÿ êîðíÿ θs êðàòíîñòè ms ìíîãî÷ëåíà f1(x)∑
x|pα

x≡θs(p)

exp

(
2πi

pα
F (x)

)
=

=
∑
x|pα

x≡θs(p)

exp

(
2πi

pα

(
F (θs) +

F (ms+1)(θs)

(ms + 1)!
(x− θs)ms+1

))
.

Ïî òåîðåìå 6 äëÿ aj èìååì∑
x|pα

x≡aj(p)

exp

(
2πi

pα
F (x)

)
=
∑
x|pα

x≡aj(p)

exp

(
2πi

pα
(F (aj) + F ′(aj)(x− aj))

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (1).
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Âûðàçèì ôîðìóëó (1) ÷åðåç ñóììû Ãàóññà:

SGm(ε, pα) =
∑
x|pα

exp

(
2πi

pα
εxm

)
.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî, íå äåëÿùåå m è ε �

p-àäè÷åñêàÿ åäèíèöà. Òîãäà

SGm(ε, pα) =
∑
x|pα
x≡0(p)

exp

(
2πi

pα
εxm

)
. (2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïóñòü x0 � p�àäè÷åñêàÿ åäèíèöà. Òîãäà ïî óñëîâèþ ordpmx
m−1
0 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â êîìïàêòå Kx0
= x0 + pOp èìååò ìåñòî èçîìåòðè÷åñêàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü

εxm ' εxm0 + εmxm−1
0 (x− x0).

Ïîýòîìó ïðè α > 2 ∑
x|pα

x≡x0(p)

exp

(
2πi

pα
εxm

)
= 0.

À îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà (2).

Òåîðåìà 9. Ïóñòü p � ïðîñòîå F�ðåãóëÿðíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

α > 2 ñïðàâåäëèâî êîðíåâîå òîæäåñòâî

∑
x|pα

x∈Xp(F )

exp

(
2πi

pα
F (x)

)
=

t∑
s=1

exp

(
2πi

pα
F (θs)

)
SGms+1(εs, p

α),

ãäå εs = F (ms+1)(θs)
(ms+1)! .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåì 4 è 9.
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ÓÄÊ 519.984

Î.Þ. ÄÌÈÒÐÈÅÂ

Ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îäíîé êðàåâîé çàäà÷è

ïÿòîãî ïîðÿäêà

Íà îòðåçêå [0, 1] ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

y(5) − λy = 0 (1)

Ui(y) = aiy
(i−1)(0) + biy

(i−1)(1) = 0, i = 1, 5, (2)

ãäå λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð è

a1 = a2 = a4 = b1 = b3 = b4 = 1, a3 = b2 = 0, a5 = −3 + 4e
3π
5 i + 3e

π
5 i,

b5 = 5− 5e
3π
5 i − 5e

π
5 i.

Ðàíåå â ëèòåðàòóðå èçó÷àëèñü ñëó÷àè ðàñïàäàþùèõñÿ íåðåãóëÿðíûõ

êðàåâûõ óñëîâèé [1] èëè íåðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé, ó êîòîðûõ bi 6= 0

äëÿ âñåõ i [2,3]. Äàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ ñîäåðæàò íóëåâûå êîýôôèöè-

åíòû â îáîèõ êîíöàõ èíòåðâàëà è ÿâëÿþòñÿ íåðåãóëÿðíûìè ïî Áèðêãîôó

[4]. Ïîõîæàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ ÷åòíîãî n (n = 4) ðàññìàòðèâàëàñü â [5].

Â äàííîé ñòàòüå ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû, ïðèìåíåííûå â [5]. Â ðåçóëüòà-

òå óäàëîñü ïîëó÷èòü íîâûé âèä ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþ-

ùåãî ñïðàâèòüñÿ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðîñòîì ôóíêöèè Ãðèíà G(x, t, λ)

êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2).

Ïîëîæèì λ = −ρ5, arg ρ ∈
[
−π

5 ; π5
]
. Òîãäà ôóíêöèè yj(x) = yj(x, ρ) =

= exp ρωjx, ãäå ωj = exp 2j−1
5 πi, j = 1, 5 îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ

ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λk ñïðàâåäëèâû

àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû λk = −ρ5
k, ρk = ρ0

k+h + O
(1
k

)
, ρ0

k = π(1+2k)
2Im ω2

,

ãäå h � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò k.



15

Îáîçíà÷èì

ϕ(x, ρ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x, ρ) . . . y5(x, ρ)

U2(y1) . . . U2(y5)

· · · · · · · · · · · · · · ·
U5(y1) . . . U5(y5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Åñëè ρ = ρk, òî ϕ(x, ρ) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1−2α ìíîãîóãîëüíèê, îïèñûâàåìûé ñèñòåìîé íåðà-

âåíñòâ:

Re(ωjz) < αReω2 +Reωj, j = 1, 5,

Re(ωjz) < αReω2 j = 2, 3, 4.

Ðàññìîòðèì ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì:
∞∑
k=0

akϕ(x, ρk). (3)

Òåîðåìà 1. Åñëè ðÿä (3) ñõîäèòñÿ â òî÷êàõ x = α, ãäå 0 6 α < d,

d = Re ω1

Re ω1−Re ω2
, òî îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî âíóòðè T1−2α ê

àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ñóììà ðÿäà (3) f óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

Φ(f, x) = 0, (4)

ãäå Φ(f, x) = a∗2f(ω̄1x)+a∗3f(ω̄5x)+b∗1f(ω̄2x+1)+b∗4f(ω̄4x+1)+b∗5f(ω̄3x+1),

a∗2 =
5∑
i=1

ξiai(ε
3)i−1, a∗3 =

5∑
i=1

ξiai(ε
2)i−1, b∗1 =

5∑
i=1

ξibi(ε
4)i−1, b∗4 =

5∑
i=1

ξibiε
i−1,

b∗5 =
5∑
i=1

ξibi, ε = e
2π
5 i. Äëÿ âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ ω̄1x, ω̄5x, ω̄2x+1 ω̄4x+1,

ω̄5x+ 1 ïðèíàäëåæàò T1−2α. ξi îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:

5∑
i=1

ξiai(ε
4)i−1 = 0,

5∑
i=1

ξiaiε
i−1 = 0,

5∑
i=1

ξiai = 0,
5∑
i=1

ξibi(ε
3)i−1 = 0,

5∑
i=1

ξibi(ε
2)i−1 = 0.
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Òåîðåìà 2. Åñëè ðÿä (3) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 1], f � åãî ñóììà

è µ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, òî ôóíêöèÿ g(x) = Rµf =

=
1∫
0
G(x, t, µ)f(t)dt àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà â T0, îãðàíè÷åíà â óãëå

| arg z| 6 π
5 , |z| 6 |z0| è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(x) ∈ L[0, 1] è ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì k

ôóíêöèÿ g(x) = Rk
µf óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

a) îíà àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà â øåñòèóãîëüíèê T0 ñ âåðøèíàìè

(0; k1ω̄1; 1 + k1ω̄2; 1; 1 + k1ω̄4; k1ω̄5), k1 = Re ω4;

á) îíà íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëàõ (0; k1ω̄5), (0; k1ω̄1), (1; 1 + k1ω̄2),

(1; 1 + k1ω̄4);

â) îãðàíè÷åíà â óãëå | arg z| 6 π
5 ;

ã) ïðè x ∈ (0; k1) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4).

Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) ðàçëàãàåòñÿ â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà (0, 1) ðÿä

Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì êðàåâîé çàäà÷è

(1)�(2).

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. Õðîìîâ À.Ï. Ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îáûêíîâåííûõ

ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ íåðåãóëÿðíûìè ðàñïàäàþ-

ùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè // Ìàò. ñá. 1969. Ò.70(112).

2. Õðîìîâ À.Ï. Ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îäíîé êðàåâîé

çàäà÷è òðåòüåãî ïîðÿäêà // Ìàò. è åå ïðèëîæåíèÿ. Ñàðàòîâ, 1991. �2.

3. Äìèòðèåâ Î.Þ. Ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì äèôôåðåí-

öèàëüíîãî îïåðàòîðà n-ãî ïîðÿäêà ñ íåðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿ-

ìè // Ìàò. è åå ïðèëîæåíèÿ. Ñàðàòîâ, 1991. �2.

4. Íàéìàðê Ì.À. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Ì., 1969.



17

5. Äìèòðèåâ Î.Þ. Ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îäíîé êðàå-

âîé çàäà÷è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà // Èññëåäîâàíèÿ ïî àëãåáðå, òåîðèè ÷è-
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ÓÄÊ 517.51

Ð.Í. ÔÀÄÅÅÂ

Óñëîâèÿ âûïîëíèìîñòè ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäîâ

Ôóðüå-Óîëøà

Ïóñòü x ∈ [0, 1) è

x =
∞∑
i=1

xi2
−i, xi ∈ {0, 1}, (1)

� äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå x. Åñëè n ∈ Z+ è n =
∑k(n)

i=0 ni2
i−1, ni ∈ {0, 1}, òî

ïî îïðåäåëåíèþ wn(x) = (−1)
∑k(n)
i=1 nixi. Ïóñòü x, y ∈ [0, 1) çàïèñàíû â âèäå

(1). Òîãäà ïîëîæèì x⊕y = z ∈ [0, 1), ãäå z =
∑∞

i=1 zi2
−i, zi ∈ {0, 1} è zi =

= xi + yi (mod 2). Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà {wn}∞n=0, íàçûâàåìàÿ ñèñòåìîé

Óîëøà-Ïýëè, îðòîíîðìèðîâàíà è ïîëíà â L1[0, 1). Êðîìå òîãî, ôóíêöèè

wn(x) ïðè n < 2k ïîñòîÿííû íà âñåõ ïðîìåæóòêàõ Iki = [i/2k, (i+ 1)/2k),

i = 0, 1, . . . , 2k−1. Íàêîíåö, ïðè ôèêñèðîâàííîì x è ïî÷òè âñåõ y ∈ [0, 1)

äëÿ ëþáîãî n ∈ Z+ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî wn(x⊕y) = wn(x)wn(y). Â ñèëó

îðòîíîðìèðîâàííîñòè {wn}∞n=0 äëÿ f ∈ L1[0, 1) ââåäåì êîýôôèöèåíòû

Ôóðüå è ÷àñòíûå ñóììû Ôóðüå ôîðìóëàìè

f̂(n) =

1∫
0

f(t)wn(t) dt, n ∈ Z+; Sn(f)(x) =
n−1∑
i=0

f̂(i)wi(x), n ∈ N.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Sn(f)(x) =
1∫
0
f(x ⊕ t)Dn(t) dt, ãäå Dn(t) =

n−1∑
i=0

wi(t)

� ÿäðî Äèðèõëå ïî ñèñòåìå {wi}∞i=0. Îñîáóþ ðîëü èãðàþò ÿäðà D2k(t) =

= 2kX[0,2−k), ãäå XE � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà E. Âñå ýòè ôàêòû ìîæ-

íî íàéòè â [1,��1.1, 1.4, 2.1, 2.6]. ×åðåç B[0, 1) îáîçíà÷èì ïðîñòðàí-

ñòâî îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé ‖f‖∞ = sup
t∈[0,1)

|f(t)|,

à ïðîñòðàíñòâî C∗[0, 1) ⊂ B[0, 1) ñîñòîèò èç ôóíêöèé f ñî ñâîéñòâîì

lim
h→0+

‖f(· ⊕ h) − f(·)‖∞ = 0. Ïðîñòðàíñòâî L1[0, 1) èíòåãðèðóåìûõ ïî

Ëåáåãó ôóíêöèé íà [0, 1) ñíàáæåíî íîðìîé ‖f‖1 =
1∫
0
|f(t)| dt.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàâåíñòâî Ïàðñåâà-

ëÿ
1∫

0

f(x)g(x) dx =
∞∑
i=0

f̂(i)ĝ(i) (2)

ñïðàâåäëèâî äëÿ ïàðû ôóíêöèé f ∈ B[0, 1), g ∈ L1[0, 1). Â îáùåì

ñëó÷àå ðàâåíñòâî (2) äëÿ òàêîé ïàðû íå èìååò ìåñòî, íî, ïîñêîëüêó

‖g − S2k(g)‖1 → 0 ïðè k →∞, íàõîäèì, ÷òî∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f(x)g(x) dx−
2k∑
i=0

f̂(i)ĝ(i)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f(x)g(x)−
1∫

0

f(x)S2k(g)(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
6 ‖f‖∞‖g − S2k(g)‖1 → 0, k →∞,

ò.å. âåðåí àíàëîã (2):

1∫
0

f(x)g(x) dx = lim
k→∞

2k−1∑
i=0

f̂(i)ĝ(i). (2′)

Êðîìå òîãî, ïðèâåäåí àíàëîã ïðèçíàêà Ñàëåìà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ðÿäà Ôóðüå-Óîëøà, èäåè èç äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîãî èñïîëüçóþòñÿ ïðè

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 2 è 3.

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàíà f ∈ B[0, 1). Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé g ∈
L1[0, 1) è f âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû Sn(f)(x) áûëè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Åñëè ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ âåðíî äëÿ ëþáîé g ∈ L1[0, 1), òî

äëÿ ëþáîé g ∈ L1[0, 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ ϕn(g) =

=
1∫
0
Sn(f)(x)g(x) dx îãðàíè÷åíà. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Áàíàõà-

Øòåéíàóçà íîðìû Sn(f)(x) â B[0, 1) îãðàíè÷åíû.

Îáðàòíî, ïóñòü Sn(f)(x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Èç îðòîíîðìèðî-

âàííîñòè {wn}∞n=0 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà g ïî ñèñòåìå Óîëøà

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

ϕn(g) =
∞∑
i=0

f̂(i)ĝ(i)

Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ ϕn(g) ñõîäèòñÿ íà ïëîòíîì

ìíîæåñòâå ïîëèíîìîâ ïî ñèñòåìå {χn}∞n=0 ê ôóíêöèîíàëó ϕ(g) =

=
1∫
0
f(x)g(x)dx è íîðìû ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ îãðàíè÷åíû. Çíà÷èò ϕn(g)

ñõîäèòñÿ ê ϕ(g) äëÿ âñåõ g ∈ L1[0, 1). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðâàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïðèçíàêà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Ð.Ñàëåìà (ñì. [2, ãëàâà 4, �8]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ C∗[0, 1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

h−1

h∫
0

(f(x⊕ t)− f(x))dt = o(1/ log 1/h), h→ 0, (3)

ðàâíîìåðíî ïî x. Òîãäà ðÿä
∞∑
n=0

f̂(n)wn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f(x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ n = 2k + m, 1 6 m 6 2k, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Dn(t) = D2k(t) + rk(t)Dm(t), ãäå rk(t) = W2k(t) � ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî rk(t) = 1 íà âñåõ [j2−k, (j + 1)2−k) è
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rk(t) = −1 íà âñåõ [(2j + 1)2−k, (j + 1)2−k), 0 6 j < 2k. Ïîýòîìó

Sn(f)(x)− f(x) =

1∫
0

(f(x⊕ t)− f(x))Dn(t)dt =

=

1∫
0

(f(x⊕t)−f(x))D2k(t)dt+ +

1∫
0

(f(x⊕t)−f(x))rk(t)Dm(t)dt = J1+J2.

(4)

Ïðè ýòîì |J1| = |2k
1

2k∫
0

(f(x ⊕ t) − f(x))dt| 6 ωk(f)∞ → 0 ðàâíîìåðíî

ïî x è

J2 =
2k−1∑
j=0

j+1

2k∫
j

2k

Dm(t)rk(t)(f(x⊕ t)− f(x))dt =

=
2k−1∑
j=0

Dm,j


2j+1

2k+1∫
j

2k

rk(t)(f(x⊕ t)− f(x))dt+

j+1

2k∫
2j+1

2k+1

rk(t)(f(x⊕ t)− f(x))dt

 ,

ãäå Dm,j � ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå Dm íà Ikj . Èçâåñòíî, ÷òî |Dm.j| 6 2k
j ïðè

j = 1, 2, . . . , 2k − 1 (ñì. [1, �1.4]). Â ñëó÷àå j = 0 èìååì∣∣∣∣∣∣∣
1

2k∫
0

Dm(t)rk(t)(f(x⊕ t)− f(x)) dt

∣∣∣∣∣∣∣ 6 m2−kωk(f)∞ → 0, (0 < m 6 2k).

Èç îïðåäåëåíèÿ rk ñëåäóåò, ÷òî

j+1

2k∫
j

2k

rk(t)f(x)dt = 0. Äåëàÿ çàìåíû t =

= j
2k ⊕ u è t = 2j+1

2k+1 ⊕ u ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì:

J2 =
2k−1∑
j=1

Dm,j

1

2k+1∫
0

(f(x⊕ j

2k
⊕ u)− f(x⊕ 2j + 1

2k+1 ⊕ u))du+ o(1).
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Ïðåîáðàçóåì

1

2k+1∫
0

(f(x⊕ j

2k
⊕ u)− f(x⊕ 2j + 1

2k+1 ⊕ u)) du =

=

1

2k+1∫
0

(f(x⊕ j

2k
⊕ u)− f(x⊕ j

2k
)) du+

+

1

2k+1∫
0

(f(x⊕ j

2k
)− f(x⊕ 2j + 1

2k+1 ⊕ u)) du = Ak,j +Bk,j (5)

Â ñèëó óñëîâèÿ Ak,j =

1

2k+1∫
0

(f(x⊕ j
2k⊕u)−f(x⊕ j

2k ))du = o(2−k−1(k+1)−1).

Ñ äðóãîé ñòðîíû,

|Bk,j| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

2k∫
1

2k+1

(f(x⊕ j

2k
)− f(x⊕ j

2k
⊕ v))dv

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6

6

∣∣∣∣∣∣∣
1

2k∫
0

(f(x⊕ j

2k
)− f(x⊕ j

2k
⊕ v))dv

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣

1

2k+1∫
0

(f(x⊕ j

2k
)− f(x⊕ j

2k
⊕ v))dv

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ñîãëàñíî óñëîâèþ (3) ïåðâîå ñëàãàåìîå åñòü o(2−kk−1), à âòîðîå �

o(2−k−1(k + 1)−1). Èñïîëüçóÿ îöåíêó äëÿ |Dm,j|, ïîëó÷àåì:

J2 6
2k−1∑
j=1

2k

j
|Ak,j|+

2k−1∑
j=1

2k

j
|Bk,j|+ o(1) = J21 + J22 + o(1).

Ïîñêîëüêó
2k−1∑
j=1

1
j = O(ln 2k) = O(k), òî J22 = o(1). Àíàëîãè÷íî, J21 =

= o(1) è, êàê ñëåäñòâèå, J2 = o(1). Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêè äëÿ J1 è J2 â (4),

çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ L1[0, 1) è óñëîâèå (3) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî

x. Åñëè â òî÷êå x0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
h→0+

h−1

h∫
0

|f(x0 ⊕ t)− f(x0)|dt = 0, (6)

òî lim
n→∞

Sn(f)(x0) = f(x0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 1,

ïðè ýòîì óñëîâèå (3) îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü J2 ê 0, à èç óñëîâèÿ (6)

ñëåäóåò, ÷òî lim
n→∞

J1 = 0 ïðè x = x0.

Òåîðåìû 2 è 3, äàþùèå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (2), ÿâëÿþòñÿ

àíàëîãàìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ Ñ.Èçóìè è Ì.Ñàòî [3]. Ñëå-

äóåò îòìåòèòü, ÷òî â [3] àíàëîã óñëîâèÿ (3′) èñïîëüçîâàëñÿ ñ o âìåñòî

O.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü g ∈ L1[0, 1) è f ∈ B[0, 1) òàêîâà, ÷òî óñëîâèå

h−1

h∫
0

(f(x⊕ t)− f(x))dt = O(
1

ln 1
h

) (3′)

âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü Sn(f)(x), êîòîðàÿ ðàâíîñèëü-

íà ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè Sn(f)(x)−f(x). Ñíîâà èìååì ðàâåíñòâî

(4) è

|J1| =

∣∣∣∣∣∣∣2k
1

2k∫
0

(f(x⊕ t)− f(x))dt

∣∣∣∣∣∣∣ 6 ‖f‖∞ (7)

ðàâíîìåðíî ïî x. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3′), àíà-

ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 âåëè÷èíû Ak,j è Bk,j åñòü O(2−kk−1).
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Ñíîâà èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
2k−1∑
j=1

j−1 = O(k), ïîëó÷àåì, ÷òî:

J2 = O(
2k−1∑
j=1

2k

j
(|Ak,j|+ |Bk,j|)) = O(k−1

2k−1∑
j=1

j−1) = O(1).

Èç ðàâåíñòâà (4) è îöåíîê (7) è (8) âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü

Sn(f)(x). Ïî ëåììå ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (2) èìååò ìåñòî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü g ∈ B[0, 1) è f ∈ L1[0, 1) òàêîâà, ÷òî

1∫
0

∣∣∣∣∣∣h−1

h∫
0

(f(x⊕ t)− f(x)) dt

∣∣∣∣∣∣ dx = o(
1

ln 1
h

). (9)

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïóñòü α(t) = f ∗ g(t) :=
1∫
0
f(t⊕ x)g(x) dx. ßñíî, ÷òî:

n−1∑
i=0

f̂(i)ĝ(i) =

1∫
0

Sn(f)(x)g(x) dx =

1∫
0

 1∫
0

f(x⊕ t)Dn(t) dt

 g(x) dx =

=

1∫
0

 1∫
0

f(x⊕ t)g(x) dx

Dn(t) dt =

1∫
0

α(t)Dn(t) dt.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå åñòü Sn(α)(0). Äîêàæåì, ÷òî α(t) óäîâëåòâîðÿåò â

òî÷êå t0 = 0 óñëîâèþ (6), è, ÷òî óñëîâèå (3) äëÿ íåå âûïîëíåíî ðàâíî-

ìåðíî ïî t ∈ [0, 1). Òàê êàê

‖f ∗ g(· ⊕ h)− f ∗ g(·)‖∞ 6 ‖f(· ⊕ h)− f(·)‖1‖g‖∞ = o(1), h→ 0,

òî è óñëîâèå (6) äëÿ α âûïîëíåíî âî âñåõ òî÷êàõ, â òîì ÷èñëå â íóëå.

Ïîñêîëüêó h−1
h∫
0
|f(t⊕u)− f(u)|dt îãðàíè÷åí òî, ïî òåîðåìå Ëåáåãà î

ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè, ïðàâàÿ ÷àñòü (10) ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè h → 0
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è óñëîâèå (6) äëÿ α(t) â òî÷êå t0 = 0 âûïîëíåíî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû∣∣∣∣∣∣h−1

h∫
0

(α(x⊕ u)− α(x)) du

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣h−1

h∫
0

1∫
0

(f(x⊕ u⊕ t)− f(x⊕ t))g(t) dt du

∣∣∣∣∣∣ 6
6

1∫
0

∣∣∣∣∣∣h−1

h∫
0

(f(x⊕ u⊕ t)− f(x⊕ t)) du

∣∣∣∣∣∣ ‖g‖∞dt.
Ïðèìåíÿÿ óñëîâèå (9), è, ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü èíòåãðàëà îòíîñè-

òåëüíî ñäâèãà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî α(x) óäîâëåòâîðÿåò (3) ðàâíîìåðíî ïî

x ∈ [0, 1). Çíà÷èò, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ è Sn(α)(0) ñõîäÿòñÿ,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Îöåíêè ïðèáëèæåíèé ëèíåéíûìè ñðåäíèìè ÷åðåç ëîêàëüíûé

ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè

Ïóñòü {pn}∞n=1 - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî

2 6 pn 6 N ïðè n ∈ N. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ m0 = 1, mn = p1 . . . pn

ïðè n ∈ N. Êàæäîå x ∈ [0, 1) èìååò ðàçëîæåíèå

x =
∞∑
n=1

xn/mn, xn ∈ Z, 0 6 xn < pn. (1)
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Ïðåäñòàâëåíèå (1) åäèíñòâåííî, åñëè äëÿ x = k/mj, 0 < k < mj, k, j ∈ N,
áðàòü ðàçëîæåíèå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì xn 6= 0. Äëÿ x, y ∈ [0, 1) âèäà (1)

ïîëîæèì x⊕ y = z =
∞∑
n=1

zn/mn, zn ∈ Z ∩ [0, pn), zn = xn + yn (mod pn).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ x	 y.
Åñëè k ∈ Z+ çàïèñàíî â âèäå

k =
∞∑
i=1

kimi−1, ki ∈ Z, 0 6 ki < pi, (2)

è x ∈ [0, 1) èìååò ðàçëîæåíèå (1), òî ïî îïðåäåëåíèþ χk(x) =

= exp(2πi
∞∑
j=1

xjkj/pj). Ñèñòåìà {χk(x)}∞k=0, íàçûâàåìàÿ ñèñòåìîé Âèëåí-

êèíà, îðòîíîðìèðîâàíà è ïîëíà â L[0, 1). Êðîìå òîãî, ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì x ∈ [0, 1) äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ [0, 1) è âñåõ k ∈ Z+ èìåþò ìåñòî ðàâåí-

ñòâà χk(x⊕y) = χk(x)χk(y), χk(x	y) = χk(x)χk(y). Ýòè ñâîéñòâà ìîæíî

íàéòè â [1, §§ 1.5,2.8]. Ïóñòü f ∈ L1[0, 1). Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, ÷àñòíàÿ

ñóììà Ôóðüå è ÿäðî Äèðèõëå ïî ñèñòåìå {χk(x)}∞k=0 çàäàþòñÿ ôîðìó-

ëàìè f̂(n) =
∫ 1

0 f(t)χn(t) dt, n ∈ Z+; Sn(f)(x) =
n−1∑
k=0

f̂(k)χk(x), n ∈ N;

Dn(x) =
n−1∑
k=0

χk(x), n ∈ N. Â ðàáîòå áóäóò òàêæå ðàññìàòðèâàòüñÿ ñðåäíèå

Ôåéåðà è ÿäðî Ôåéåðà ïî ñèñòåìå {χk(x)}∞k=0: σn(f)(x) =
n∑
k=1

Sk(f)(x)/n,

Fn(x) =
n∑
k=1

Dk(x)/n, n ∈ N.

Ðàññìîòðèì w(f ;x, δ) = sup
0<h6δ

h−1
∫ h
o |f(x	 u)− f(x)| du. Ýòà âåëè÷è-

íà êîíå÷íà ïðè ïî÷òè âñåõ x (áîëåå òî÷íî, âî âñåõ òî÷êàõ Ëåáåãà ôóíê-

öèè f) è δ > 0. Ïóñòü A = {an,k}∞k,n=1 � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà,

òàêàÿ ÷òî an,k > 0 äëÿ âñåõ n, k è
n∑
k=1

an,k = 1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

Tn(f)(x) =
n∑
k=1

an,kSk(f)(x). Âïåðâûå âåëè÷èíà, àíàëîãè÷íàÿ w(f ;x, δ) â

2π�ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàëàñü â [2], ãäå îíà áûëà èñïîëüçî-

âàíà â îöåíêå óêëîíåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè îò åå ñðåäíèõ Ôåéåðà.

Ìàçõàð [3] ðàñïðîñòðàíèë ýòó îöåíêó íà îáùèå ëèíåéíûå ñðåäíèå Tn(f) ñ
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âîçðàñòàþùåé ïî k ∈ [0, n] ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ an,k. Çäåñü áóäåò äîêà-

çàí ïîäîáíûé ðåçóëüòàò äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåì îãðàíè÷åííîãî

òèïà è ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ áîëåå îáùèì óñëîâèÿì, ÷åì â [3]. Ýòè

êëàññû ìàòðèö áûëè ââåäåíû Ë.Ëåéíäëåðîì [4].

Äëÿ äàëüíåéøåãî íåîáõîäèìà

Ëåììà 1. (ñì. [1, �1.4] è [5]). Äëÿ âñåõ n ∈ N è x ∈ (0, 1) âåðíû íåðà-

âåíñòâà

1) |Dn(x)| 6 Nx−1, ãäå pn 6 N äëÿ âñåõ n ∈ N;
2) |nFn(x)| 6 C2x

−2.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ L1[0, 1) è ïðè äàííîì x ∈ [0, 1) âåëè÷èíà

w(f ;x, δ) êîíå÷íà äëÿ âñåõ δ ∈ [0, 1) è {an,k}nk=1 óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâó
m−1∑
k=1

|an,k − an,k+1| 6 C1an,m, 1 < m 6 n. (3)

Òîãäà

|Tn(f)(x)− f(x)| 6 C2

n∑
k=1

k−1w(f ;x, k−1)
n∑

i=n−k+1

an,i.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ Tn(f)(x) èìååì

Tn(f)(x)− f(x) =

∫ 1

0
(f(x	 t)− f(x))

n∑
k=1

an,kDk(t) dt =

=

∫ 1/n

0
(f(x	 t)− f(x))

n∑
k=1

an,kDk(t) dt+

+

∫ 1

1/n
(f(x	 t)− f(x))

n∑
k=1

an,kDk(t) dt =: I1 + I2.
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Ïîñêîëüêó |Dk(x)| 6 k è
n∑
k=1

an,k = 1, ïîëó÷àåì

|I1| 6
∫ 1/n

0
|f(x	 t)− f(x)|

n∑
k=1

an,kk dt 6

6 n

∫ 1/n

0
|f(x	 t)− f(x)| dt 6 w(f ;x, 1/n). (4)

Èç óñëîâèÿ (3) âûòåêàåò, ÷òî
m∑
i=k

(an,i − an,i+1) = an,k − an,m 6 C1an,m,

îòêóäà an,k 6 (C1 + 1)an,m, k < m. Ñ ó÷åòîì ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

n∑
i=n−k+1

an,i > k min
n−k+16i6n

an,i >
k

C1 + 1
max

16i6n−k
an,i >

>
k

(C1 + 1)(n− k)

n−k∑
i=1

an,i > C2
k

n− k

n−k−1∑
i=1

an,i.

Çíà÷èò,

1 =
n−k∑
i=1

an,i +
n∑

i=n−k+1

an,i 6 C−1
2
n− k
k

n∑
i=n−k+1

an,i+

+
n∑

i=n−k+1

an,i = C−1
3
n

k

n∑
i=n−k+1

an,i,

òî åñòü
n∑

i=n−k+1
an,i > C3k/n. Ïîýòîìó

n∑
k=1

k−1w(f ;x, k−1)
n∑

i=n−k+1

an,i > C3

n∑
k=1

w(f ;x, n−1)k−1k

n
=

= C3w(f ;x, n−1). (5)

Èç (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî

|I1| = O

(
n∑
k=1

k−1w(f ;x, k−1)
n∑

i=n−k+1

an,i

)
. (6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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|I2| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

∫ 1/i

1/i+1
(f(x	 t)− f(x))

n∑
k=1

an,kDk(t) dt

∣∣∣∣∣ 6
6

n−1∑
i=1

∫ 1/i

1/i+1
|f(x	 t)− f(x)|

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

an,kDk(t) dt

∣∣∣∣∣ =:
n−1∑
i=1

Ai.

Èìååì ïðè t ∈ [(i+ 1)−1, i−1) â ñèëó ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ è ëåììû

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

an,kDk(t)

∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=n−i+1

an,k|Dk(t)|+

∣∣∣∣∣
n−i∑
k=1

an,kDk(t)

∣∣∣∣∣ 6
6 C4t

−1
n∑

k=n−i+1

an,k+

∣∣∣∣∣
n−i−1∑
k=1

(an,k − an,k+1)kFk(t)

∣∣∣∣∣+an,n−i(n− i)|Fn−i(t)| 6

6 C5

(
i

n∑
k=n−i+1

an,k + i2

(
n−i−1∑
k=1

|an,k − an,k+1|+ an,n−i

))
.

Â ñèëó îòìå÷åííîãî âûøå ñâîéñòâà an,i 6 (C1+1)an,j ïðè i 6 j, çíà÷èò,

ian,n−i 6 (C1 + 1)(
n∑

k=n−i+1
an,k), ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ñ ó÷åòîì (3) èìååì∣∣∣∣∣

n∑
k=1

an,kDk(t)

∣∣∣∣∣ 6 C6i

n∑
k=n−i+1

an,k. (7)

Èç (7) âûòåêàåò, ÷òî

n−1∑
i=1

Ai 6 C6

n−1∑
i=1

i

∫ 1/i

1/i+1
|f(x	 t)− f(x)| dt

n∑
k=n−i+1

an,k =

= C6

n−1∑
i=1

i

(∫ 1/i

0
|f(x	 t)− f(x)| dt−

−
∫ 1/(i+1)

0
|f(x	 t)− f(x)| dt

)
n∑

k=n−i+1

an,k =

= C6

n−1∑
i=1

∫ 1/i

0
|f(x	 t)− f(x)| dt

(
i

n∑
k=n−i+1

an,k − (i− 1)
n∑

k=n−i+2

an,k

)
−
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−C6(n− 1)

∫ 1/n

0
|f(x	 t)− f(x)| dt

n∑
k=2

an,k 6

6 C6

n−1∑
i=1

∫ 1/i

0
|f(x	 t)− f(x)| dt

(
ian,n−i+1 +

n∑
k=n−i+2

an,k

)
6

6 C6

n−1∑
i=1

∫ 1/i

0
|f(x	 t)− f(x)| dt

(
(C1 + 1)

n∑
k=n−i+1

an,k +
n∑

k=n−i+1

an,k

)
6

6 C7

n−1∑
i=1

i

∫ 1/i

0
|f(x	 t)− f(x)| dt i−1

n∑
k=n−i+1

an,k 6

6 C7

n−1∑
i=1

i−1w(f, x, 1/i)
n∑

k=n−i+1

an,k.

Ñóììèðóÿ îöåíêè äëÿ I1 è I2 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïðè an,k = 1/n, k 6 n ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f ∈ L1[0, 1) è ïðè äàííîì x ∈ [0, 1) âåëè÷è-

íà w(f ;x, δ) êîíå÷íà äëÿ âñåõ δ ∈ [0, 1). Òîãäà |σn(f)(x) − f(x)| 6
6 C2

n∑
i=1

w(f, x, 1/i)n−1.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû, òîëüêî âìåñòî íåðà-

âåíñòâà (3) âûïîëíåíî

n∑
k=i

|an,k − an,k+1| 6 C1an,i. (3′)

Òîãäà

|Tn(f)(x)− f(x)| 6 C2

n∑
k=1

w(f ;x, k−1)an,k.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Çàïèøåì ïî îïðåäåëåíèþ (ó÷èòûâàÿ, ÷òî an,n+1 = 0)

|Tn(f)(x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

an,k(Sk(f)(x)− f(x))

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

(an,k − an,k+1)k(σk(f)(x)− f(x)) + an,nn(σn(f)(x)− f(x))

∣∣∣∣∣ 6
6

n∑
k=1

|an,k − an,k+1|k|σk(f)(x)− f(x)|.

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ìàòðèöû {an,k}∞n,k=1 è óòâåðæäåíèåì (8), ïîëó-

÷àåì

|Tn(f)(x)− f(x)| 6 C1

n∑
k=1

|an,k − an,k+1|
k∑
i=1

w(f ;x, i−1) =

= C1

n∑
i=1

n∑
k=i

|an,k − an,k+1|w(f ;x, i−1) 6 C2

n∑
i=1

w(f ;x, i−1)an,i.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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ÓÄÊ 511.3

Â.Í. ÊÓÇÍÅÖÎÂ, Ò.À. ÊÓÇÍÅÖÎÂÀ, Â.Â. ÊÐÈÂÎÁÎÊ

Îá àíàëèòè÷åñêîé íåïðîäîëæèìîñòè çà ãðàíèöó ñõîäèìîñòè

ñòåïåííûõ ðÿäîâ, îòâå÷àþùèõ L�ôóíêöèÿì Äèðèõëå

÷èñëîâûõ ïîëåé

Ïóñòü k � ÷èñëîâîå ïîëå, îòëè÷íîå îò Q. χ � õàðàêòåð Äèðèõëå ïîëÿ

k. Ðàññìîòðèì L�ôóíêöèþ Äèðèõëå ïîëÿ k äëÿ õàðàêòåðà χ

L(s, χ, k) =
∏
℘

(
1− χ(℘)

N(℘)s

)−1

=
∑

A

χ(A)

N(A)s
=

∞∑
n=1

an
ns
, s = σ + it. (1)

Ïóñòü g(z) � ñòåïåííîé ðÿä, îòâå÷àþùèé L�ôóíêöèè (1), òî åñòü ðÿä

ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî è ðÿä Äèðèõëå (1):

g(z) =
∞∑
n=1

anz
n. (2)

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòü ÷òî ñòåïåííîé ðÿä (2) íåïðî-

äîëæèì çà ãðàíèöó ñõîäèìîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [1] ïîäîáíûé ôàêò áûë äîêàçàí äëÿ ñòåïåííûõ

ðÿäîâ, îòâå÷àþùèõ Z�ôóíêöèÿì Äåäåêèíäà ÷èñëîâîãî ïîëÿ k (k 6= Q).
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëèñü ãðàíè÷-

íûå ñâîéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â íàøåì ñëó-

÷àå êîýôôèöèåíòû an ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Â

ñâÿçè ñ ýòèì äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà â ñëó÷àå L�ôóíêöèé

òðåáóåò èíîãî ïîäõîäà.

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè îòäåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, äîêàçàííûõ ðàíåå,

êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû.

Â ðàáîòå [2] áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé ôàêò.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä g(z) îòâå÷àåò ðÿäó Äèðèõëå f(s).

Òîãäà óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè g(z) â òî÷êå z = 1 ýêâèâàëåíòíî òîìó,

÷òî f(s) îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ ñ óñëîâèåì ðîñòà ìîäóëÿ

|f(−n)| 6 Cen lnn+An, ãäå A > 0.

Â ðàáîòå [3] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä g(z) îòâå÷àåò ðÿäó Äèðèõëå f(s).

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1.

|αn| = O(ekn lnn+An), αn = lim
x→1−0

g(n)(x), k > 1;

2.

|f(−n)| = O(ekn lnn+An), k > 1.

Ïðè÷åì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nm} òàêàÿ, ÷òî

1'.

|αnm| ∼ eknm lnnm+Anm, αnm = lim
x→1−0

g(nm)(x), k > 1;

òî äëÿ ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

2'.

|(−nm)| ∼ eknm lnnm+Anm, k > 1,

è íàîáîðîò.

Â ðàáîòå [4] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 3. Ïóñòü L�ôóíêöèè L(s, χ, k), ãäå k 6= Q ñîîòâåòñòâóåò

ñòåïåííîé ðÿä g(z). Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ϕ ôóíêöèÿ

gϕ(z) =
∞∑
n=1

eiϕnanz
n

èìååò â òî÷êå z = 1 ðàäèàëüíûå ïðîèçâîäíûå αn.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 4. Äëÿ L�ôóíêöèè L(s, χ, k) ïîëÿ k 6= Q âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|L(−n, χ, k)| = O(ekn lnn+An), k = [k : Q],

è äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {nm}, ãäå nm = 2m+ 1, m = 1, 2, . . .

|L(−nm, χ, k)| ∼ eknm lnnm+Anm.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Èçâåñòíî [5], ÷òî L�ôóíêöèÿ ÷èñëîâîãî ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöè-

îíàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà

Φ(s, χ) = aΦ(1− s, χ̄), (3)

ãäå

Φ(s, χ) = b

r1∏
q=0

Γ

(
s+ aq

2

)
Γ(s)r2L(s, χ), (4)

ãäå a è b � êîíñòàíòû, îòëè÷íûå îò íóëÿ, r1, r2 � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî

âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ íîðìèðîâàíèé ïîëÿ k, aq ðàâíî ëèáî 0,

ëèáî 1.

Èçâåñòíî òàêæå [6], ÷òî äëÿ Γ�ôóíêöèè èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà

Γ(s) ∼ es ln
√
σ2+t2, s = σ + it. (5)

Ó÷èòûâàÿ (3), (4), (6) è òîò ôàêò, ÷òî r1 + 2r2 = [k : Q], ïîëó÷àåì

óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä

g(z) =
∞∑
n=1

anz
n
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îòâå÷àåò L�ôóíêöèè L(s, χ, k) ÷èñëîâîãî ïîëÿ k. Òîãäà ïî÷òè äëÿ âñåõ

ðàöèîíàëüíûõ ϕ ôóíêöèÿ

gϕ(z) =
∞∑
n=1

eiϕnanz
n (6)

èìååò â òî÷êå z = 1 ðàäèàëüíûå ïðîèçâîäíûå αn,ϕ, óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèþ

|αn,ϕ| = O(ekn lnn+An),

ãäå k = [k : Q].

Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nm} òàêàÿ, ÷òî

|αnm,ϕ| ∼ eknm lnnm+Anm.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 â ðàáîòå [4] öåí-

òðàëüíûì ìåñòîì áûëî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ôàêòà: äëÿ ðàöèî-

íàëüíîãî ϕ = q1
p
α1
1

+ q2
p
α2
2

+ . . .+ qs
pαss

äëÿ ôóíêöèè (6) áûëî ïîëó÷åíî ïðåä-

ñòàâëåíèå

gϕ,i(z) =

n1∑
j=1

βijgj(z), i = 1, n1, (7)

ãäå gϕ,i(z) � ñòåïåííûå ðÿäû, îòâå÷àþùèå ðÿäàì Äèðèõëå

fϕ,i(s) =
∑
A∈Cj

N(A)≡l1,i( mod pα1
1 )

....................................
N(A)≡ls,i( mod pαss )

1

N(A)s
, (8)

è ãäå ìàòðèöà B = (βij) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé.

Òàì æå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðÿäîâ Äèðèõëå fij(s) âèäà (8) èìååò

ìåñòî ðàçëîæåíèå

fϕ,i =

n2∑
l=1

αi,lLk(s, χl, k), i = ¯1, n1, (9)

ãäå Lk � L�ôóíêöèÿ ïîëÿ k, è ìàòðèöà A = (αi,k) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé.
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Â ñèëó òåîðåìû 4 èç ïðåäñòàâëåíèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî óòâåðæäåíèå òåî-

ðåìû 4 èìååò ìåñòî è äëÿ ôóíêöèé fϕ,i(s).

Òîãäà â ñèëó (7) íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåî-

ðåìû 5.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä g(z) îòâå÷àåò L�ôóíêöèè L(s, χ, k)

÷èñëîâîãî ïîëÿ k k 6= Q. Òîãäà ðÿä g(z) àíàëèòè÷åñêè íåïðîäîëæèì çà

ãðàíèöó êðóãà ñõîäèìîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Â ñèëó òåîðåìû 5 è òåîðåìû 1 íè îäíà òî÷êà íà åäèíè÷íîé îêðóæ-

íîñòè íå ìîæåò áûòü ðåãóëÿðíîé äëÿ ôóíêöèè g(z), ÷òî è äîêàçûâàåò

óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6.
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ÓÄÊ 511.3

Â.Í.ÊÓÇÍÅÖÎÂ, Ò.À. ÊÓÇÍÅÖÎÂÀ, Â.Â. ÊÐÈÂÎÁÎÊ

Îá àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ðÿäàìè

Äèðèõëå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðè ðÿä Äèðèõëå

f(s) =
∞∑
n=1

ann
s, s = σ + it, (1)

ãäå an � ïåðèîäè÷åñêèå è
∑
n6x

an = O(1).

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà. Ðÿä Äèðèõëå (1) îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà

ñî ñëåäóþùèì óñëîâèåì ðîñòà ìîäóëÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè:

|f(s)| < ce|s| ln |s|+A|s|, σ < 0. (2)

Çàìå÷àíèå. Õîðîøî èçâåñòíî [1], ÷òî òåîðåìà 1 èìååò ìåñòî â ñëó÷àå, êî-

ãäà an = χ(n), ãäå χ � íåãëàâíûé õàðàêòåð Äèðèõëå, òî åñòü êîãäà f(s)

� L�ôóíêöèÿ Äèðèõëå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà ñóùåñòâåííûì

ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî L�ôóíêöèÿ Äèðèõëå óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèî-

íàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà Ðèìàíà. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, ïðèâåäåí-

íîå â äàííîé ðàáîòå, ïîëó÷åíî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ (ðÿä âèäà (1) ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ òèïà Ðèìàíà), â

åãî îñíîâå ëåæèò ìåòîä ðåäóêöèè ê ñòåïåííûì ðÿäàì, ðàçðàáîòàííûé â
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ðàáîòàõ [2�3], êîòîðûé ñâîäèò çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðÿäà

Äèðèõëå ê ãðàíè÷íîìó ïîâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòåïåííîãî ðÿäà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1

Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä, ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿäó Äèðèõëå (1):

g(z) =
∞∑
n=1

anz
n, (3)

òî åñòü ñòåïåííîé ðÿä ñ òåìè æå ñàìûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî è ðÿä

Äèðèõëå (1).

Ïóñòü k � ïåðèîä êîýôôèöèåíòîâ an, òîãäà äëÿ ëþáîãî n èìååì n =

= mk + l, 0 6 l 6 k − 1, an = al. Òîãäà

g(z) =
∞∑
n=1

anz
n =

k−1∑
l=0

alz
l
∞∑
m=1

zmk =
Pk(z)

1− zk
,

ãäå Pk(z) � ïîëèíîì ñòåïåíè k. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ñóììàòîðíîé

ôóíêöèè êîýôôèöèåíòîâ an, Pk(1) = 0 è 1 − zk = 0 â òî÷êå z = 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

g(z) =
Qk−1(z)

1 + z + z2 + . . .+ zk−1 ,

ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ g(z) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé â òî÷êå z = 1.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(s) ïðîäîëæèìà öåëûì îáðàçîì íà âñþ êîì-

ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ óñëîâèåì ðîñòà ìîäóëÿ (2).

Èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Γ�ôóíêöèè:

Γ(s) =

∞∫
0

e−tts−1dt, σ > 0.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: t = nx, ïîëó÷èì

Γ(s) =

∞∫
0

e−nxnsxs−1dx,



38

òîãäà n−sΓ =
∞∫
0
e−nxxs−1dx.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà an è ïðîñóììèðóåì ïî n îò 1 äî ∞:

∞∑
n=1

ann
−sΓ(s) =

∞∑
n=1

∞∫
0

ane
−nxxs−1dx =

∞∫
0

( ∞∑
n=1

ane
−nx

)
xs−1dx, σ > 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè σ > 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå:

f(s) · Γ(s) =

∞∫
0

g(e−x)xs−1dx =

∞∫
ρ

g(e−x)xs−1dx+

ρ∫
0

g(e−x)xs−1dx. (4)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ann
−nx

∣∣∣∣∣ 6M1
e−x

1− e−x
.

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣
∞∫
ρ

g(e−x)xs−1dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞∫
ρ

( ∞∑
n=1

ane
−nx

)
xs−1dx

∣∣∣∣∣∣ 6M1

∞∫
ρ

(
e−x

1− e−x

)
dx,

è òàê êàê ïðè x > ρ
1

1− e−x
6

1

1− e−ρ
,

òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:∣∣∣∣∣∣
∞∫
ρ

g(e−x)xs−1dx

∣∣∣∣∣∣ 6M1
1

1− e−ρ

∞∫
ρ

e−xxσ−1dx =

= M2

∞∫
ρ

e−xxσ−1dx < M3

∫ ∞
ρ

xσ−1dx = −M3ρ
σ

σ
. (5)

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë

Φρ(s) =

∞∫
ρ

g(e−x)xs−1dx
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â ëþáîé ïîëóïîëîñå σ1 6 σ 6 σ2 àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî,

îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ îöåíêå (6) ïðè σ < 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé èíòåãðàë èç ðàâåíñòâà (16):

I =

ρ∫
0

g(e−x)xs−1dx.

Êàê ïîêàçàíî â [3], äëÿ äàííîãî èíòåãðàëà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå:

I = ρs
∞∑
k=0

αkρ
k

k + s
,

ïðè s 6= 1, 0,−1,−2, . . . , ãäå αk = Ress=−k(f(s) · Γ(s)). Òàê êàê

Ress=−kΓ(s) = (−1)k

k! (ñì., íàïðèìåð, [4]), òî

αk = Ress=−k
(−1)kf(−k)

k!
. (6)

Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî

αk = lim
x→1−0

g(k)(x). (7)

Òàê êàê an ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè è ðÿä g(z) îïðåäåëÿåò ðåãóëÿð-

íóþ â òî÷êå z = 1 ôóíêöèþ, ðàçëîæèì g(z) â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì

z − 1 :

g(z) =
∞∑
n=0

g(n)(1)

n!
(z − 1)n.

Èç ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà R ñõîäèìîñòè ðÿäà

1

R
= lim

n→∞

n

√
g(n)(1)

n!
.

Èç óñëîâèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä g(z) ðåãóëÿðåí â òî÷êå z = 1

â òîì ñëó÷àå, êîãäà

αk = O(ρk0). (8)

Îòñþäà â ñèëó óñëîâèÿ (6) ïîëó÷àåì:

|f(−k)| < cek ln k+Ak. (9)
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Âûáåðåì ρ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ρρ0 < 1, òîãäà â ñèëó (8) ïîëó÷èì,

÷òî ðÿä
∞∑
k=0

αkρ
k

k+s ñõîäèòñÿ ïðè s 6= −k è åãî ñóììà îãðàíè÷åíà â îáëàñòè,

íå ñîäåðæàùåé íåêîòîðûå îêðåñòíîñòè òî÷åê s = −k.
Òàê êàê Γ�ôóíêöèÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè èìååò ñëåäóþùóþ àñèìï-

òîòèêó [6]:

|Γ(s)| = e−|s| ln |s|+B|s|, B > 0,

òî â ñèëó óñëîâèÿ (8) ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ

1

Γ(s)

∫ ρ

0
g(e−x)xs−1dx

ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé, ìîäóëü êîòîðîé ïðè σ < 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ ðîñòà (2), ÷òî, â ñèëó (4) è (5), çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
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ÓÄÊ 511.3

Â.Í. ÊÓÇÍÅÖÎÂ, Å.Â. ÑÅÖÈÍÑÊÀß

Îáîáùåííûå ñóììû Ãàóññà è ãèïîòåçà Í.Ã. ×óäàêîâà

Ïóñòü χ � íåãëàâíûé õàðàêòåð Äèðèõëå. Ïîä îáîáùåííîãî ñóììîé

Ãàóññà â äàííîé ðàáîòå ïîíèìàåòñÿ ñóììà âèäà

S(x, χ, ϕ) =
∑
n6x

eiϕnχ(n). (1)

Äëÿ òàêèõ ñóìì èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî íåãëàâíîãî õàðàêòåðà χ ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà δ, ÷òî äëÿ âñåõ ϕ : |ϕ| < δ èìååò ìåñòî

îöåíêà

S(x, χ, ϕ) = O(1),

ãäå êîíñòàíòà ñïðàâà çàâèñèò òîëüêî îò ϕ è δ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ðàññìîòðèì äâà ñòåïåííûõ ðÿäà

g1(z) =
∞∑
n=0

χ(n)zn =
k∑
l=1

χ(l)
∞∑
m=0

zmk+l =
k∑
l=1

χ(l)zl
∞∑
m=0

zmk =

=
Pk(z)

1− zk
=

Qk−1(z)

1 + z + . . .+ zk−1 ,

(2)

g2(z) =
∞∑
n=0

eiϕn(n)zn =
1

1− eiϕz
= − 1

eiϕ(z − e−iϕ)
. (3)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïîçèòà ðÿäîâ (2) è (3),

òî åñòü ðÿäà

g(z) =
∞∑
n=0

eiϕnχ(n)zn
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(ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó [1]).

g(z) =
1

2πi

∫
C

g1(u)g2

(z
u

) du
u
. (4)

Â ñèëó (2) g1(z) îïðåäåëÿåò ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ. Ðàçëîæèì åå íà

ñóììó ïðîñòåéøèõ.

g1(z) =
k−1∑
i=1

Ai

z − αi
, (5)

ãäå αi � êîðíè ñòåïåíè k èç åäèíèöû, îòëè÷íûå îò ñàìîé åäèíèöû (çäåñü

k � ïåðèîä õàðàêòåðà χ).

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (3) è (5) â èíòåãðàë (4), ïîëó÷èì

g(z) = − 1

2πi

k−1∑
i=1

Ai
1

eiϕ

∫
C

1

u− αi
· du

u− z
e−iϕ

=

= − 1

2πi

k−1∑
i=1

Ai

eiϕ
· 1

z
e−iϕ − αi

=
1

2πi

k−1∑
i=1

Ai

eiϕαi
· 1

1− ᾱieiϕz
=

=
1

2πi

k−1∑
i=1

Bi

∞∑
m=0

eiϕimzm.

Òàêèì îáðàçîì ìû ðàçáèëè ñòåïåííîé ðÿä

g(z) =
∞∑
n=0

eiϕnχ(n)zn

íà êîíå÷íóþ ñóììó ðÿäîâ âèäà

∞∑
m=0

eiϕimzm. (6)

Íî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû êàæäîãî èç ðÿäîâ (6) ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíû íà îòðåçêå [0; 1), åñëè òîëüêî |ϕ| < δ, è ýòà êîíñòàíòà çàâèñèò

òîëüêî îò k è δ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x ∈ [0; 1)

Sk(x) =
k∑

m=0

eiϕimxm =
1− eiϕinxn

1− eiϕix
< C,
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ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò îò k è δ, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðå-

ìû 1.

Ðàññìîòðèì èçâåñòíóþ ãèïîòåçó Í.Ã. ×óäàêîâà, âûñêàçàííóþ èì â

1950 ãîäó [2] îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ õàðàêòåðîâ h(n), òî åñòü êîíå÷-

íîçíà÷íûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðîâ ñ ïîëíîé áàçîé è îãðàíè÷åííîé ñóì-

ìàòîðíîé ôóíêöèåé. Í.Ã. ×óäàêîâ âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îáîá-

ùåííûé õàðàêòåð ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì Äèðèõëå, òî åñòü ÷òî h(n) áóäåò

ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Ïî àíàëîãèè ñ õàðàêòåðàìè Äèðèõëå, äëÿ îáîáùåííîãî õàðàêòåðà h(n)

ñóììó âèäà ∑
n6x

eiϕnh(n) (7)

áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé ñóììîé Ãàóññà äëÿ õàðàêòåðà h(n).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ãèïîòåçîé Í.Ã. ×ó-

äàêîâà è ïîâåäåíèåì ñóìì âèäà (7).

Òåîðåìà 2. Äëÿ íåãëàâíîãî îáîáùåííîãî õàðàêòåðà h(n) ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. h(n) � õàðàêòåð Äèðèõëå;

2. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà δ, ÷òî äëÿ âñåõ ϕ :

|ϕ| < δ îáîáùåííûå ñóììû Ãàóññà âèäà (7) îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé,

çàâèñÿùåé òîëüêî îò h(n) è δ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Îáðàòíî, åñëè èìååò ìåñòî óñëîâèå 2, òî ñòåïåííîé ðÿä

g(z) =
∞∑
n=0

h(n)zn

îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ, îãðàíè÷åííóþ â íåêîòîðîì ñåêòîðå åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè (ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè). Îòñþäà,
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èç òåîðåìû Äàôôèíà è Øåôôåðà [3], êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî èç îãðà-

íè÷åííîñòè ôóíêöèè

g(z) =
∞∑
n=0

anz
n,

ãäå an � êîíå÷íîçíà÷íûå êîýôôèöèåíòû, â íåêîòîðîì ñåêòîðå åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè, ñëåäóåò ïåðèîäè÷íîñòü an íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà,

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå 1 òåîðåìû 2.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ãèïîòåçà Í.Ã. ×óäàêîâà äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ

îòêðûòîé.

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. Òèò÷ìàðø Å. Òåîðèÿ ôóíêöèé. Ì.: Íàóêà, 1980.

2. ×óäàêîâ Í.Ã., Ðîäîññêèé Ê.À. Îá îáîáùåííîì õàðàêòåðå // ÄÀÍ

ÑÑÑÐ, 1987. Ò. 73.

3. Áèáåðáàõ Ë. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå. Ì.: Íàóêà, 1967.

ÓÄÊ 511.3

Â.Í. ÊÓÇÍÅÖÎÂ, À.Å. ÊÎÐÎÒÊÎÂ, Ä.Ñ. ÑÒÅÏÀÍÅÍÊÎ

Ê âîïðîñó î òðàíñöåíäåíòíîñòè çíà÷åíèé ðÿäîâ Äèðèõëå ñ

ïåðèîäè÷åñêèìè àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà Ðèìàíà,

â òî÷êàõ s = 2k, k = 1, 2, 3, . . .

Ðàññìîòðèì ðÿä Äèðèõëå:

f (s) =
∞∑
n=1

an
ns
, s = σ + ıt, (1)

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûé îïðåäå-

ëÿåò ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà:
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a

(
k

π

) s+δ1
2

Γ

(
s+ δ

2

)
f(s) =

(
k

π

) 1−s+δ1
2

Γ

(
1− s+ δ

2

)
f̂(1− s), (2)

ãäå a � íåêîòîðàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíñòàíòà; δ è δ1 � âåëè÷èíû, ðàâíûå

ëèáî 0, ëèáî 1; k � ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ; f̂(s) �

ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ðÿäîì Äèðèõëå ñ êîýôôèöèåíòàìè, ñîïðÿæåí-

íûìè ê êîýôôèöèåíòàì ðÿäà (1).

Èçâåñòíî [1], ÷òî ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà (2) óäîâëåòâîðÿåò

äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ðÿäîâ Äèðèõëå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-

åíòàìè, âêëþ÷àþùèé êëàññ L�ôóíêöèé Äèðèõëå.

Èçâåñòíî òàêæå [2], ÷òî L�ôóíêöèè Äèðèõëå ïðèíèìàþò òðàíñöåí-

äåíòíûå çíà÷åíèÿ ïðè ÷åòíîì íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà. Ïî-

ñëåäíåå ñëåäóåò èç ÿâíûõ ôîðìóë, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ çíà÷å-

íèé L(2k). Íàïðèìåð, äëÿ äçåòà�ôóíêöèè Ðèìàíà ýòè ôîðìóëû èìåþò

âèä [2]:

ζ(2k) = (−1)k π2k 22k−1

(2k − 1)!

(
−B2k

2k

)
, k = 1, 2, 3, . . . , (3)

ãäå B2k � ÷èñëà Áåðíóëëè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî âûâîä ôîðìóëû (3) ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé.

Â äàííîé ðàáîòå àíàëîãè÷íûé ôàêò äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ðÿäîâ Äèðèõ-

ëå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Â îòëè÷èå îò

ñëó÷àÿ L�ôóíêöèé Äèðèõëå, â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ëå-

æàò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ìåòîäà ðåäóêöèè ê

ñòåïåííûì ðÿäàì â çàäà÷å àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðÿäîâ Äèðèõëå

� ìåòîäà, êîòîðûé çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðÿäîâ Äèðèõëå

ñâîäèò ê çàäà÷å î ãðàíè÷íîì ïîâåäåíèè ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ òåìè æå êî-

ýôôèöèåíòàìè ÷òî è ðÿäû Äèðèõëå. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ýòîãî ìåòîäà

áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [3,4]. Â ðàáîòàõ [5,6] ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë ñâîå

äàëüíåéøåå ðàçâèòèå.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
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Òåîðåìà 1. Ðÿä Äèðèõëå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöè-

åíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèé ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ ðèìàíîâñêîãî

òèïà (2), â òî÷êàõ s = 2k, k = 1, 2, 3, . . ., ïðèíèìàåò òðàíñöåíäåíòíûå

çíà÷åíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä, ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿäó Äèðèõëå (1):

g (z) =
∞∑
n=1

anz
n. (4)

Îí îïðåäåëÿåò ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ. Äåéñòâèòåëüíî:

g (z) =
k−1∑
l=1

al

∞∑
m=0

zmk+l =
k−1∑
l=1

alz
l
∞∑
m=0

zmk =
Pk−1 (z)

1− zk
. (5)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåííîé ðÿä (2) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ëèáî

ðåãóëÿðíà â òî÷êå z = 1, ëèáî èìååò â ýòîé òî÷êå ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà,

êàê ïîêàçàíî â [3]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä Äèðèõëå (1) àíàëèòè÷åñêè

ïðîäîëæèì íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü êàê ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ

ñ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå s = 1.

Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî:

αn = Ress=−n [f(s)Γ(s)] =
f(−n)

n!
, (6)

ãäå

αn = lim
x→1−0

g(n)(x), n = 2k − 1, k = 1, 2, 3, . . . . (7)

Â ñèëó (5) èç óñëîâèé (6), (7) ïîëó÷àåì, ÷òî f(−n), n = 2k − 1, k =

= 1, 2, 3, . . ., ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè.

Îòñþäà, â ñèëó òîãî ôàêòà, ÷òî f(s) óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó

óðàâíåíèþ (2), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.
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ÓÄÊ 511.3

Â.Í. ÊÓÇÍÅÖÎÂ, Ò.À. ÊÓÇÍÅÖÎÂÀ, À.Å. ÊÎÐÎÒÊÎÂ,

À.À. ÅÐÌÎËÅÍÊÎ

Àïïðîêñèìàöèîííûé ïîäõîä â çàäà÷å î òðàíñöåíäåíòíîñòè

çíà÷åíèé L�ôóíêöèé Äèðèõëå â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ íà

ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè

Â äàííîé ðàáîòå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, òàê íàçûâàåìîãî,

àïïðîêñèìàöèîííîãî ïîäõîäà â çàäà÷å î òðàíñöåíäåíòíîñòè çíà÷åíèé L�

ôóíêöèé â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, ñóòü êîòî-

ðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ïîëèíîìîâ Äèðèõëå ñ àëãåáðàè÷åñêèìè
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êîýôôèöèåíòàìè, ïðèáëèæàþùèìè L�ôóíêöèþ íà ÷èñëîâîé îñè ñ ïîêà-

çàòåëüíîé ñêîðîñòüþ. Ýòî ñâîäèò çàäà÷ó î òðàíñöåíäåíòíîñòè çíà÷åíèé

L�ôóíêöèè â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ ê îöåíêå ñêîðîñòè ðîñòà âûñîò çíà-

÷åíèé òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ â çàâèñèìîñòè îò èõ

ñòåïåíè.

Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ ëåæàò îòäåëü-

íûå ìîìåíòû êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ìåòîäà ðåäóêöèè ê ñòåïåííûì ðÿ-

äàì â çàäà÷å àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðÿäîâ Äèðèõëå, ðàçðàáîòàí-

íûõ â ðàáîòàõ [1�4], êîòîðûé ñâîäèò çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ

ðÿäîâ Äèðèõëå:

f (s) =
∞∑
n=1

an
ns
, s = σ + ıt, (1)

ê çàäà÷å î ãðàíè÷íîì ïîâåäåíèè ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ òåìè æå êîýôôèöè-

åíòàìè, ÷òî è ó ðÿäà (1).

Òàê, â ðàáîòå [4], íà îñíîâàíèè èäåé ìåòîäà ðåäóêöèè ê ñòåïåííûì

ðÿäàì ïîêàçàíî, ÷òî L�ôóíêöèþ Äèðèõëå â ïîëîñå: σ > 0, |t| < T ìîæ-

íî ïðèáëèçèòü ïîëèíîìàìè Äèðèõëå ñ ïîêàçàòåëüíîé ñêîðîñòüþ. Áîëåå

òîãî, òàêèå ïîëèíîìû äîïóñêàþò ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ. Äåéñòâèòåëüíî,

ñòåïåííîé ðÿä, îòâå÷àþùèé L�ôóíêöèè Äèðèõëå:

g (z) =
∞∑
n=1

χ(n)zn (2)

îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ, ðåãóëÿðíóþ â òî÷êå z = 1. Òîãäà, â ñèëó èçâåñò-

íûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ïðèáëèæåíèé [5], ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå

ïîëèíîìû Pn(z), ïðèáëèæàþùèå ôóíêöèþ g(z) íà îòðåçêå [0; 1] ñ ïî-

êàçàòåëüíîé ñêîðîñòüþ. Êàê ïîêàçàíî â [5], â êà÷åñòâå òàêèõ ïîëèíîìîâ

ìîæíî âçÿòü ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà:

Pn(x) =
n∑
k=0

ckTk(x), (3)
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ãäå Tk(x) � ïîëèíîìû ×åáûøåâà íà îòðåçêå [−1; 1], à

ck =
2

π

∫ 1

−1

1√
1− t2

g(t)Tk(t)dt. (4)

Çàïèøåì ïîëèíîìû (3) â îáû÷íîì âèäå:

Pn(x) =
n∑
k=0

akx
k.

Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â [4], ïîëèíîìû Äèðèõëå âèäà:

Qn(s) =
n∑
k=1

ak
ks
, (5)

áóäóò àïïðîêñèìèðîâàòü L�ôóíêöèþ Äèðèõëå ñ ïîêàçàòåëüíîé ñêîðî-

ñòüþ.

Îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ an ïîëèíîìîâ Äèðèõëå (5) èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 1. Êîýôôèöèåíòû an ïîëèíîìîâ Äèðèõëå (5) ïðèíàäëåæàò

ïîëþ K = Q( d
√

1), ãäå d � ïåðèîä õàðàêòåðà χ L�ôóíêöèè Äèðèõëå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Â ôîðìóëå (4), äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ck, ñäåëàåì çàìåíó:

t = arccosϕ. Òîãäà ïîëó÷èì:

ck =
1

π

∫ π

−π
g(cosϕ) coskϕ dϕ.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïîëîæèì z = eıϕ. Òîãäà èìååì:

ck =
1

πı

∫
G

g

(
1

2

(
z +

1

z

))
1

2

(
zk +

1

zk

)
dz

z
, (6)

ãäå G � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0 è ðàäèóñîì ðàâíûì 1. Íî:

g(t) =
∞∑
n=1

χ(n)tn =
Pd−1(t)

1 + t+ · · ·+ td−1 =
d−1∑
j=1

Aj

t− αj
,

ãäå αj ∈ K.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

g

(
1

2

(
z +

1

z

))
=

d−1∑
j=1

2Ajz

z2 − αjz + 1
.

Îòñþäà, â ñèëó (6) è èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè äëÿ k-òîé ïðîèç-

âîäíîé, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

ck =
d−1∑
j=1

Aj

πı

∫
G

1

z2 − αjz + 1

1

zk
dz =

=
d−1∑
j=1

2Aj

(k − 1)!

[
1

z2 − αjz + 1

]∣∣∣∣k−1

0
=

d−1∑
j=1

2Ajljk (αj) .

Ïîñëåäíåå çíà÷åíèå ïðèíàäëåæèò ïîëþ K, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 1.

Äàëåå, ïóñòü α � àëãåáðàè÷åñêîå, ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà èìååì:

|L(α, χ)−Qn(α)| = O

(
1

ρn

)
, ρ > 1, (7)

ãäå Qn(s) � ïîëèíîì Äèðèõëå âèäà (5).

Â ñèëó òåîðåìû 1, θn = Qn(α) � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, ïðèíàäëåæà-

ùèå ïîëþ K1 = Q( n
√
α) = K(α).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hθn âûñîòû ýòèõ ÷èñåë. Ïðè äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ

èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2. Ïóñòü α � òàêîå àëãåáðàè÷åñêîå, ïîëîæèòåëüíîå, äëÿ êî-

òîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûñîò Hθn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

Hθn << ρn, äëÿ ëþáîãî ρ > 1 (ïðè n→∞). (8)

Òîãäà çíà÷åíèå L�ôóíêöèè: L(α, χ) ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì ÷èñ-

ëîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Â ñèëó òåîðåìû Ëåâåêà [5], êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè β � àëãåá-

ðàè÷åñêîå ÷èñëî, òî íåðàâåíñòâî:

|β − θ| > H−kθ , k > 2,
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èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé èç ôèêñèðîâàííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëÿ

K. Îòñþäà, â ñèëó (7) è (8), ñðàçó ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 2 ñâîäèò çàäà÷ó î òðàíñöåíäåíòíîñòè çíà÷åíèé L�

ôóíêöèé Äèðèõëå â àëãåáðàè÷åñêèõ, ïîëîæèòåëüíûõ òî÷êàõ ê çàäà÷å

îöåíêè âûñîò Hθn àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, îïðåäåëÿåìûõ êîýôôèöèåíòà-

ìè ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïî-

ñòðîåíèå äðóãèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, àï-

ïðîêñèìèðóþùèõ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ g(x) íà îòðåçêå [0; 1] ñ ïîêà-

çàòåëüíîé ñêîðîñòüþ.
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ÓÄÊ 513.6

C.È. ÍÅÁÀËÓÅÂ, È.À. ÊËßÅÂÀ

Ñâîéñòâî ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðàññëîåíèÿ è ñëîÿ

ïóíêòèðîâàííîãî òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ â ñìûñëå Ñåððà

Â ñòàòüå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà ðàññëîåíèÿ (E, τ) è ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ
(
Fb = p−1(b), τ

)
ïóíê-

òèðîâàííîãî òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî (Im, ιm), â êîòîðîì

Im =

{
k

m

∣∣∣∣ k = 0,m

}
,
k

m
ιm

l

m
⇔ |k − l| 6 1,

íàçîâåì òîëåðàíòíûì îòðåçêîì äëèíû m. Ïðîñòðàíñòâî (Im, ιm) =

= (
n
×
i=1

Imi
,
n
×
i=1

ιmi
) íàçîâåì òîëåðàíòíûì êóáîì, à òîëåðàíòíîå îòîáðàæå-

íèå u : (Im, ιm)→ (X, τ) áóäåì íàçûâàòü òîëåðàíòíûì ñèíãóëÿðíûì(ÒÑ)

êóáîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå p : (E, τ) → (B, τ) óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ íàêðûâàþùåé òîëåðàíòíîé ãîìîòîïèè îòíîñèòåëüíî

ïðîñòðàíñòâà (Y, θ), åñëè äëÿ ëþáûõ òîëåðàíòíûõ îòîáðàæåíèé

f ′ : (Y, θ) −→ (E, τ) è F : (Y × In, θ × ιn) −→ (B, τ),

äëÿ êîòîðûõ F (y, 0) = (p ◦ f ′)(y) ïðè y ∈ Y , ñóùåñòâóåò òîëåðàíòíîå

îòîáðàæåíèå F ′ : (Y × In, θ × ιn) −→ (E, τ) òàêîå, ÷òî F ′(y, 0) = f ′(y) è

p ◦ F ′ = F .

Îïðåäåëåíèå 3. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå p : (E, τ) → (B, τ) íàçûâà-

åòñÿ òîëåðàíòíûì ðàññëîåíèåì (â ñìûñëå Ñåððà), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿ-

åò ñâîéñòâó íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè îòíîñèòåëüíî ëþáîãî òîëåðàíòíîãî

êóáà (
n
×
i=1

Imi
,
n
×
i=1

ιmi
).
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Ðàññìîòðèì ïóíêòðèðîâàííîå òîëåðàíòíîå ðàññëîåíèå â ñìûcëå Ñåð-

ðà:

p : ((E, τ), x0)→ ((B, τ), b0), x0 ∈ E, b0 ∈ B, x0 ∈ p−1(b0) = F, (1)

â êîòîðîì áàçà (B, τ) è ñëîé (F, τ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûìè òîëå-

ðàíòíûìè ïðîñòàíñòâàìè.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî è ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ

(E, τ) è âñå ñëîè
(
Fb = p−1(b), τ

)
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûìè.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü â ïóíêòèðîâàííîì òîëåðàíòíîì ðàññëîåíèè

p : ((E, τ), x0)→ ((B, τ), b0), b0 ∈ B, x0 ∈ p−1(b0) = F ⊂ E

áàçà (B, τ) è ñëîé (F, τ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûìè òîëåðàíòíû-

ìè ïðîñòðàíñòâàìè, òîãäà è ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ (E, τ) è ñëîé(
Fb = p−1(b), τ

)
â ëþáîé òî÷êå b ∈ B ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

×òîáû äîêàçàòü ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâà (E, τ), ïîêàæåì,

÷òî âñÿêàÿ òî÷êà x ∈ E ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà òîëåðàíòíûì ïóòåì ñ

îòìå÷åííîé òî÷êîé x0. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì òî÷êè b0 = p(x0), b =

= p(x) â ïðîñòðàíñòâå (B, τ). Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî (B, τ) ëèíåéíî ñâÿç-

íîå, òî èìååòñÿ òîëåðàíòíûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè b è b0:

ω : IN → B, ω(0) = b, ω(1) = b0. (2)

Ðàññìîòðèì òîëåðàíòíûé ïóòü ω êàê òîëåðàíòíóþ ãîìîòîïèþ 0-ìåðíûõ

ÒÑ êóáîâ b è b0 è ïîäíèìåì ÒÑ êóá b â (E, τ) äî ÒÑ êóáà x, ÷òî ìîæíî

ñäåëàòü ââèäó òîãî, ÷òî p(x) = b. Ïî ñâîéñòâó íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè

äëÿ òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ p ñóùåñòâóåò òîëåðàíòíûé ïóòü â (E, τ),

íàêðûâàþùèé ïóòü ω:

ω : IN → E, ω(0) = x, p ◦ ω = ω. (3)



54

Èç (3) è (2) â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî x′ = ω(1) ∈ p−1(b0) = F . À òàê êàê

ñëîé (F, τ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, òî íàéäåòñÿ òîëåðàíòíûé ïóòü â

(F, τ), ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x′, x0 ∈ F :

ω : IN ′ → F ⊂ E, ω(0) = x′, ω(1) = x0. (4)

Èç (3) è (4) ñëåäóåò, ÷òî òîëåðàíòíûé ïóòü ω ∗ ω â E (ñì. îïðåäåëåíèå

1.3.2 â [2]) ñîåäèíÿåò òî÷êó x ñ òî÷êîé x0, ÷òî äîêàçûâàåò ëèíåéíóþ

ñâÿçíîñòü ïðîñòðàíòâà (E, τ).

Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó b ∈ B è ïîêàæåì, ÷òî ñëîé Fb =

= p−1(b) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â (E, τ). Òàê êàê

(B, τ) � ëèíåéíî�ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ñóùåñòâóåò òîëåðàíòíûé ïóòü

ω : IN → B, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó b0 = ω(0) ñ òî÷êîé b = ω(1). Òî÷êè

bk = ω
(
k
N

)
, k = 0, N , ñîñòàâëÿþùèå òðàåêòîðèþ ýòîãî ïóòè, òàêîâû,

÷òî bkτbk+1, k = 0, N − 1. Ïîýòîìó, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî èç ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòè ñëîÿ F = Fb0 = p−1(b0) ñëåäóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ñëîÿ Fb1 =

= p−1(b1), òî èíäóêòèâíî ýòî óòâåðæäåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå òî÷êè

òðàåêòîðèè ïóòè ω è âëå÷åò ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ñëîÿ FbN = Fb.

Èòàê, íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî òîëåðàíòíîñòü b1τb0 âëå÷åò ëèíåéíóþ

ñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâà
(
Fb1 = p−1(b), τ

)
. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî òî÷êè

y, y′ ∈ Fb1. Òîëåðàíòíûé ïóòü β : I1 → B åäèíè÷íîé äëèíû, îïðåäå-

ëÿåìûé óñëîâèÿìè β(0) = b1, β(1) = b0, ïî ñâîéñòâó íàêðûâàþùåé ãî-

ìîòîïèè èìååò äâà íàêðûâàþùèõ ïóòè

β, β ′ : I1 → E, β(0) = y, β ′(0) = y′, p ◦ β = p ◦ β ′ = β. (5)

Îáîçíà÷èì x = β(1), x′ = β ′(1). Òîãäà èç (5) ñëåäóåò:

p(x) = p(x′) = b0, ò. å. x, x
′ ∈ F = Fb0 = p−1(b0);

xτy, x′τy′
(6)

Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü (F, τ) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå òîëåðàíòíîãî ïóòè

γ : IM → F, γ(0) = x, γ(1) = x′,
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ñ òðàåêòîðèåé
{
x(k) = γ

(
k
M

)
|k = 0,M

}
, â êîòîðîé x(k)τx(k+1), è ïðè ýòîì

ìû íå áóäåì èñêëþ÷àòü ñëó÷àé x(k) = x(k+1). Ïîäíèìàÿ ïóòü β−1 èç B

â E ñ íà÷àëàìè â òî÷êàõ xk, ïîëó÷èì êîíå÷íûå òî÷êè ïîäíÿòûõ ïóòåé

β−1(k)
, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(
∀k = 0,M

)
y(k) = β−1(k)

(1), y(k) ∈ Fb1, y(k)τx(k).

Îòìåòèì, ÷òî òî÷êè y è y′ òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíå÷íûå

òî÷êè äîïîëíèòåëüíûõ ïîäíÿòèé ïóòè β−1 ñ íà÷àëàìè â x = x(0) è â

x′ = x(M). Èòàê, â ñëîå Fb1 èìååì íàáîð òî÷åê

y(−1) = y, y(0), . . . , y(M), y(M+1) = y′ ∈ Fb1,

òàêèõ, ÷òî (
∀k = −1,M + 1

)
y(k)τx(k),

ãäå x(−1) = x = x(0), x(M+1) = x′ = x(M),
(
∀k = −1,M + 1

)
x(k)τx(k+1).

Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ k = −1,M òî÷êè y(k) è y(k+1) ìîæíî

ñîåäèíèòü òîëåðàíòíûì ïóòåì â Fb1, òî ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ñëîÿ (Fb1, τ)

áóäåò äîêàçàíà. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå äâà ñâîé-

ñòâà:

(∀x ∈ Fb0 = F ) τ 〈x〉 ∩ Fb1 - ëèíåéíî ñâÿçíî; (7)

(∀x, x′ ∈ Fb0 = F ) xτx′ ⇒ (∃y ∈ τ 〈x〉 ∩ Fb1) (∃y′ ∈ τ 〈x′〉 ∩ Fb1) yτy′

(8)

Íà÷íåì ñ ïðîâåðêè (7). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè

y, y′ ∈ τ 〈x〉 ∩ Fb1.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî y τ x τ y′ è p(y) = p(y′) = b1. Ðàññìîòðèì òîëåðàíòíûé

êóá (I2 × I1, ι2 × ι1), èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå,
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α5 = (0, 1) α4 = (1
2
, 1) α3 = (1, 1)

α0 = (0, 0) α1 = (1
2
, 0) α2 = (1, 0)

Ðèñ. 1

íà êîòîðîì ι2 × ι1 � òîëåðàíòíîñòü îáîçíà÷åíà ëèíèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî

òî÷êà α1 òîëåðàíòíà âñåì òî÷êàì èç I2 × I1. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

G : I2 × I1 → B, çàäàâ åãî òàáëèöåé:
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G(α5) = b1 G(α4) = b1 G(α3) = b1

G(α0) = b1 G(α1) = b0 G(α2) = b1

Ðèñ. 2

Òàê êàê b1τb0, òî îòîáðàæåíèå G î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ òîëåðàíòíûì è åãî

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òîëåðàíòíóþ ãîìîòîïèþ äâóõ îäíîìåðíûõ ÒÑ

êóáîâ

G : G| (I2 × {0}) ∼ G| (I2 × {1}) .

Ïîäíèìåì ïåðâûé èç ýòèõ ÒÑ êóáîâ â (E, τ), îáîçíà÷èâ ýòî ïîäíÿòèå

÷åðåç w : I2 → E, è îïðåäåëèâ åãî òàáëèöåé:

w(α0) = y w(α1) = x w(α2) = y′

Ðèñ. 3

Ñîãëàñíî âûáîðó òî÷åê y è y′ èìååì òîëåðàíòíîñòü w è óñëîâèå

p ◦ w = G| (I2 × {0}) .
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Ñâîéñòâî íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè äëÿ òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ p äàåò

ñóùåñòâîâàíèå òîëåðàíòíîãî îòîáðàæåíèÿ G′ : I2 × I1 → E òàêîãî, ÷òî

G′| (I2 × {0}) = w, p ◦G′ = G. (9)

Èçîáðàçèì íà ðèñóíêå òàáëèöó çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ G′:
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G′(α5) = y5 G′(α4) = y4 G′(α3) = y3

G′(α0) = y G′(α1) = x G′(α2) = y′

Ðèñ. 4

Èç Ðèñ. 4, ñâîéñòâà (9) è Ðèñ.2 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè

y, y4, y
′ ∈ τ 〈x〉 ∩ Fb1

îáðàçóþò òðàåêòîðèþ òîëåðàíòíîãî ïóòè â τ 〈x〉∩Fb1, ñîåäèíÿþùåãî òî÷-
êè y è y′. Ýòî äîêàçûâàåò (7). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (8) ðàññìîòðèì òîëå-

ðàíòíûé êóá (I1 × I1, ι1 × ι1)
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@
@

α3 = (0, 1) α2 = (1, 1)

α0 = (0, 0) α1 = (1, 0)

Ðèñ. 5

è òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå G : I1 × I1 → B :
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G(α3) = b1 G(α2) = b1)

G(α0) = b0 G(α1) = b0

Ðèñ. 6

ó êîòîðîãî G|(I1 × {0}) ïîäíèìàåòñÿ äî w : I1 → E :

w(α0) = xτx′ = w(α1), p ◦ w = G|(I1 × {0}).

Ïî ñâîéñòâó íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè èìååòñÿ òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

G′ : I1 × I1 → E, G′| (I1 × {0}) = w, p ◦G′ = G (10)
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@
@

G′(α3) = y G′(α2) = y′)

G′(α0) = x G′(α1) = x′

Ðèñ. 7

Èç Ðèñ. 7, Ðèñ. 6 è (10) ñëåäóåò, ÷òî

y, y′ ∈ (τ 〈x〉 ∩ Fb1) ∩ (τ 〈x′〉 ∩ Fb1) yτy′.

Ýòî çíà÷èòåëüíî áîëåå òîãî, ÷òî òðåáóåòñÿ â ñâîéñòâå (8).

Ïðåäëîæåíèå 1 äîêàçàíî.
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C.È. ÍÅÁÀËÓÅÂ, È.À. ÊËßÅÂÀ

Ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíûõ êóáîâ â òîëåðàíòíûõ ðàññëîåíèÿõ

Â ñòàòüå ïðèâåäåí ðÿä ñïåöèàëüíûõ ñâîéñòâ ñèíãóëÿðíûõ êóáîâ â òî-

ëåðàíòíûõ ðàññëîåíèÿõ, îïèñàíî äåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû áà-

çû íà ãðóïïå ãîìîëîãèé ñëîÿ òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ, äîêàçàíà òåîðå-

ìà, ïîçâîëÿþùàÿ ïî ÒÑ êóáàì â áàçå è ñëîå, ÷üè Bs è Fs ïðîåêöèè ñ

òî÷íîñòüþ äî ïîäõîäÿùåãî çàìåäëåíèÿ ñîâïàäàþò ñ èñõîäíûìè êóáàìè,

âîññòàíîâèòü ÒÑ êóá â ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ.

Â ãîìîòîïè÷åñêîé òåîðèè òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ ðîëü åäèíè÷íîãî

îòðåçêà ïàðàìåòðîâ ãîìîòîïèè èãðàåò áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ òîëåðàíòíûõ

îòðåçêîâ (Im, ιm) äëèíû m (m ∈ N), ãäå

Im =
{
k
m

∣∣k = 0,m
}
, (∀k, l = 0,m) k

m ιm
l
m ⇔ |k − l| 6 1.

Äâà òîëåðàíòíûõ îòîáðàæåíèÿ f0,f1:(Y, θ) → (X, τ) íàçûâàþò òîëå-

ðàíòíî ãîìîòîïíûìè è çàïèñûâàþò f0 ∼ f1, åñëè ñóùåñòâóåò m ∈
n
×N è

òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå F : Y × Im → X òàêîå, ÷òî
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F |(Y × 0) = f0, F |(Y × 1) = f1.

Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ òîëåðàíòíîé ãîìîòîïèåé. Åñëè m = 1, òî

F íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé òîëåðàíòíîé ãîìîòîïèåé è çàïèñûâàåòñÿ f0 ≈ f1.

Îïðåäåëåíèå 1. Òîëåðàíòíûì êóáîì ðàçìåðà m = (m1, . . . ,mn) ∈ N

íàçûâàåòñÿ òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî (Im, ιm) =

(
n
×
i=1

Imi
,

n
×
i=1

ιmi

)
, à ëþ-

áîå òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå u : (Im, ιm)→ (X, τ) íàçûâàåòñÿ n -ìåðíûì

òîëåðàíòíûì ñèíãóëÿðíûì êóáîì (ÒÑ êóáîì) ïðîñòðàíñòâà (X, τ). ÒÑ

êóá íàçûâàåòñÿ ïóíêòèðîâàííûì, åñëè u|(
n
×{0, 1}) = x0, ãäå x0 � îòìå-

÷åííàÿ òî÷êà â X. ÒÑ êóá u íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, åñëè u âûðîæäåí

ïî ïîñëåäíåìó àðãóìåíòó, ò.å. íå çàâèñèò îò ýòîãî àðãóìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîëíûì äâîéíûì çàìåäëåíèåì ÒÑ êóáà u : Im → X

íàçîâåì ÒÑ êóá ǔ :
n
×
i=1

IMi
→ X òàêîé, ÷òî Mi = 2(mi + 1)− 1, i = 1, n, è

(∀ ki = 0,Mi, i = 1, n) ǔ

((
ki
Mi

)
i=1,n

)
= u

((
1

mi

[
ki
2

])
i=1,n

)
.

h-êðàòíîå ïîëíîå äâîéíîå çàìåäëåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü u∨h. Ìîæíî âû-

ïîëíÿòü ïîëíîå äâîéíîå çàìåäëåíèå ðàçíîé êðàòíîñòè ïî ðàçíûì àðãó-

ìåíòàì

d(h1, . . . , hn)(u) :
n
×
i=1

IMi
→ X, Mi = 2hi(mi + 1)− 1, i = 1, n,

d(h1, . . . , hn)(u)

((
ki
Mi

)
i=1,n

)
df
= u

((
1

mi

[
ki
2hi

])
i=1,n

)
.

Îïðåäåëåíèå 3. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå p : (E, τ) → (B, τ) íàçûâà-

åòñÿ òîëåðàíòíûì ðàññëîåíèåì, åñëè äëÿ âñÿêîé òîëåðàíòíîé ãîìîòîïèè

F : Y ×Im → B èìååòñÿ íàêðûâàþùàÿ ãîìîòîïèÿ F : Y ×Im → E, òàêàÿ,

÷òî p ◦ F = F , ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíîå îòîáðàæåíèå f0 = F |(Y × 0)

èìååò íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå f0 = F |(Y × 0) òàêîå, ÷òî p ◦ f0 = f0.
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Ïðîñòðàíñòâà (E, τ) è (B, τ) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâîì

è áàçîé òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî ïóíêòèðîâàííîãî ÒÑ êóáà u :

I(m(1),...,m(s)) → B ñóùåñòâóåò ÷èñëî l(u) ∈ N ∪ {0} è ïóíêòèðîâàííûé

ÒÑ êóá w(l(u)) : I(M (1),...,M (s)) → E, M (i) = 2(l(u))(m(i) +1), i = 1, s òàêèå,

÷òî p ◦ w(l(u)) = u∨l(u).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåðøèí
{
α| α ∈

s
× {0, 1}

}
⊂ I(m(1),...,m(s)) òî-

ëåðàíòíîãî êóáà Im = I(m(1),...,m(s)) è îòìåòèì âåðøèíó α0 = (0, . . . , 0).

Çàìåòèì, ÷òî ó ëþáîãî s-ìåðíîãî òîëåðàíòíîãî êóáà ìíîæåñòâî âåðøèí

èìååò âèä
s
× {0, 1}. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 1.2.3. è 1.2.4. èç [2] èìååòñÿ

òîëåðàíòíàÿ ãîìîòîïèÿ

G : Im × IN → Im, G : constα0
∼ 1Im (rel{α0}) .

Îíà èíäóöèðóåò äðóãóþ ãîìîòîïèþ

u ◦G : u ◦ constα0
∼ u ◦ 1Im, u ◦G : constb0 ∼ u.

Òàê êàê p ◦ constx0
= constb0, òî ïî ñâîéñòâó íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè

òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ p, èìååòñÿ íàêðûâàþùàÿ ãîìîòîïèÿ

G′ : Im × IN → E, G′|(Im × 0) = constx0
, p ◦G′ = u ◦G. (1)

Èç (1) â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ÒÑ êóá w′ = G′|(Im × 1) : Im → E

óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

p ◦ w′ = u (2)

À òàê êàê ÒÑ êóá ÿâëÿåòñÿ ïóíêòèðîâàííûì, òî èç (2) ñëåäóåò, ÷òî(
∀α ∈

s
× {0, 1}

)
p ◦ w′(α) = p(w′(α)) = u(α) = b0 (3)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå âåðøèíû xα = w′(α) ëåæàò â ëèíåéíî ñâÿçíîì ñëîå

(F, τ). Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü w′ â ïóíêòèðîâàííûé
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ÒÑ êóá ñ ñîõðàíåíèåì (2) ñ òî÷íîñòüþ äî êðàòíîãî ïîëíîãî äâîéíîãî

çàìåäëåíèÿ.

Ââèäó ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè (F, τ), äëÿ êàæäîé âåðøèíû xα ñóùåñòâóåò

òîëåðàíòíûé ïóòü òàêîé, ÷òî

ωα(0) = xα, ωα(1) = x0 (4)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíû m1(α) ýòèõ ïóòåé îäèíàêîâû. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò âçÿòü ïðîäëåíèÿ (ωα)1,m1
, ãäå m1 =

= max
{
m1(α)|α ∈

s
× {0, 1}

}
, ÷òî íå íàðóøèò ñâîéñòâà (4). Ïîëó÷èì òå-

ïåðü èñêîìûé ÒÑ êóá w(l(u)) ñ ïîìîùüþ èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ. Íà÷-

íåì ñ w(0) = w′ è ïîñòðîèì ÒÑ êóá:

w(k+1) : I(M (1)
k+1,...,M

(s)
k+1)
→ E,

M
(i)
k+1 = 2(M

(i)
k + 1)− 1 = 2M

(i)
k + 1 = 2k+1

(
m(i) + 1

)
− 1, i = 1, s,(

∀k(i) = 0,M
(i)
k+1, i = 1, s

)

w(k+1)

((
k(i)

M
(i)
k+1

)
i=1,s

)
=


w(k)∨

((
k(i)

M
(i)
k+1

)
i=1,s

)
,

(
k(i)

M
(i)
k+1

)
i=1,s

/∈
s
× {0, 1};

ωα

(
k+1
m1

)
,

(
k(i)

M
(i)
k+1

)
i=1,s

= α ∈
s
× {0, 1}.

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå w(k+1) ÿâëÿåòñÿ òîëåðàíòíûì è

äëÿ íåãî èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà:

w(k+1)(α) = ωα

(
k+1
m1

)
;

p ◦ w(k+1) = u∨k+1.
(5)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k + 1 = m1 èìååì ÒÑ êóá

w(m1) : I(M (1),...,M (s)) → E, M (i) = 2m1

(
m(i) + 1

)
− 1, i = 1, s;

w(m1)(α) = ωα(1) = x0;

p ◦ w(m1) = u∨m1.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîæíî âçÿòü l(u) = m1, w (l(u)) = w(m1).

Ïðåäëîæåíèå 1 äîêàçàíî. �
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Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÒÑ êóá u : I(m(1),...,m(n)) → X èìååò

âûðîæäåííîñòü ðàâíóþ t, åñëè(
∀k(j)

i = 0,m
(j)
i , j = 0, n

)
u = u|k(n−t+1)=...=k(n)=0,

ÒÑ êóá v : I(m(1),...,m(n−t)) → X, v = u|k(n−t+1)=...=k(n)=0 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-

äåííûì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÒÑ êóá u : I(m(1),...,m(n)) → E èìååò âåñ ν(u) = s,

åñëè ÒÑ êóá p ◦ u : I(m(1),...,m(n)) → B èìååò âûðîæäåííîñòü t = n− s.

Âåñ ÒÑ êóáà u â ïðîñòðàíñòâå (E, τ) èìååò î÷åâèäíûå ñâîéñòâà:

0 6 ν(u) 6 n = dim u, (6)(
∀ j = 1, ν(u)

) (
∀ ε = 0, 1

)
ν(dεj) < ν(u), (7)(

∀ j = ν(u) + 1, n
) (
∀ ε = 0, 1

)
ν(dεj) = ν(u), (8)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá u : I(m(1),...,m(n)) → E.

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî s òàêîå, ÷òî ν(u) 6 s 6 n, è îáîçíà÷èì t = n − s.
Îïðåäåëèì äâà íîâûõ ÒÑ êóáà:

Bsu : I(m(1),...,m(s)) → B, Fsu : I(m(s+1),...,m(s+t)) → F,

Bsu = p ◦ u|k(s+1)=...=k(s+t)=0,

Fsu = u|k(1)=...=k(s)=0.

Îòìåòèì, ÷òî ââèäó íåðàâåíñòâà ν(u) 6 s è ïóíêòðèðîâàííîñòè u, èìååì

p ◦ u|k(1)=...=k(s)=0 = p ◦ u(0, . . . , 0) = p(x0) = b0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Fsu � ÒÑ êóá â F . Îïðåäåëåííûå âûøå ÒÑ êóáû Bsu
è Fsu îáëàäàþò ðÿäîì î÷åâèäíûõ ñâîéñòâ:

ν(u) < s⇒ Bsu − âûðîæäåí; (9)
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u − âûðîæäåí, t = 0⇒ Bsu − âûðîæäåí; (10)

u − âûðîæäåí, t > 0⇒ Fsu − âûðîæäåí; (11)

(∀j > s)(∀ε = 0, 1) Bsdεju = Bsu, Fsdεju = dεj−sFsu. (12)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ïðîèçâîëüíûõ ïóíêòèðîâàííûõ ÒÑ

êóáà

u : I(m(1)(u),...,m(s)(u)) → B, v : I(m(1)(v),...,m(t)(v)) → F,

ãäå ëèíåéíî ñâÿçíûå òîëåðàíòíûå ïðîñòðàíñòâà (B, τ) è (F, τ) ÿâëÿ-

þòñÿ áàçîé è îòìå÷åííûì ñëîåì ïóíêòèðîâàííîãî òîëåðàíòíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ

p : ((E, τ), x0)→ ((B, τ), b0), b0 ∈ B, x0 ∈ p−1(b0) = F ⊂ E

è ïóñòü l1(u) è l2(u) � äâà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà, îïðåäåëÿå-

ìûå ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

l1(u) = l(u) = m1, (13)

l2(u) =
∑
i=1,s

2
[
2(l1(u))(m(i)(u) + 1)− 1

]
+ 1. (14)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá

w = W (u, v) : I(M (1)(u),...,M (s)(u),M (1)(v),...,M (t)(v)) → (E, τ),

â êîòîðîì

M (i)(u) = 2(l1(u))(m(i)(u) + 1)− 1, i = 1, s; (15)

M (j)(v) = 2(t·l2(u))(m(j)(v) + 1)− 1, j = 1, t, (16)

è êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1. ν(w) 6 s,

2. Bs(w) = u∨l1(u),

3. Fs(w) = v∨t·l2(u),
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4. (∀j = 1, t) (∀ε = 0, 1) dεs+j(w) = d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t−1

)(
W (u, dεj(v))

)
,

5. v − âûðîæäåííûé ⇒ w − âûðîæäåííûé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî t = dim v.

Ïðè t = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ ïðåä-

ëîæåíèÿ 1, êîòîðîå óæå äîêàçàíî.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ ÒÑ êóáîâ v, ÷üÿ

ðàçìåðíîñòü dim v < t.

Ðàññìîòðèì ÒÑ êóá òàêîé, ÷òî dim v = t. Íî ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì,

÷òî ÒÑ êóá v - âûðîæäåí, ò. å. v = d0
t (v) = d1

t (v). Òîãäà îïðåäåëèì ÒÑ

êóá w = W (u, v) êàê âûðîæäåííûé ÒÑ êóá, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé

W (u, v) = d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t

)
(
W (u, d0

t (v))
)

(17)

Óñëîâèå 5) èìååò ìåñòî ïî ïîñòðîåíèþ. Óñëîâèå 1) ñëåäóåò èç (17) è

ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ò. ê. dim d0
t (v) = t− 1. Ïðè ïðîâåðêå óñëîâèÿ

2) òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè:

Bs(w) = p ◦ w|k(s+1)=...=k(s+t)=0 =

= p ◦W (u, d0
t (v))|k(s+1)=...=k(s+t−1)=0 = u∨l1(u).

È åùå ðàç ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ 3):

Fs(w) = w|k(1)=...=k(s)=0 = d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t

)
(
W (u, d0

t (v))
)
|k(1)=...=k(s)=0 =

=
(
Fs(W (u, d0

t (v)))
)∨l2(u) =

(
((d0

t (v))∨(t−1)l2(u)
)∨l2(u)

= v∨t·l2(u).

Ïðîâåðèì òåïåðü óñëîâèå 4). Åñëè j = t, òî (17) äàåò íàì

dεs+t(w) = w|k(s+t)=ε = d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t−1

) (W (u, dεt(v))) .
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Åñëè j < t, òî dεj(v) - âûðîæäåííûé ÒÑ êóá. Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè W (u, dεj(v)) � òîæå âûðîæäåííûé ÒÑ êóá. Ïîýòîìó èìååì:

d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t−1

)
(
W (u, dεj(v))

)
=

= d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t−1

)
(
dεs+t−1

(
W (u, dεj(v))

))
=

= d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t−1

)

d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t−2

)
(
W (u, dεt−1 ◦ dεj(v))

) =

= d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t−1

)

d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t−2

)
(
W (u, dεj ◦ dεt(v))

) =

= d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t−1

)
(
dεs+j (W (u, dεt(v)))

)
=

= dεs+j

d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t

) (W (u, dεt(v)))

 =

= dεs+j (W (u, v))

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà v � íåâûðîæäåííûé ÒÑ êóá ðàçìåð-

íîñòè t. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì ñëåäóþùèé íàáîð ÒÑ

êóáîâ ïðîñòðàíñòâà ((E, τ), x0){
W (u, dεj(v)) | j = 1, t, ε = 0, 1

}
, (18)

êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïóíêòèðîâàííûì è óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-

ñòâàì 1)�5). Êàæäûé ÒÑ êóá W (u, dεj(v)) ñåìåéñòâà (18) ÿâëÿåòñÿ òîëå-

ðàíòíûì îòîáðàæåíèåì, îïðåäåëåííîì íà òîëåðàíòíîì êóáå âèäà

s

×
i=1
IM (i)(u)×

j−1
×
i=1
IM (i)(dεj(v))×{ε}×

t

×
i=j+1

IM (i)(dεj(v)), (19)

ãäåM (i)(dεj(v)) = 2((t−1)l2(u))(m(i)(v) + 1)−1, i = 1, t. Êàæäûé èç Ò êóáîâ

âèäà (19) ÿâëÿåòñÿ òîëåðàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Ò êóáà s

×
i=1
IM (i)(u)×

t

×
i=1
IM (i)(∂v),

s

×
i=1
ιM (i)(u)×

t

×
i=1
ιM (i)(∂v)

 , (20)
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ãäåM (i)(∂v) = 2((t−1)l2(u))(m(i)(v)+1)−1, i = 1, t. Ëåãêî ïîêàçàòü,÷òî ÒÑ

êóáû íàáîðà (18) ñîãëàñîâàíû íà ðåáðàõ Ò êóáà (20), ò. å. íà ïåðåñå÷åíèÿõ

Ò êóáîâ (19) ÒÑ êóáû íàáîðà (18), îäíîâðåìåííî îïðåäåëåííûå íà ýòèõ

ïåðåñå÷åíèÿõ, ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ò.å.

W (u, dε1j1(v))(P ) = W (u, dε2j2(v))(P ). (21)

Îäíàêî, ýòîé ñîãëàñîâàííîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî,

÷òîáû ñ ïîìîùüþ íàáîðà ÒÑ êóáîâ (18) îïðåäåëèòü òîëåðàíòíîå îòîáðà-

æåíèå íà òîëåðàíòíîì ïðîñòðàíñòâå

s

×
i=1
IM (i)(u)× ∂

 t

×
j=1
IM (j)(∂v)


Ââèäó ýòîãî, âìåñòî íàáîðà (18) ðàññìîòðèì íàáîð ÒÑ êóáîâ âèäà:d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
t−1

)
(
W (u, dεj(v))

)
|j = 1, t, ε = 0, 1

 , (22)

êîòîðûé îïðåäåëÿåò òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå íà

s

×
i=1
IM (i)(u)× ∂

 t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1

 . (23)

Ýòî îòîáðàæåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ ÒÑ êóáàìè íàáîðà (22) íà ìíîæåñòâàõ

èõ îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷èì W (u, ∂v).

Ñëåäóþùåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òîëåðàíòíîãî ïðîäîëæåíèÿ

ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íà âåñü T êóá (20). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïîñëå ïîäõî-

äÿùåãî çàìåäëåíèÿ ïî t ïîñëåäíèì àðãóìåíòàì.

Èñêîìîå îòîáðàæåíèå ñíà÷àëà ïîñòðîèì â òî÷êàõ, ÷üè ïåðâûå s êîîð-

äèíàò èìåþò âèä(
k(1)/M (1)(u), 0, . . . , 0

)
, k(1) = 0,M (1)(u).

Íà÷íåì ñ k(1) = 0. Ñîãëàñíî íàøåìó ïîñòðîåíèþ òîëåðàíòíîå îòîáðàæå-

íèå W (u, ∂v) ðàâíî îäíîìó èç ÒÑ êóáîâ d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
t−1

)
(
W (u, dεj(v)

)
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íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäíåãî. Ñëåäîâàòåëüíî èìååò ìåñòî ïðåä-

ïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïîçâîëÿþùåå ïðèìåíèòü ñâîéñòâî 3), â ðåçóëüòàòå

÷åãî ïîëó÷àåì:

W (u, ∂v) | {0} × ∂(
t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1) = v∨((t−1)l2(u)+1) | ∂(

t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1)

(24)

Ôîðìóëà (24) ïîäñêàçûâàåò î÷åâèäíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïðîäîë-

æåííîãî íà
t
×
j=1

I2M (j)(∂v)+1 òîëåðàíòíîãî îòîáðàæåíèÿ:

w0 : {0, . . . , 0} ×
t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1−→ Fb0 ⊂ E,

w0 | {0}×
t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1= v∨((t−1)l2(u)+1) |

t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1

(25)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñëó÷àþ k(1) = 1. Â ñèëó òîëåðàíòíîñòè îòîáðàæåíèÿ

W (u, ∂v) äëÿ ëþáûõ òîëåðàíòíûõ òî÷åê Q è Q′ â ïðîñòðàíñòâå

∂(
t
×
j=1

I2M (j)(∂v)+1) ⊂
t
×
j=1

I2M (j)(∂v)+1

èìååì

W (u, ∂v)(0, . . . , 0, Q) τ W (u, ∂v)(1/M (1)(u)0, . . . , 0, Q′). (26)

Èìåÿ ââèäó ñâîéñòâà 1) è 2), êîòîðûå ñëåäóþò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóê-

öèè, ââåäåì îáîçíà÷åíèå ñëåäóþùåé òî÷êè èç (B, τ)

b1 = p ◦W (u, ∂v)|({(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
s

} × ∂(
t
×
j=1

I2M (j)(∂v)+1) = (27)

= u∨l1(u)(1/M (1)(u), 0 . . . , 0).

Òàê êàê b0 = u∨l1(u)(0, . . . , 0), òî î÷åâèäíî, ÷òî b1 τ b0. Êàê îáû÷íî îáîçíà-

÷èì ñëîé p−1(b1) = Fb1. Ðàññìîòðèì T êóá
t
×
j=1

I2M (j)(∂v)+1×I1 è îïðåäåëèì

ÒÑ êóá â ïðîñòðàíñòâå (B, τ):

f :
t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1× I1−→ (B, τ)

f |(
t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1×{0}) = b0, f |(

t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1×{1}) = b1.
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Ñîãëàñíî ôîðìóëå (25) îòîáðàæåíèå f |(
t
×
j=1

I2M (j)(∂v)+1×{0}) ïîäíèìàåòñÿ

â (E, τ) äî îòîáðàæåíèÿ w0. Ñâîéñòâî íàêðûâàþùåé òîëåðàíòíîé ãîìî-

òîïèè äëÿ òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ p : (E, τ) −→ (B, τ) îáåñïå÷èâàåò

ñóùåñòâîâàíèå òîëåðàíòíîãî îòîáðàæåíèÿ

f :
t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1× I1−→ (E, τ), p ◦ f = f, f |(

t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1×{0}) = w0

Ââèäó ñâîéñòâà p ◦ f = f è îïðåäåëåíèÿ f èìååì òîëåðàíòíîå îòîáðàæå-

íèå

w′1 = f |(
t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1×{1}) : {(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)}×

t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1−→ Fb0.

Îòîáðàæåíèå w′1 â îòëè÷èå îò w0, íà ãðàíè÷íîì òîëåðàíòíîì ïðîñòðàí-

ñòâå

{(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)} × ∂(
t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1)⊂ {(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)}×

t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1

ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ïðåäïèñàííûì îòîáðàæåíèåì W (u, ∂v). ×òîáû ïî-

ëó÷èòü òàêîå ñîâïàäåíèå, ìû äîëæíû ïîäïðàâèòü w′1 íà ýòîé ãðàíèöå.

Íî ñäåëàòü ýòî ìû äîëæíû òàê, ÷òîáû ñîõðàíèòü òîëåðàíòíîñòü ïîä-

ïðàâëåííîãî îòîáðàæåíèÿ f . Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû áóäåì âû-

íóæäåíû âçÿòü 2-êðàòíîå ïîëíîå äâîéíîå çàìåäëåíèå ÒÑ êóáîâ w0 è w
′
1,

èëè ýêâèâàëåíòíî, 2-êðàòíîå ïîëíîå äâîéíîå çàìåäëåíèå îòîáðàæåíèÿ f

ïî t, àðãóìåíòàì èç

t

×
j=1
I2M (j)(∂v)+1 .

Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí èíòåðåñóþùèé íàñ Ò

êóá

. . . . . .

...

...

t

×
j=1
I8M(j)(∂v)+7
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Γ0 = ∂(
t

×
j=1
I8M(j)(∂v)+7)

Γ1

Γ2

Γ3
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Íà ðèñóíêå ÷åðåç Γ0,Γ1,Γ2,Γ3 îáîçíà÷åíû ãðàíèöû ÷åòûðåõ êîíöåí-

òðè÷åñêèõ T êóáîâ. Γ0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàíèöó ∂(
t
×
j=1

I8M (j)(∂v)+7) ñî-

ñòîÿùóþ èç ãðàíåé,

dεj

 t

×
i=1
I8M (i)(∂v)+7

 =

{(
k(s+i)

8M (i)(∂v) + 7

)
i=1,t

∣∣∣∣ k(s+j)

8M (j)(∂v) + 7
= ε

}
.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè, èç êîòîðûõ ñîñòîÿò Γr, r = 0, 3, çàäàþòñÿ â êóáå
t
×
j=1

I8M (j)(∂v)+7 ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè

k(s+j)

8M (j)(∂v) + 7
=

∣∣∣∣ε− r

8M (j)(∂v) + 7

∣∣∣∣ .
Â âèäó 2-êðàòíîãî ïîëíîãî äâîéíîãî çàìåäëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ w∨2

0 è w′∨2
1

íà ïîäïðîñòðàíñòâå

Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ⊂
t

×
i=1
I8M (i)(∂v)+7

áóäóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàëè îòîáðàæåíèÿ w0 è w
′
1 íà

ãðàíèöå
t
×
i=1

I2M (i)(∂v)+1. Â ÷àñòíîñòè, â çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè îòîáðà-

æåíèå w∨2
0 òîæäåñòâåííî ðàâíî x0. Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè

èìååòñÿ åùå îäíî òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå íà Γ0. Ýòî

îòîáðàæåíèå

(d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
t−1

) (W (u, ∂v)))|
(
{(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)× Γ0

)
.

Ðàññìîòðèì X = Γ0∪Γ1∪Γ2, â êîòîðîì òîëåðàíòíîñòü íàñëåäóåòñÿ èç T

êóáà
t
×
i=1

I8M (i)(∂v)+7, îïðåäåëèì òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå g : X×I1 −→ B

ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

g|(Γ0×I1) = b1, g|(Γ1×{0}) = b0, g|(Γ1×{1}) = b1, g|(Γ2×I1) = b1 (28)

Òîëåðàíòíîñòü îòîáðàæåíèÿ g î÷åâèäíà, ò. ê. b0τb1. Ïîäíèìåì îòîáðàæå-

íèå g|(X ×{0}) äî îòîáðàæåíèÿ g|(X ×{0}) : X ×{0} → (E, τ), êîòîðîå
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îïðåäåëèì ôîðìóëàìè

g|(Γ0 × {0}) = (d(0, . . . , 0, 3, . . . , 3) (W (u, ∂v)))|
(
{(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)× Γ0

)
,

g|(Γ1 × {0}) = w∨2
0 | ({(0, . . . , 0)× Γ1) ,

g|(Γ2 × {0}) = w′∨2
1 |
(
{(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)× Γ2

)
.

(29)

Òîëåðàíòíîñòü îòîáðàæåíèÿ g|(X × {0}) ñëåäóåò èç (25), (26) è èç òî-

ëåðàíòíîñòè îòîáðàæåíèÿ f . Íàêðûâàþùåå ñâîéñòâî p ◦ g|(X × {0}) =

= g|(X×{0}) ñëåäóåò èç (28), (29), à òàêæå èç ñâîéñòâà 2) äëÿW (u, ∂v),

÷òî èìååò ìåñòî ïî èíäóêöèè, è èç íàêðûâàþùåãî ñâîéñòâà äëÿ f è f .

Ò.î., ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ñâîéñòâî íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè äëÿ òî-

ëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ p : (E, τ) −→ (B, τ), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

îòîáðàæåíèå g ïîäíèìàåòñÿ äî òîëåðàíòíîãî îòîáðàæåíèÿ g : X×I1 −→
−→ (E, τ), ïðîäîëæàþùåãî g|(X×{0}) è íàêðûâàþùåãî g, ò. å. p◦g = g.

Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèå

w1 : {(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)}×
t

×
i=1
I8M (i)(∂v)+7 −→ Fb1 ⊂ E,

êîòîðîå íóæíûì íàì îáðàçîì
”
ïîäïðàâëÿåò“ îòîáðàæåíèå w′1 (èëè òî÷-

íåå w′∨2
1 ) è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

w1|({(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)} × (
t

×
j=1
I8M (j)(∂v)+7\X))

=

= w′∨2
1 |({(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)} × (

t

×
j=1
I8M (j)(∂v)+7\X)),

w1|({(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)} × Γ2 = g|(Γ2 × {0}) =

= w′∨2
1 |
(
{(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)× Γ2

)
,

w1|({(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)} × Γ1 = g|(Γ1 × {1}),
w1|({(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)} × Γ0 = g|(Γ0 × {0}) =

= (d(0, . . . , 0, 3, . . . , 3) (W (u, ∂v)))|
(
{(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)} × Γ0

)
.

(30)

Òîëåðàíòíîñòü îòîáðàæåíèÿ w1 ñëåäóåò èç (27) è òîëåðàíòíîñòè îòîá-

ðàæåíèÿ g. Áîëåå òîãî, èç òîëåðàíòíîñòè îòîáðàæåíèé g è f è èç
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2-êðàòíîñòè ïîëíîãî äâîéíîãî çàìåäëåíèÿ w∨2
0 ñëåäóåò òîëåðàíòíîñòü

îòîáðàæåíèÿ

w0,1 : {(k(1)/M (1)(u), 0, . . . , 0)|k(1) = 0, 1}×
t

×
i=1
I8M (i)(∂v)+7 −→ E,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

w0,1|({(0, . . . , 0)}×
t

×
i=1
I8M (i)(∂v)+7)= w∨2

0 |({(0, . . . , 0)}×
t

×
i=1
I8M (i)(∂v)+7\X)),

w0,1|({(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)} × (
t

×
i=1
I8M (i)(∂v)+7) =

= w1|({(1/M (1)(u), 0, . . . , 0)}×
t

×
i=1
I8M (i)(∂v)+7).

(31)

Îòîáðàæåíèå w0,1 ïî ïîñòðîåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

ν(w0,1) 6 1, (32)

B1(w0,1) = u∨l1(u)
∣∣∣{(k(1)/M (1)(u), 0, . . . , 0)|k(1) = 0, 1} , (33)

F1(w0,1) = v∨(t−1)·l2(u)+3, (34)

(∀j = 1, t) dε1+j(w0,1) =

= (d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
t−1

)
(
W (u, dεj(v)))

) ∣∣{(k(1)/M (1)(u), 0, . . . , 0)|k(1) = 0, 1} ×

×dεj(
t

×
i=1

I8M (i)(∂v)+7).

(35)

Îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó, ïðèìåíåííóþ â ñëó÷àå k(1) = 1, ìû äîëæíû

âûïîëíèòü åùå M (1)(u)− 1 ðàç äëÿ k(1) = 2,M (1)(u).

Ïîñëå ýòîãî ìû áóäåì èìåòü òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

w0,M (1)(u) :
{(

k(1)

M(1)(u)
,0,...,0

)
|k(1)=0,M (1)(u)

}
×

t
×
i=1

I21+2M(1)(u)(M (i)(∂v)+1)−1 −→ E,

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì:

ν(w0,M (1)(u)) 6 1, (36)
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B1(w0,M (1)(u)) = u∨l1(u)
∣∣∣{(k(1)/M (1)(u), 0, . . . , 0)|k(1) = 0,M (1)(u)} , (37)

F1(w0,M (1)(u)) = v∨(t−1)·l2(u)+1+2M (1)(u), (38)

(∀j = 1, t) dε1+j(w0,M (1)(u)) =

= (d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, 1 + 2M (1)(u), . . . , 1 + 2M (1)(u)︸ ︷︷ ︸
t−1

)
(
W (u, dεj(v)))

)
|

|{(k(1)/M (1)(u), 0, . . . , 0)|k(1) = 0,M (1)(u)} × dεj(
t

×
i=1

I21+2M(1)(u)(M (i)(∂v)+1)−1).

(39)

Êðîìå òîãî, âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå w0,M (1)(u) ÿâëÿåòñÿ ïóíê-

òèðîâàííûì ÒÑ êóáîì. Â ñàìîì äåëå, âåðøèíû ýòîãî ÒÑ êóáà èìåþò

âèä

w0,M (1)(u)(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, α), w0,M (1)(u)(1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, α),

ãäå α-âåðøèíû Ò êóáà
t
×
i=1

I21+2M(1)(u)(M (i)(∂v)+1)−1 è ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïî-

ñòðîåíèþ ÒÑ êóáà w0,M (1)(u), ýòî áóäóò íåêîòîðûå èç âåðøèí ÒÑ êóáîâ

âèäà

d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, 1 + 2M (1)(u), . . . , 1 + 2M (1)(u)︸ ︷︷ ︸
t−1

)
(
W (u, dεj(v))

)
,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïóíêòèðîâàííûìè, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-

öèè.

Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå åùå îäíó ïåðåìåííóþ k(2) = 0,M (2)(u),

è ñíîâà ïðîâåäåì ïîñòðîåíèÿ âî ìíîãîì àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì. Îò-

ïðàâíûì ïóíêòîì ýòèõ íîâûõ ïîñòðîåíèé áóäåò îòîáðàæåíèå w0,M (1)(u),

êîòîðîå èç ñîîáðàæåíèé êðàòêîñòè è óäîáñòâà îáîçíà÷èì w(1)0. Ðàññìîò-

ðèì Ò êóá

K = IM (1)(u) × I1 ×
t
×
i=1

I21+2M(1)(u)(M (i)(∂v)+1)−1 =

=
{(

k(1)

M(1)(u)
, k(2)

M(2)(u)
,0,...,0

)
|k(1)=0,M (1)(u),k(2)=0,1

}
×

t
×
i=1

I21+2M(1)(u)(M (i)(∂v)+1)−1
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Ýòî òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì (K, ι) è îïðåäå-

ëèì òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå F : (K, ι) −→ (B, τ). Åñëè ÷åðåç Q îáîçíà-

÷èì ïðîèçâîëüíûé íàáîð çíà÷åíèé t ïîñëåäíèõ àðãóìåíòîâ, òî ïîëîæèì

ïî îïðåäåëåíèþ

F

(
k(1)

M (1)(u)
,

k(2)

M (2)(u)
, 0, . . . , 0, Q

)
= u∨l1(u)

(
k(1)

M (1)(u)
,

k(2)

M (2)(u)
, 0, . . . , 0

)
(40)

Îòîáðàæåíèå F |k(2)=0 ïîäíèìàåòñÿ â (E, τ) äî îòîáðàæåíèÿ w(1)0, êîòî-

ðîå ñîãëàñíî ñâîéñòâó (37) íàêðûâàåò F |k(2)=0 = p ◦ w(1)0. Òàê êàê p �

òîëåðàíòíîå ðàññëîåíèå, òî ñóùåñòâóåò òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå F :(
∃F : (K, ι) −→ (E, τ)

)
F |k(2)=0 = w(1)0, p ◦ F = F. (41)

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå w′(1)1 = F |k(2)=1. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

w′(1)1 ñîãëàñíî (41) è (40) èìååò ïðîåêöèþ, íå çàâèñÿùóþ îò t ïîñëåäíèõ

àðãóìåíòîâ. Îòîáðàæåíèå w′(1)1 òàê æå êàê è w′1 òðåáóåò èñïðàâëåíèÿ

íà ìíîæåñòâå

IM (1)(u) × ∂(
t

×
i=1

I21+2M(1)(u)(M (i)(∂v)+1)−1)

÷òîáû ïðèíèìàòü íà ýòîì ìíîæåñòâå çíà÷åíèÿ, ïðåäïèñàííûå ïðåäïîëî-

æåíèåì èíäóêöèè. Êàê è ðàíüøå âûïîëíÿåì 2-êðàòíîå ïîëíîå äâîéíîå

çàìåäëåíèå ïî t ïîñëåäíèì àðãóìåíòàì. Çàòåì â Ò êóáå

t

×
i=1

I21+2M(1)(u)(M (i)(∂v)+1)−1

áåðåì òó æå ñàìóþ ñèñòåìó êîíöåíòðè÷åñêèõ ãðàíèö, ÷òî è íà ðèñ. 8,

ñîõðàíèâ ïðè ýòîì òå æå îáîçíà÷åíèÿ Γ0,Γ1,Γ2,Γ3. Ðàññìîòðèì òîëå-

ðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî

Y =
2⋃
r=0

IM (1)(u) × Γr,
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êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â ñîîòâåòñòâóþùåì Ò êóáå ñî ñòàí-

äàðòíîé òîëåðàíòíîñòüþ, è îïðåäåëèì òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

G : Y × I1 =
2⋃
r=0

IM (1)(u) × I1 × Γr −→ B

ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

G|
(
IM (1)(u) × I1 × Γ0

)
= u∨l1(u)|(IM (1)(u) × {(1/M (2)(u), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s−2

)}),

G|
(
IM (1)(u) × {0} × Γ1

)
= u∨l1(u)|(IM (1)(u) × {(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s−1

)}),

G|
(
IM (1)(u) × {1} × Γ1

)
= u∨l1(u)|(IM (1)(u) × {(1/M (2)(u), 0, . . . , 0)}),

G|
(
IM (1)(u) × I1 × Γ2

)
= u∨l1(u)|(IM (1)(u) × {(1/M (2)(u), 0, . . . , 0)}),

÷òî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì (25). Ïîäíèìåì îòîáðàæåíèå G|(Y × {0}) äî

G|(Y × {0}) −→ E, îïðåäåëÿåìîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G|
(
IM (1)(u) × {0} × Γ0

)
=

= (d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, 1 + 2M (1)(u), . . . , 1 + 2M (1)(u)︸ ︷︷ ︸
t−1

) (W (u, ∂v)) |(IM (1)(u)×

×{(1/M (2)(u), 0, . . . , 0)} × Γ0), G|
(
IM (1)(u) × {0} × Γ1

)
=

= (d(0, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
t

)(w(1)0))|(IM (1)(u) × {(0, . . . , 0)} × Γ1),

G|
(
IM (1)(u) × {0} × Γ2

)
=

= (d(0, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
t

)(w′(1)1))|(IM (1)(u) × {(1/M (2)(u), 0, . . . , 0)} × Γ2)

÷òî àíàëîãè÷íî (28). Òîëåðàíòíîñòü îòîáðàæåíèÿ G|(Y × {0}) îáåñïå-

÷èâàåòñÿ êîíñòðóêöèåé îòîáðàæåíèÿ w(1)0, åãî 2-êðàòíîé çàìåäëåííî-

ñòüþ, òîëåðàíòíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ W (u, ∂v), à òàêæå òîëåðàíòíîñòüþ

F . Íàêðûâàþùåå ñâîéñòâî p ◦ G|(Y × {0}) = G|(Y × {0}) ñëåäóåò

èç ñâîéñòâà 2) äëÿ W (u, ∂v) è èç íàêðûâàþùåãî ñâîéñòâà (41) äëÿ F
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è F . Îòñþäà ïî ñâîéñòâó íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè äëÿ òîëåðàíòíîãî

ðàññëîåíèÿ p : (E, τ) −→ (B, τ) ñóùåñòâóåò òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

G : Y × I1 −→ (E, τ), ïðîäîëæàþùåå G|(Y × {0}) è íàêðûâàþùåå G, ò.

å. p ◦G = G. Äàëåå ñòðîèì òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

w(1)1 : {(k(1)/M (1)(u), 1/M (2)(u), 0, . . . , 0)|k(1) = 0,M (1)(u)}×
t

×
i=1

I21+2M(1)(u)+2(M (i)(∂v)+1)−1 −→ E,

êîòîðîå èñïðàâëÿåò îòîáðàæåíèå w(1)′1 íóæíûì îáðàçîì, î ÷åì ãîâîðè-

ëîñü âûøå. Îòîáðàæåíèå w(1)1 îïðåäåëèì ïî àíàëîãèè ñ (30):

w(1)1|{(k(1)/M (1)(u),1/M (2)(u),0,...,0)|k(1)=0,M (1)(u)}×

×(
t

×
i=1

I21+2M(1)(u)+2(M (i)(∂v)+1)−1\
2
∪
r=0 Γr)) =

= (d(0, 2, . . . , 2)(w′(1)1))|({(k(1)/M (1)(u),1/M (2)(u),0,...,0)|k(1)=0,M (1)(u)}×

× (
t

×
i=1

I21+2M(1)(u)+2(M (i)(∂v)+1)−1\
2
∪
r=0 Γr)),

w(1)1|({(k(1)/M (1)(u),1/M (2)(u),0,...,0)|k(1)=0,M (1)(u)}× Γ2) =

= G|
(
IM (1)(u) × {0} × Γ2

)
=

= (d(0, 2, . . . , 2)(w′(1)1))|({(k(1)/M (1)(u),1/M (2)(u),0,...,0)|k(1)=0,M (1)(u)}× Γ2),

w(1)1|({(k(1)/M (1)(u),1/M (2)(u),0,...,0)|k(1)=0,M (1)(u)}× Γ1) =

= G|
(
IM (1)(u) × {1} × Γ1

)
,

w(1)1|({(k(1)/M (1)(u),1/M (2)(u),0,...,0)|k(1)=0,M (1)(u)}× Γ0) =

= G|
(
IM (1)(u) × {0} × Γ0

)
=

= (d(0, . . . , 0, 1 + 2M (1)(u) + 2, . . . , 1 + 2M (1)(u) + 2) (W (u, ∂v)) |
|(IM (1)(u) × {(1/M (2)(u), 0, . . . , 0)} × Γ0).

Òîëåðàíòíîñòü îòîáðàæåíèÿ w(1)1 ñëåäóåò èç òîëåðàíòíîñòè îòîáðàæå-

íèÿ G. Òîëåðàíòíîñòü îòîáðàæåíèé è 2-êðàòíîñòü ïîëíîãî äâîéíîãî

çàìåäëåíèÿ â (d(0, 2, . . . , 2)(w(1)0)) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òîëåðàíòíîå
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îòîáðàæåíèå

w(1)0,1 : {(k(1)/M (1)(u), k(2)/M (2)(u), 0, . . . , 0)|k(1) = 0,M (1)(u), k(2) = 0, 1}×
t

×
i=1

I21+2M(1)(u)+2(M (i)(∂v)+1)−1 −→ E,

òàêîå, ÷òî w(1)0,1|k(2)=0 = (d(0, 2, . . . , 2)(w(1)0)), w(1)0,1|k(2)=1 = w(1)1.

Äàëåå ìû ïðîâîäèì òàêèå æå ïîñòðîåíèÿ åùå M (2)(u) − 1 ðàç äëÿ

k(2) = 2,M (2)(u), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

w(1)0,M (2)(u) : {(k(1)/M (1)(u), k(2)/M (2)(u), 0, . . . , 0)|k(i) = 0,M (i)(u), i = 1, 2}×

t

×
i=1

I21+2(M(1)(u)+M(2)(u))(M (i)(∂v)+1)−1 −→ E,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

ν(w(1)0,M (2)(u)) 6 2,

B2(w(1)0,M (2)(u)) = u∨l1(u) |{(k(1)/M (1)(u),1/M (2)(u),0,...,0)|k(1)=0,M (i)(u),i=1,2} ,

F2(w(1)0,M (2)(u)) = v∨((t−1)·l2(u)+1+2(M (1)(u)+M (2)(u))),

(∀j = 1, t) dε2+j(w0,M (2)(u)) =

= (d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, 1 + 2(M (1)(u) +M (2)(u)), . . . , 1 + 2(M (1)(u) +M (2)(u))︸ ︷︷ ︸
t−1(

W (u, dεj(v)))
)
| |{(k(1)/M (1)(u),1/M (2)(u),0,...,0)|k(1)=0,M (i)(u),i=1,2} ×

×dεj (
t
×
i=1

I21+2(M(1)(u)+M(2)(u))(M (i)(∂v)+1)−1)),

w(1)0,M (2)(u) � ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá.

Çàòåì ìû âíîâü ïåðåîáîçíà÷àåì w(1)0,M (2)(u) = w(2)0 è ïåðåõîäèì ê ñëå-

äóþùåé ïåðåìåííîé k(3) = 0,M (3)(u). Íàøè ïîñòðîåíèÿ çàâåðøàòñÿ, êî-

ãäà áóäåò ïîëó÷åíî òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

w(s− 1)0,M (s)(u) :
t

×
i=1

IM (i)(u)

t

×
i=1

I21+2(M(1)(u)+...+M(s)(u))(M (i)(∂v)+1)−1 −→ E.
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Êðîìå òîãî l2(u) = 1 +
s∑
i=1

M (i)(u) è 2l2(u)(M (j)(∂v) + 1) − 1 = M (j)(v),

j = 1, t. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå âñåõ ïîñòðîåíèé èìååì

òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

w(s− 1)0,M (s)(u) : I(M (1)(u),...,M (s)(u),M (1)(v),...,M (t)(v)) −→ E,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

ν
(
w(s− 1)0,M (s)(u)

)
6 s,

Bs
(
w(s− 1)0,M (s)(u)

)
= u∨l1(u),

Fs
(
w(s− 1)0,M (s)(u)

)
= v∨t·l2(u),

(∀j = 1, t)(∀ε = 0, 1)

dεs+j

(
w(s− 1)0,M (s)(u)

)
= d(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s

, l2(u), . . . , l2(u)︸ ︷︷ ︸
t−1

)
(
W (u, dεj(v))

)
,

w(s− 1)0,M (s)(u) - ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá.

Ò.î., â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîãî ÒÑ êóáà v â êà÷åñòâå èñêîìîãî ÒÑ

êóáà w = W (u, v) ìîæíî âçÿòü ïîñòðîåííûé ÒÑ êóá w(s − 1)0,M (s)(u) =

= W (u, v) = w.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �

Îòìåòèì, ÷òî 1-ìåðíûìè ïóíêòèðîâàííûìè ÒÑ êóáàìè ÿâëÿþòñÿ çà-

ìêíóòûå òîëåðàíòíûå ïóòè, äðóãèìè ñëîâàìè � ïåòëè ñ âåðøèíàìè â

îòìå÷åííîé òî÷êå. Ïóñòü ω :
(
Im(ω), ιm(ω)

)
−→ (B, τ) � òîëåðàíòíàÿ

ïåòëÿ ñ âåðøèíîé â òî÷êå ω(0) = ω(1) = b0. Åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê òîëåðàíòíóþ ãîìîòîïèþ òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé, è ïîýòîìó, ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ, èìååòñÿ ω : Im(ω) −→ E � òîëå-

ðàíòíûé ïóòü, íàêðûâàþùèé ω, òî åñòü p◦ω = ω, è òàêîé, ÷òî ω(0) = x0.
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Òàê êàê ω � ïåòëÿ, òî ω(1) ∈ p−1(ω(1)) = p−1(b0) = F . Â ëèíåéíî ñâÿç-

íîì ïðîñòðàíñòâå (F, τ) âîçüìåì òîëåðàíòíûé ïóòü ω : Im(ω) −→ F èç

ω(0) = ω(1) â ω(1) = x0. Òîãäà òîëåðàíòíûé ïóòü wω
df
= ω ∗ ω ÿâëÿåòñÿ

ïåòëåé â (E, τ) ñ âåðøèíîé â x0. Ïðè ýòîì ïåòëÿ wω íàêðûâàåò ïðî-

äëåííóþ ïåòëþ ω1,m(ω)+m(ω). Çíà÷èò äëÿ êàæäîé ïåòëè ω : Im(ω) −→ B

ñ âåðøèíîé â b0 èìååòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî M > m(ω) è òîëåðàíòíàÿ

ïåòëÿ wω : IM −→ E ñ âåðøèíîé â òî÷êå x0 òàêàÿ, ÷òî p ◦ wω = ω1,M .

Ñðåäè òàêèõ íàòóðàëüíûõ M âîçüìåì ìèíèìàëüíîå

M(ω) = min{M ∈ N| (∃ ïåòëÿ wω : IM −→ E) p ◦ wω = ω1,M} (42)

Î÷åâèäíû ñâîéñòâà

m(ω) 6 N 6M(ω) =⇒M(ω1,N) = M(ω); (43)

N >M(ω) =⇒M(ω1,N) = N. (44)

Âîñïîëüçóåìñÿ ââåäåííûìè ïîíÿòèÿìè è îáîçíà÷åíèÿìè â ñëåäóþùåì

ïðåäëîæåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ω : Im(ω) −→ (B, τ) � ïðîèçâîëüíàÿ òîëå-

ðàíòíàÿ ïåòëÿ ñ âåðøèíîé â òî÷êå b0 = ω(0) = ω(1). Ïóñòü

v : I(m(1)(v),...,m(n)(v)) −→ F

� ïðîèçâîëüíûé n-ìåðíûé ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá

Wω(v) : I(M(ω),M (1)(v),...,M (n)(v)) −→ E,

â êîòîðîìM(ω) îïðåäåëåíî â (42), (∀ j = 1, n) M (j)(v) = 2n·l(ω)(m(j)(v)+

+1) − 1, l(ω) = 2M(ω) è êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâàì:

1. d0
1(Wω(v)) = v∨n·l(ω),
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2. p ◦Wω(v) = ω1,M(ω),

3. (∀j = 1, t)(∀ε = 0, 1) dε1+j(Wω(v)) = d(0, l(ω), . . . , l(ω)︸ ︷︷ ︸
n−1

)
(
Wω(dεj(v))

)
,

4. v − âûðîæäåííûé ÒÑ êóá⇒ Wω(v) − âûðîæäåííûé ÒÑ êóá.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 1,

êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà u = ω1,M(ω), l1(u) = 0. �

Çàìå÷àíèå 1) ê ïðåäëîæåíèþ 2. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 è ñâîéñòâà

(43) ñëåäóåò:

m(ω) 6 N 6M(ω)⇒ Wω = Wω1,N
= Wω1,M(ω)

. (45)

Çàìå÷àíèå 2) ê ïðåäëîæåíèþ 2. Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëî-

æåíèÿ 2 äîëæíî ïîâòîðÿòü ïîøàãîâûå ïîñòðîåíèÿ w0,n â äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 1. Ïðè ýòèõ ïîñòðîåíèÿõ, â ñëó÷àÿõ êîãäà

ω1,M(ω)

(
k + 1

M(ω)

)
= bk+1 = bk = ω1,M(ω)

(
k

M(ω)

)
,

ìîæíî íå èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî íàêðûâàþùåé òîëåðàíòíîé ãîìîòîïèè

äëÿ ðàññëîåíèÿ p. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ k + 1 -ãî øàãà ìîæíî

âçÿòü ïîñòðîåíèÿ ïðåäûäóùåãî øàãà ñ ó÷åòîì 2-êðàòíîãî çàìåäëåíèÿ. Â

ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü äîïîëíèòåëüíîå ñâîéñòâî:

ω1,M(ω)

(
k+1
M(ω)

)
= ω1,M(ω)

(
k

M(ω)

)
⇒ Wω

({
k+1
M(ω)

}
×

n
×
j=1

IM (j)(v)

)
=

= Wω

({
k

M(ω)

}
×

n
×
j=1

IM (j)(v)

)
.

(46)

Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

(∀k = m(ω),M(ω)) Wω

({
k

M(ω)

}
×

n
×
j=1

IM (j)(v)

)
≡

≡ Wω

({
m(ω)
M(ω)

}
×

n
×
j=1

IM (j)(v)

)
,

(47)
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à ïðè óñëîâèè (44) , åùå, ÷òî:

N >M(ω)⇒

⇒ Wω1,N
(v) = d(0, n2(N −M(ω))︸ ︷︷ ︸

n

) ((Wω(v))1,N) . (48)

Çàìå÷àíèå 3) ê ïðåäëîæåíèþ 2. Ïðè ïðÿìûõ ïîñòðîåíèÿõ îòîá-

ðàæåíèÿWω ìîæíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ñâîéñòâà:

(∀l > 0) Wω(v∨l) = d(0, l︸︷︷︸
n

)(Wω(v)) (49)

Ñâîéñòâî (49) îáåñïå÷èâàåòñÿ , åñëè ïðè ïîñòðîåíèè Wω, ïîñëå çàäà-

íèÿ Wω(v), óäîâëåòâîðÿþùåãî ñâîéñòâàì 1)�4) ïðåäëîæåíèÿ 2, ÒÑ êóá

Wω(v∨l) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (49).

Îïðåäåëåíèå 5. ÒÑ êóáWω(v), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî áûëî äîêàçàíî

â ïðåäëîæåíèè 2 íàçûâàåòñÿ äåôîðìàöèåé ÒÑ êóáà v, íàêðûâàþùåé

òîëåðàíòíóþ ïåòëþ ω.

Îòîáðàæåíèå Wω ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ïî ëèíåéíîñòè äî ãîìîìîð-

ôèçìà ñòåïåíè 1 ãðóïï ïóíêòèðîâàííûõ ÒÊÑ öåïåé

{Wω : Q•n(F ) −→ Q•n+1(E)|n ≥ 0} .

Íàëè÷èå ñâîéñòâà 4) â ïðåäëîæåíèè 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîæíî êîððåêòíî

îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçì ñòåïåíè 1 ãðóïï ïóíêòèðîâàííûõ ÍÒÊÑ öåïåé

Wω : C•(F ) −→ C•(E),

çàäàâ åãî íà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

Wω(v +D•n(F )) = Wω(v) +D•n+1(E)).

Ýòîò ãîìîìîðôèçì áóäåì íàçûâàòü äåôîðìàöèåé ãðóïï C•(F ) â C•(E),

íàêðûâàþùåé òîëåðàíòíóþ ïåòëþ ω. Ñâîéñòâî 2) â ïðåäëîæåíèè 2 è

òîò ôàêò, ÷òî

ω(0) = ω(1) = b0
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ïîêàçûâàþò íàëè÷èå ýíäîìîðôèçìà ñòåïåíè 0

Φω : C•(F ) −→ C•(F ),

êîòîðûé íà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Φω(v +D•n(F )) = d1
1(Wω(v)) +D•n(F ). (50)

Ãîìîìîðôèçì Φω îáëàäàåò ñëåäóþùèì êâàçè-öåïíûì ñâîéñòâîì :

(∂ ◦ Φω)(v +D•(F )) = ((Φω ◦ ∂)(v +D•(F )))∨l(ω) . (51)

Äëÿ ãðóïï öèêëîâ Z•(F ) èìååì

Φω(Z•(F )) ⊂ Z•(F ). (52)

Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî äëÿ ãðàíèö:

Φω(B•(F )) ⊂ B•(F ). (53)

Èç (52) è (53) ïîëó÷àåì, ÷òî ãîìîìîðôèçì Φω èíäóöèðóåò ãîìîìîð-

ôèçì ãðóïï ãîìîëîãèé (Φω)∗ : H•(F ) −→ H•(F ).

Ïðåäëîæåíèå 3. Â ïðèíÿòûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ è ïðè íàëè÷èè ñâîé-

ñòâà (48) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(∀N > m(ω)) (Φω1,N
)∗ = (Φω)∗. (54)

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü äâå òîëåðàíòíûå ïåòëè ω è γ â ïðîñòðàí-

ñòâå (B, τ) ñ âåðøèíîé â òî÷êå b0 = ω(ε) = γ(ε) èìåþò îäèíàêîâóþ

äëèíó m = m(ω) = m(γ) è ÿâëÿþòñÿ òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûìè:

ω ∼ γ (rel{0, 1}) . (55)

È ïóñòü òîëåðàíòíóþ ãîìîòîïèþ (55) îñóùåñòâëÿåò òîëåðàíòíîå

îòîáðàæåíèå

u : Im(1)(u) × Im(2)(u) −→ B,
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ò. å.

m(1)(u) = m, d0
2(u) = u| (Im × {0}) = ω, d1

2(u) = u| (Im × {1}) = γ,

d0
2(u) = u|

(
{0, 1} × Im(2)(u)

)
= b0.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n-ìåðíîãî ïóíêòèðîâàííîãî ÒÑ êóáà

v : I(m(1)(v),...,m(n)(v)) −→ F

ñóùåñòâóåò (n+ 2)-ìåðíûé ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá

U(v) : I(M (1)(u),M (2)(u),M (1)(v),...,M (n)(v)) −→ E,

â êîòîðîì

M (1)(u) = m+max
{
m(ω),m(γ)

}
= M, M (2)(u) = 2(n+1)L(m(2)(u) + 1)− 1,

M (j)(v) = 2n·L(m(j)(v) + 1)− 1, j = 1, n, L = 2M,

è êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(U1) ν(U(v)) 6 2;

(U2) B2(U(v)) = d(0, (n+ 1)L)(u1,M);

(U3) d0
1(U(v))

(
k(2)

M (2)(u) ,
k(3)

M (1)(v) , . . . ,
k(n+2)

M (n)(v)

)
= v∨n·L

(
k(3)

M (1)(v) , . . . ,
k(n+2)

M (n)(v)

)
;

(U4) d0
2(U(v)) = Wω1,M

(v), d1
2(U(v)) = Wγ1,M

(v);

(U5)
(
∀j = 1, n

) (
∀ε = 0, 1

)
dεj+2(U(v)) = d(0, L, L︸︷︷︸

n−1

)(U(dεj(v)));

(U6) v � âûðîæäåííûé ÒÑ êóá ⇒ U(v) � âûðîæäåííûé ÒÑ êóá.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. �

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýíäîìîðôèçì (Φω)∗ çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà

[ω] òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûõ ïåòåëü.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ω : Im(ω) −→ B è γ : Im(γ) −→ B � äâå òîëåðàíòíûå

ïåòëè ñ âåðøèíîé â òî÷êå b0 = ω(ε) = γ(ε), ε = 0, 1. Åñëè äâå ýòè

ïåòëè ÿâëÿþòñÿ òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûìè ïóòÿìè, ò.å. ω ' γ, òî-

ãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãîìîìîðôèçìû ãðóïï ãîìîëîãèé ñëîÿ (F, τ)

ñîâïàäàþò:

(Φω)∗ = (Φγ)∗ : H•(F ) −→ H•(F ). �

Èòàê, êàæäîìó ýëåìåíòó [ω] ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π(B, b0) áàçû

(B, τ) òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ p : (E, τ) −→ (B, τ) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèå ýíäîìîðôèçì

Φ[ω] = (Φω)∗ : H•(F ) −→ H•(F ) (56)

ãðóïïû ãîìîëîãèé ñëîÿ F = p−1(b0).

Çàìå÷àíèå 1) ê òåîðåìå 2. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ãîìîìîðôèçì

(Φω)∗ ìîæíî îïðåäåëèòü èìåÿ îòîáðàæåíèÿ Wω ñî ñâîéñòâàìè 1)�4) èç

ïðåäëîæåíèÿ 2 áåç äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ, ïðè÷åì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

Wω ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííûì. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ

ïåòëÿìè ω â (B, τ), óæå èìåþùèìè íàêðûâàþùèå èõ ïåòëè â (E, τ). Êàê

áûëî ñêàçàíî âûøå, âñÿêàÿ ïåòëÿ ω ñòàíîâèòñÿ òàêîâîé ïîñëå ïðîäëå-

íèÿ ω1,N , N > M(ω). Äëÿ ýòèõ ïåòåëü m(ω) = 0,M(ω) = m(ω), l(ω) =

2m(ω). Åñëè èìåþòñÿ äâå òàêèå ïåòëè ω è γ â (B, τ), èìåþùèå îäèíàêî-

âóþ äëèíó m(ω) = m(γ) = M , è ÿâëÿþùèåñÿ òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûìè

îòîáðàæåíèÿìè: ω ∼ γ(rel{0, 1}), òî äëÿ ïåòåëü ω è γ îñòàåòñÿ âåðíûì è

íåèçìåííûì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4 (îíî äàæå óïðîùàåòñÿ ââèäó

òîãî, ÷òî ω1,M = ω, γ1,M = γ). Ïðè ýòîì äîêàçàòåëüñòâî íå èñïîëüçóåò

äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ, êðîìå ñâîéñòâ 1)�4) èç ïðåäëîæåíèÿ 2. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ èìååò ìåñòî è òåîðåìà 2:

ω ∼ γ(rel{0, 1})⇒ (Φω)∗ = (Φγ)∗ . (57)

Â ÷àñòíîñòè (57) èìååò ìåñòî, êîãäà ω = γ è ïðè ýòîìWω ñòðîèòñÿ, êàê â

äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2, è îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâà-
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ìè (46)-(49), â òî âðåìÿ êàê Wγ ñòðîèòñÿ ïðîèçâîëüíî è îáëàäàåò ëèøü

ñâîéñòâàìè 1)�4) èç ïðåäëîæåíèÿ 2.

Çàìå÷àíèå 2) ê òåîðåìå 2 è ïðåäëîæåíèþ 4 Ïóñòü ω - òîëåðàíò-

íàÿ ïåòëÿ â ((B, τ), b0), èìåþùàÿ íàêðûâàþùóþ åå ïåòëþ â ((E, τ), x0). È

ïóñòü èìååòñÿ îòîáðàæåíèåW
(l′(ω))
ω , óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì 1)�4) èç

ïðåäëîæåíèÿ 2, â êîòîðûõ l(ω) çàìåíåíî íà ôèêñèðîâàííîå l′(ω) > l(ω).

Òîãäà îòîáðàæåíèå Φ
(l′(ω))
ω , çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

Φ(l′(ω))
ω (v)

df
= d1

1(W
(l′(ω))
ω (v)), (58)

èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì(
Φ(l′(ω))
ω

)
∗

: H•(F )→ H•(F ).

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 4 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, à åãî äîêàçàòåëü-

ñòâî íåèçìåííûì, åñëè çàìåíèòü l(ω) íà l′(ω), à Wω íà W
(l′(ω))
ω , è ñîîò-

âåòñòâåííî l(γ) íà l′(γ) = l′(ω), àWγ íàW
(l′(γ))
γ . Ïîýòîìó è â äîêàçàòåëü-

ñòâå òåîðåìû 2 ìîæíî ñäåëàòü òàêèå æå çàìåíû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áóäåì

èìåòü

ω ∼ γ(rel{0, 1}), l′(ω) = l′(γ)⇒
(

Φ(l′(ω))
ω

)
∗

=
(

Φ(l′(γ))
γ

)
∗
. (59)

Èç (59) â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî åñëè âçÿòü ω ∼ γ = ω, òî ïîëó÷àåì

íåçàâèñèìîñòü ãîìîìîðôèçìà
(

Φ
(l′(ω))
ω

)
∗
îò ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ îòîáðà-

æåíèÿW
(l′(ω))
ω , óäîâëåòâîðÿþùåãî ñâîéñòâàì 1)�4) èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ïðè

çàìåíå l(ω) íà l′(ω). Èìåÿ â âèäó ýòó íåçàâèñèìîñòü, îïðåäåëèì

W (l′(ω))
ω (v)

df
= d(0, n · (l′(ω)− l(ω))︸ ︷︷ ︸

n

)(Wω(v)), n = dim v. (60)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ (60) â îïðåäåëåíèè (58), ïîëó÷àåì äëÿ ëþ-

áîãî öèêëà z ∈ Z•n(F ):

Φ(l′(ω))
ω (z) = (Φω(z))∨(l′(ω)−l(ω)).
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Íî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 7 ðàáîòû [3], êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â

âèäó (52), èìååì ãîìîëîãè÷íîñòü

(Φω(z))∨(l′(ω)−l(ω)) C
•(F )∼ Φω(z).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäÿ ê èíäóöèðîâàííûì ãîìîìîðôèçìàì íà ãðóïïàõ

ãîìîëîãèé, ïîëó÷àåì

(Φ(l′(ω))
ω )∗ = (Φω)∗. (61)

Ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 1) ê òåîðåìå 2, ïðàâàÿ ÷àñòü â (61)

ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ÷åðåç Wω, óäîâëåòâîðÿþùåå êàê ñâîéñòâàì 1)�4) èç

ïðåäëîæåíèÿ 2, òàê è äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâàì (46)�(49).

Èòàê, ïîäâîäÿ èòîã äâóì ñäåëàííûì çàìå÷àíèÿì 1) è 2) ê òåîðåìå

2 â îïðåäåëåíèè (56) ýíäîìîðôèçìà Φ[ω] = (Φω)∗ â ïðàâîé ÷àñòè ìîæ-

íî áðàòü ïåòëè ω, èìåþùèå íàêðûâàþùèå èõ ïåòëè è èñïîëüçîâàòü äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ãîìîìîðôèçìà (Φω)∗ ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ W
(l′(ω))
ω ñ

l′(ω) > 2m(ω), óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâàì 1)�4) èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñ

çàìåíîé l(ω) = 2m(ω) íà l′(ω).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå

[ω] ∈ π(B, b0) 7−→ Φ[ω]
df
= (Φω)∗ : H•(F ) −→ H•(F ) (62)

îïðåäåëÿåò äåéñòâèå ãðóïïû π(B, b0) íà ãðóïïå H
•(F ). Çàìåòèì, ÷òî èç

ñâîéñòâà (46), ñâîéñòâà 1) èç ïðåäëîæåíèÿ 2 äëÿ ïîñòîÿííîãî ïóòè ω = εb0

è v = v +D•n(F ) ñëåäóåò

Φεb0
(v) = d1

1(Wεb0
(v)) = d0

1(Wεb0
(v)) = v∨ n·2m(εb0).

Ýòî ïîçâîëÿåò, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 7 ðàáîòû [3], ïîëó÷èòü

Φ[εb0 ] = (Φεb0
)∗ = 1H•(F ). (63)

Ðàññìàòðèâàÿ äàëåå äâå ïðîèçâîëüíûå òîëåðàíòíûå ïåòëè ω, γ â (B, τ) ñ

âåðøèíîé â b0 ∈ B è, ïðîäëÿÿ èõ äî ïåòåëü ω1,M(ω) è γ1,M(γ), èìåþùèõ
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íàêðûâàþùèå èõ ïåòëè â (E, τ) ñ âåðøèíîé â x0 ∈ E, ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ è ñâîéñòâàì îòíîøåíèÿ ∼ (ñì.[2], ãë.1, ï.3), áóäåì èìåòü

ω ∗ γ ∼ ω1,M(ω) ∗ γ1,M(γ),

îòêóäà ïî òåîðåìå 2 ïîëó÷àåì

(Φω∗γ)∗ = (Φω1,M(ω)∗γ1,M(γ)
)∗. (64)

Ïî îïðåäåëåíèþ (50)

Φω1,M(ω)∗γ1,M(γ)
(v) = d1

1(Wω1,M(ω)∗γ1,M(γ)
(v)) (65)

À ïî ïîñòðîåíèþ â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2:

Wω1,M(ω)∗γ1,M(γ)
(v)

(
{ k1

M(ω) +M(γ)
} ×

n
×
i=1

IM (i)(v;ω,γ)

)
=

=



d(0, n · 2M(γ)︸ ︷︷ ︸
n

)(Wω1,M(ω)
(v))

(
{ k1

M(ω)} ×
n
×
i=1

IM (i)(v;ω,γ)

)
,

k1 = 0,M(ω);

Wγ1,M(γ)
(d1

1(Wω1,M(ω)
(v)))

(
{k1−M(ω)

M(γ) } ×
n
×
i=1

IM (i)(v;ω,γ)

)
,

k1 = M(ω),M(ω) +M(γ);

(66)

ãäå

M (i)(v;ω, γ) = 2n(2M(ω)+2M(γ))(m(i)(v) + 1)− 1, i = 1, n;

Wω1,M(ω)
= Wω, Wγ1,M(γ)

= Wγ(ñì.(45)).

Âîçüìåì ôîðìóëó (66) çà îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ Wω1,M(ω)∗γ1,M(γ)
. Ñî-

ãëàñíî (57), ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê îïðåäåëåííîå â (66) îòîáðàæå-

íèå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì 1)�4) èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ïðè íàëè÷èè äëÿ

Wγ1,M(γ)
äîïîëíèòåëüíîãî ñâîéñòâà (49).

Èñïîëüçîâàâ (66) â (65), ïîëó÷èì:

Φω1,M(ω)∗γ1,M(γ)
(v) = d1

1(Wω1,M(ω)∗γ1,M(γ)
(v)) =

= d1
1(Wγ(d1

1(Wω(v)))) = Φγ(Φω(v))

(67)
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Ôîðìóëû (64), (65), (67) è (62) â èòîãå äàþò

Φ[ω]∗[γ] = Φ[ω∗γ] = Φ[γ] ◦ Φ[ω]. (68)

Îáúåäèíÿÿ ôîðìóëû (63), (64), (68) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p : (E, τ)→ (B, τ) � òîëåðàíòíîå ðàññëîåíèå ñ ëè-

íåéíî ñâÿçíûìè áàçîé (B, τ) è ñëîåì (F = p−1(b0), τ). Ñîïîñòàâëåíèå

êàæäîìó êëàññó òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûõ ïåòåëü [ω] ∈ π(B, b0) àâòî-

ìîðôèçìà Φ[ω] ∈ Aut(H•(F )) îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå (ãîìîìîðôèçì)

ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π(B, b0) áàçû (B, τ) â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ

ãðóïïû ãîìîëîãèé H•(F ) ñëîÿ (F, τ). Èëè äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíäàìåí-

òàëüíàÿ ãðóïïà π(B, b0) áàçû (B, τ) äåéñòâóåò íà ãðóïïå ãîìîëîãèé

H•(F ) ñëîÿ (F, τ).

Äîêàæåì òåïåðü åùå îäíî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîêàçûâàåò ñâÿçü ÒÑ

êóáà w ñ ÒÑ êóáàìè Bs(w) è Fs(w).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü w :
s+t
×
i=1

Im(i)(w) −→ E � ïðîèçâîëüíûé ïóíêòèðîâàí-

íûé êóá, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ν(w) 6 s. Âîçüìåì ñîîòâåòñòâó-

þùèå ÒÑ êóáû â áàçå è ñëîå

u = Bs(w) :
s
×
i=1

Im(i)(u) −→ B, m(i)(u) = m(i)(w), i = 1, s;

v = Fs(w) :
t
×
j=1

Im(j)(v) −→ F, m(j)(v) = m(s+j)(w), j = 1, t.

Îïðåäåëèì íàòóðàëüíûå ÷èñëà l2 = l2(u) = 2
s∑
i=1

m(i)(u),

M (j)(v) = 2t·l2(m(j)(v) + 1)− 1, j = 1, t, M = 2t·l2+1 − 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá

Ds(w) :
s+t
×
i=1

Im(i)(u) × IM ×
t
×
j=1

IM (j)(v) −→ E,

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì
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(D1) ν(Ds(w)) 6 s;

(D2) Bs(Ds(w)) = (Bs(w)) = u;

(D3) Fs(Ds(w)) = (Fs(w))∨t·l2 = v∨t·l2;

(D4) d0
s+1(Ds(w)) = d( 0︸︷︷︸

s

, t · l2︸︷︷︸
t

)(w), d1
s+1(Ds(w)) = W (u, v);

(D5) (∀j > s)
(
∀ε = 0, 1

)
dεj+1(Ds(w)) = d( 0︸︷︷︸

s

, l2, l2︸︷︷︸
t−1

)(Ds(d
ε
j(w)));

(D6) t > 0, w - âûðîæäåí ⇒ Ds(w) - âûðîæäåí.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî t. Ïðè t = 0 íàì íàäî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå

ïóíêòèðîâàííîãî ÒÑ êóáà Ds(w) :
s
×
i=1

Im(i)(u) × I1 −→ (E, τ) òàêîãî, ÷òî

1) ν(Ds(w)) 6 s;

2)p ◦Ds(w) = (p ◦ w) = u;

3)Ds(w)( 0︸︷︷︸
s

, ks+1

M ) = w(0, . . . , 0) = x0, ∀ ks+1 = 0,M ;

4)d0
s+1(Ds(w)) = w, d1

s+1(Ds(w)) = W (u, 0) = w.

Ýòèì ñâîéñòâàì î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿåò ÒÑ êóá Ds(w) = w, òàê

êàê ïðè ïîñòðîåíèè W (u, v) â òåîðåìå 1 â áàçå èíäóêöèè ñ ïîìîùüþ

l1(u) -êðàòíîãî ïîëíîãî äâîéíîãî çàìåäëåíèÿ òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïóíê-

òèðîâàííûé ÒÑ êóá w(l1(u)) íàêðûâàþùèé u, â íàøåì æå ñëó÷àå èìååì

l1(u) = 0, w(l1(u)) = w, p ◦ w = u.

Äàëåå äåëàåì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè î òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåî-

ðåìû 4 âåðíî äëÿ âñåõ ÒÑ êóáîâ w òàêèõ, ÷òî dim(Fs(w)) = dim v < t.

Ðàññìîòðèì ÒÑ êóá w ðàçìåðíîñòè s + t, ó êîòîðîãî ν(w) 6 s è

dim (Fs(w)) = t. Åñëè ÒÑ êóá w ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, òî åñòü
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w = dεs+t(w), òî, ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, ïîëàãàåì ïî îïðå-

äåëåíèþ

Ds(w)
df
= dεs+t+1(Ds(w))

df
= d( 0︸︷︷︸

s

, l2, l2︸︷︷︸
t−1

)(Ds(d
ε
s+t(w))). (69)

Ïðîâåðèì ñâîéñòâà (D1) − (D6). Ñâîéñòâà (D1) è (D6) î÷åâèäíû. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà (D2) çàìåòèì, ÷òî èç (12) ñëåäóåò

Bs(dεs+t(w)) = Bs(w) = u. (70)

Èñïîëüçóÿ (69), (70) è ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, áóäåì èìåòü ñëåäóþ-

ùåå:

Bs(Ds(w)) = Bs
(
d(0, l2, l2)(Ds(d

ε
s+t(w)))

)
=

= p ◦ d(0, l2, l2)(Ds(d
ε
s+t(w)))|ks+1=k(s+1)=...=k(s+t+1)=0 =

= p ◦Ds(d
ε
s+t(w))|ks+1=k(s+1)=...=k(s+t)=0 = Bs (Ds(d

ε
s+t(w))) = u.

Äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâà (D3) çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ Fs ñëåäóåò, ÷òî
Fs(w) = v ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì ÒÑ êóáîì. Ïîýòîìó èç (12) ñëåäóåò

Fs(dεs+t(w)) = dεt(Fs(w)) = dεt(v) = v. (71)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç (70) ñëåäóåò, ÷òî l2 (Bs(dεs+t(w))) = l2(u) = l2.

Ó÷èòûâàÿ ýòè çàìå÷àíèÿ è ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïîëó÷à-

åì

Fs(Ds(w)) = (d(0, l2, l2)(Ds(d
ε
s+t(w))))|k(1)=...=k(s)=0 =

= d(l2, l2)(Ds(d
ε
s+t(w))|k(1)=...=k(s)=0) = (Fs(Ds(d

ε
s+t(w))))∨l2 =

=
(
Fs(dεs+t(w))∨ (t−1)·l2

)∨l2
=
(
v∨ (t−1)·l2

)∨l2
= v∨ t·l2.

Ïåðåéäåì ê ïðîâåðêå ñâîéñòâà (D4):

d0
s+1(Ds(w)) = d0

s+1
(
d(0, l2, l2)(Ds(d

ε
s+t(w)))

)
=

= d(0, l2︸︷︷︸
t−1

)
(
d0
s+1(Ds(d

ε
s+t(w)))

)
=
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= d(0, l2︸︷︷︸
t−1

)(d(l1, (t− 1)l2︸ ︷︷ ︸
t−1

)(dεs+t(w))) = d( 0︸︷︷︸
s

, tl2︸︷︷︸
t

)(w).

À òåïåðü â äîïîëíåíèå ê ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïðèìåíèì (70), (71)

è (17):

d1
s+1(Ds(w)) = d1

s+1
(
d(0, l2, l2)(Ds(d

ε
s+t(w)))

)
=

= d(0, l2)
(
d1
s+1(Ds(d

ε
s+t(w)))

)
=

= d(0, l2) (W (u,Fs(dεs+t(w)))) =

= d(0, l2) (W (u, dεt(v)))) = W (u, v).

Äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâà (D5) ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ñíà÷àëà ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî j = s+ t. Òîãäà â âèäó âûðîæäåííîñòè Ds(w) è ôîðìóëû (69)

èìååì

dεs+t+1(Ds(w)) = Ds(w) = d(0, l2, l2)(Ds(d
ε
s+t(w))).

Åñëè j < s+t, òîãäà ÒÑ êóá dεj(w) � âûðîæäåí è ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü

ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè è ôîðìóëó (69), çàìåíèâ t íà t− 1:

dεj+1(w)(Ds(w)) = d(0, l2, l2︸︷︷︸
t−1

)
(
dεj+1(Ds(d

ε
s+t(w)))

)
=

= d(0, l2, l2︸︷︷︸
t−1

)(d(0, l2, l2︸︷︷︸
t−2

)
(
Ds(d

ε
j(d

ε
s+t(w)))

)
=

= d(0, l2, l2︸︷︷︸
t−1

)
(
Ds(d

ε
j(w))

)
.

Òåïåðü îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé íåâûðîæäåííîãî ÒÑ êóáà w òàêîãî,

÷òî ν(w) 6 s, dim (Fs(w)) = dim v = t. Âîçüìåì ñåìåéñòâî ÒÑ êó-

áîâ {dεs+j(w)|j = 1, t, ε = 0, 1}. Î÷åâèäíî, ÷òî ν(dεs+jw) 6 s äëÿ âñåãî

ñåìåéñòâà. Ïðè ýòîì ôîðìóëà (12) äàåò

(∀ j=1,t) (∀ ε=0,1) Bs(dεs+j(w)) = Bs(w) = u,

Fs(dεs+j(w)) = dεj(Fs(w)) = dεj(v). (72)
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì ñåìåéñòâî ïóíêòèðîâàííûõ ÒÑ êó-

áîâ

{Ds(d
ε
s+j(w))|j = 1, t, ε = 0, 1}, (73)

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì (D1) − (D6). Êàê è ïðè äîêà-

çàòåëüñòâå òåîðåìû 1, îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî ñåìåéñòâî

{d( 0︸︷︷︸
s+1

, 1︸︷︷︸
t−1

(Ds(d
ε
s+j(w)))|j = 1, t, ε = 0, 1} îïðåäåëÿåò òîëåðàíò-

íîå îòîáðàæåíèå

Ds(w, ∂v) :
s
×
i=1

Im(i)(u) × I2(t−1)·l2+1−1 × ∂
(

t
×
j=1

I2M (j)(∂v)+1

)
−→ (E, τ),

ãäåM (j)(∂v) = 2(t−1)·l2(m(s+j)(w)+1)−1. Âûïîëíåííîå 1-êðàòíîå ïîëíîå

äâîéíîå çàìåäëåíèå ìîæíî íå ñ÷èòàòü îòäåëüíî, à ó÷èòûâàòü åãî â ïî-

ñëåäóþùèõ çàìåäëåíèÿõ. Îòîáðàæåíèå Ds(w, ∂v) íàäî ðàñïðîñòðàíèòü

íà âåñü Ò êóá ñ ïîìîùüþ íåîáõîäèìûõ çàìåäëåíèé òàê, ÷òîáû óäîâëå-

òâîðèòü óñëîâèÿì (D1)− (D6). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, êîìáèíèðóÿ ìåòîäû

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 4. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìå-

íåíèå ýòèõ ìåòîäîâ, âûïîëíèâ ïåðâûé (è îäíîâðåìåííî îáùèé) øàã ïî-

ñòðîåíèÿ èñêîìîãî îòîáðàæåíèÿ. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü òîëå-

ðàíòíûå îòîáðàæåíèÿ

D(r,k)
s (w) :

r−1
×
i=1

Im(i)(u)× {( k(r)

M(r)(u)
, 0︸︷︷︸
s−r

)|k(r)=0,k} × IM(r,k)×
t
×
j=1

IM (j)(r,k) −→ E

r = 1, s, k = 0,m(r)(u), M(r, k) = 2
(t−1)·l2+2(

r−1∑
i=1

M (i)(u)+k)+1
− 1,

M (j)(r, k) = 2
2(
r−1∑
i=1

M (i)(u)+k)
(M (j)(∂v) + 1)− 1.

Ýòè îòîáðàæåíèÿ äîëæíû áûòü ïîñòðîåíû òàê, ÷òîáû îòîáðàæå-

íèå D
(r,k)
s (w) ïðîäîëæàëî áû îòîáðàæåíèå d( 0︸︷︷︸

r

, 2︸︷︷︸
t+1

(
D

(r,k−1)
s (w)

)
, è

D
(r,m(r)(u))
s (w) = D

(r+1,0)
s (w), à îòîáðàæåíèå D

(s,m(s)(u))
s (w) = Ds(w) óäî-

âëåòâîðÿëî áû âñåì ñâîéñòâàì (D1)− (D6).
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ D
(1,0)
s (w) çàìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ

ñåìåéñòâà (73) â ÷àñòè ñâîéñòâà (D3), ñ ó÷åòîì (72) è áåç ó÷åòà çàìåäëå-

íèÿ d(0, 1) äàåò íàì ñëåäóþùåå:

Ds(w, ∂v)|k(1)=...=k(s)=0 = (∂v)∨(t−1)l2.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü

D(1,0)
s (w) = v∨(t−1)l2,

÷òî â ïîñëåäñòâèè îáåñïå÷èò ñâîéñòâî (D3) äëÿ Ds(w).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ w0,1 â äîêàçàòåëü-

ñòâå òåîðåìû 1, ìû ñòðîèì îòîáðàæåíèå

D(1,1)′
s (w) : {( k(1)

M(1)(u)
, 0︸︷︷︸
s−1

)|k(1)=0,1} × IM(1,0) ×
t
×
j=1

I22(M (j)(∂v)+1)−1 −→ (E, τ),

êîòîðîå ïðîäîëæàåò d( 0︸︷︷︸
s+1

, 2︸︷︷︸
t−1

)(Ds(∂v)) è d( 0︸︷︷︸
s+1

, 2︸︷︷︸
t

)(D
(1,0)
s (w)) è óäî-

âëåòâîðÿåò ïî ïîñòðîåíèþ àíàëîãàì óñëîâèé (D1), (D2), (D3) è (D5), íî

íå (D4). Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ àíàëîãà óñëîâèÿ (D4) äîëæíû ñòîÿòü îòîáðà-

æåíèå d(0, (t− 1)l2 + 2)(w) è îòîáðàæåíèå w0,1, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëü-

òàòîì ïåðâîãî øàãà â ïîñòðîåíèè îòîáðàæåíèÿW (u, v) â äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 1. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü ýòèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íàäî ïîä-

ïðàâèòü îòîáðàæåíèå

d( 0︸︷︷︸
s

, 2, 0︸︷︷︸
t

)(D(1,1)′
s (w))

òåì æå ñïîñîáîì, êàêîé áûë èñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè îòîáðàæåíèÿ

Uk+1(v) â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 4. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì èñ-

êîìîå îòîáðàæåíèå D
(1,1)
s (w). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 çàâåðøåíî. �
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ÓÄÊ 513.6

C.È. ÍÅÁÀËÓÅÂ, È.À. ÊËßÅÂÀ, Ì.Í. ÑÓÑÈÍ

Ïîñòðîåíèå ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîëåðàíòíîãî

ðàññëîåíèÿ

Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå ñòðîèòüñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ëåðå-Ñåððà òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ. Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèå ðà-

áîòû [4] è íàñëåäóåò âñå åå ðåçóëüòàòû è îáîçíà÷åíèÿ. Íàìè òàêæå èñ-

ïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ïóíêòèðîâàííûõ òîëåðàíòíûõ êóáè÷åñêèõ ñèíãóëÿð-

íûõ (ÒÊÑ) ãîìîëîãèé, ðàçâèòàÿ â ðàáîòå [3].
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Ïóñòü p : ((E, τ), x0) → ((B, τ), b0) � ïóíêòèðîâàííîå òîëåðàíò-

íîå ðàññëîåíèå ñ ëèíåéíî ñâÿçíûìè áàçîé (B, τ) è ñëîåì (F, τ), ãäå

F = p−1(b0). Äëÿ êàæäîãî òîëåðàíòíîãî ñèíãóëÿðíîãî (ÒÑ) êóáà u :
n
×
i=1

Im(i)(u) → E â [4] áûë îïðåäåëåí âåñ ν(u) êóáà u, óäîâëåòâîðÿþùèé

ñâîéñòâàì

0 6 ν(u) 6 n = dimu, (1)(
∀ j = 1, ν(u)

) (
∀ ε = 0, 1

)
ν(dεj(u)) < ν(u), (2)(

∀ j = ν(u) + 1, n
) (
∀ ε = 0, 1

)
ν(dεj(u)) = ν(u). (3)

Â ãðóïïå ïóíêòèðîâàííûõ ÒÊÑ öåïåé C• = C•(E) äëÿ êàæäîãî öåëî-

ãî s ∈ Z îïðåäåëèì ïîäãðóïïó

Cs df
= 〈 u | u− íåâûðîæäåííûé ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá, ν(u) 6 s〉 ,

ãäå ñêîáêè 〈. . .〉 îçíà÷àþò ãðóïïîâîå ïîðîæäåíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ è

ñâîéñòâ âåñà ñëåäóåò, ÷òî

s < 0⇒ Cs = 0,
⋃
s

Cs = C•, Cs ⊂ Cs+1, ∂(Cs) ⊂ Cs,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî {Cs} ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôèëüòðàöèåé öåïíîãî

êîìïëåêñà C•. Òàê êàê öåïè C• ãðàäóèðîâàííû ïî ðàçìåðíîñòÿì ÒÑ êó-

áîâ, òî è âñå Cs áóäóò ãðàäóèðîâàííû:

Cs =
⊕
n>0

(Cs ∩ C•n) =
⊕
n>0

Cs
n.

Ïóñòü c ∈ C• îòëè÷íàÿ îò íóëÿ îäíîðîäíàÿ öåïü, c =
∑
αiui, òîãäà åå

âåñ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ν(c)
df
= min {s ∈ Z| c ∈ Cs} = max {ν(ui) | αi 6= 0} ,

è äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

0 6 ν(c) 6 dim c. (4)
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Ôèëüòðàöèþ {Cs}, óäîâëåòâîðÿþùóþ ýòîìó ñâîéñòâó, íàçûâàþò ðåãó-

ëÿðíîé (ñì.[5, ãë.8, ï.11]).

Ðàññìîòðèì ïðèñîåäèíåííóþ ãðàäóèðîâàííóþ ãðóïïó

G(C•) =
⊕
s

Ĉs, Ĉs df
= Cs/Cs−1 =

⊕
n>0

Ĉs
n, Ĉ

s
n
df
= Cs

n/C
s−1
n ,

è ñâÿçàííûå ñ íåé êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåïíûõ êîìïëåê-

ñîâ

0→ Cs−1 ↪→ Cs → Ĉs → 0,

êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íûå ãîìîëîãè÷åñêèå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè

HH
HH

HY

H(Ĉs)

��
����

H(Cs)-H(Cs−1)
. (5)

j

i

k

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû îïðåäåëèì ãðàäóèðîâàííûå ãðóïïû

D =
⊕
s

Ds, Ds
df
= H(Cs), E =

⊕
s

Es, Es
df
= H(Ĉs),

òî ãîìîìîðôèçìû â äèàãðàììå (5) îïðåäåëÿþò îäíîðîäíûå ãîìîìîðôèç-

ìû ñòåïåíåé 1,0,-1 ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå çàäàþò òî÷íóþ ïàðó (ñì.[5,

ãë.8, ï.4])

E(C•) = 〈D, E ; i, j, k〉 ,

àññîöèèðîâàííóþ ñ êîìïëåêñîì C• è ðåãóëÿðíîé ôèëüòðàöèåé {Cs}.
Òàê êàê äèôôåðåíöèàëüíûå ãðóïïû Cs è Ĉs ãðàäóèðîâàííû ïî ðàç-

ìåðíîñòè ÒÑ êóáîâ è ÿâëÿþòñÿ öåïíûìè êîìïëåêñàìè, òî íà ãðóïïàõ

D è E â òî÷íîé ïàðå E(C•) ìîæíî îïðåäåëèòü äâîéíóþ ãðàäóèðîâêó

D =
⊕
s,t
Ds,t, E =

⊕
s,t
Es,t ñ îäíîðîäíûìè ïðÿìûìè ñëàãàåìûìè âèäà:

Ds,t
df
= Hs+t(C

s), Es,t
df
= Hs+t(Ĉ

s).
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Ïðè ýòîì, ãîìîìîðôèçì

i : Hs−1+t(C
s−1)→ Hs−1+t(C

s) = Hs+(t−1)(C
s)

èìååò ñòåïåíü deg i = (1,−1); ãîìîìîðôèçì

j : Hs+(t−1)(C
s)→ Hs+(t−1)(Ĉ

s)

èìååò ñòåïåíü deg j = (0, 0); è íàêîíåö, ãîìîìîðôèçì

k : Hs+(t−1)(Ĉ
s)→ Hs+t−1−1(C

s−1) = H(s−1)+(t−1)(C
s−1)

èìååò ñòåïåíü deg k = (−1, 0).

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ (4) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîé-

ñòâà
(∀s < 0) Cs = 0,

(∀t < 0) C•s ⊂ Cs,

îòêóäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî Ds,t = 0, ïðè s < 0. À ïðè t < 0 èìååì

s+ t = n 6 s− 1 ⇒ Cs
n ⊂ Cn

n ⊂ Cs−1
n ⇒ Ĉs

n = Cs
n/C

s−1
n = 0.

Èòàê, òî÷íàÿ ïàðà E(C•) = 〈D, E ; i, j, k〉, àññîöèèðîâàííàÿ ñ öåïíûì

êîìïëåêñîì C• ñ ðåãóëÿðíîé ôèëüòðàöèåé {Cs}, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâàì

deg i = (1,−1), deg j = (0, 0), deg k = (−1, 0);

(∀s < 0) Ds,t = 0;

(∀t < 0) Es,t = 0.

(5)

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè (ñì.[5, ãë.8, ï.6]), äâàæäû ãðàäóèðî-

âàííàÿ òî÷íàÿ ïàðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì (6), íàçûâàåòñÿ ðåãó-

ëÿðíîé ∂-ïàðîé.

Äëÿ ñòåïåíåé ãîìîìîðôèçìîâ â ïðîèçâîäíûõ òî÷íûõ ïàðàõ Em(C•) =

=
〈
Dm, Em; i(m), j(m), k(m)

〉
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

deg i(m) = deg i = (1,−1);

deg j(m) = deg j − (m− 1) · deg i = (−m+ 1,m− 1);

deg k(m) = deg k = (−1, 0);

deg d(m) = deg j + deg k − (m− 1)deg i = (−m,m− 1),

(6)
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ãäå deg d(m) = j(m) ◦ k(m) � ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì â äèôôåðåíöèàëü-

íîé ãðóïïå Em.
Ïðèìåíèì îáùóþ òåîðèþ ðåãóëÿðíûõ ∂-ïàð (ñì.[5, ãë.8, ï.6]) ê òî÷íîé

ïàðå E = E(C•). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

H(E)
df
=
⊕
n

Hn(E), Hn(E)
df
= Dn+1,−1 = Hn(C

n+1);

ϕs,t
df
= it+1| Ds,t : Ds,t → Hs+t(E),

Hs,t(E)
df
= ϕs,t(Ds,t) = Dt+2

s+t+1,−1 ⊂ Hs+t(E), t > 0.

Èìååòñÿ èçîìîðôèçì

Hs,t(E)/Hs−1,t+1(E) ∼= E∞s,t. (7)

Âëîæåíèÿ C•s ⊂ Cs ⊂ C• èíäóöèðóþò èçîìîðôèçìû

hn+1,−1 : Hn(E) ∼= Hn(C
•) = Hn(E).

Â ðåçóëüòàòå ñ ïîìîùüþ (8) ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ãðóïïà Hn(E) èìååò ôèëüòðàöèþ ñëåäóþùåãî âèäà

Hn(E) = Hn,0(E) ⊃ Hn−1,1(E) ⊃ . . . ⊃ H0,n(E) ⊃ H−1,n+1(E) = 0,

à ïðèñîåäèíåííàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ ãðóïïà GHn(C
•) = GHn(E) ýòîé

ôèëüòðàöèè èçîìîðôíà ãðóïïå
∑

s+t=n
E∞s,t, ïðè ÷åì

Hs,t(E)/Hs−1,t+1(E) ∼= E∞s,t.

Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ ñïåê-

òðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Em =
⊕
s,t
Ems,t| m > 1}, îïðåäåëÿåìàÿ òî÷-

íîé ïàðîé E(C•).

Íàøà öåëü � èçó÷åíèå ñòðîåíèÿ äâóõ ïåðâûõ ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè: E = E1 è E2.
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Ïîñêîëüêó E =
⊕
s,t
Es,t, à Es,t = Hs+t(Ĉs), òî ñëåäóåò íà÷àòü ñ ðàñ-

ñìîòðåíèÿ Ĉs =
∑
n>0

Cs
n/C

s−1
n . Ïóñòü u � ñâîáîäíûé îáðàçóþùèé ýëåìåíò

ãðóïïû Cs
n, îáîçíà÷èì ÷åðåç [u] ñìåæíûé êëàññ [u] = u+ Cs−1

n ∈ Ĉs
n. Èç

ñâîéñòâ âåñà ν(u) ñëåäóåò, ÷òî ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì ∂ â Ĉs îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂n([u]) =
n∑

j=s+1

(−1)j
([
d0
j(u)

]
−
[
d1
j(u)

])
∈ Ĉs

n−1. (8)

Â [4] äëÿ âñÿêîãî ïóíêòèðîâàííîãî ÒÑ êóáà u :
n
×
i=1

Im(i)(u) → E ðàçìåðíî-

ñòè n = s+t òàêîãî, ÷òî ν(u) 6 s, áûëè îïðåäåëåíû äâà ïóíêòèðîâàííûõ

ÒÑ êóáà:

Bs(u) :
s
×
i=1

Im(i)(u) → B, Fs(u) :
s+t
×

i=s+1
Im(i)(u) → F,

êîòîðûå îáëàäàþò ðÿäîì î÷åâèäíûõ ñâîéñòâ:

ν(u) < s⇒ Bs(u) − âûðîæäåí; (9)

u − âûðîæäåí, t = 0⇒ Bs(u) − âûðîæäåí; (10)

u − âûðîæäåí, t > 0⇒ Fs(u) − âûðîæäåí; (11)

(∀j > s)(∀ε = 0, 1) Bs
(
dεj(u)

)
= Bs(u), Fs

(
dεj(u)

)
= dεj−s (Fs(u)) . (12)

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 èç [4], âñÿêèé ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá â

((B, τ), b0) ìîæåò áûòü ïîäíÿò â ((E, τ), x0) äî íàêðûâàþùåãî åãî ïóíê-

òèðîâàííîãî ÒÑ êóáà ïîñëå ïîëíîãî äâîéíîãî çàìåäëåíèÿ ïîäõîäÿùåé

êðàòíîñòè. Òàê êàê òàêèå êðàòíîñòè îáðàçóþò íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî

öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, òî ñðåäè íèõ èìååòñÿ ìèíèìàëüíûé ýëå-

ìåíò. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàäèì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ êàæäîãî ïóíêòèðîâàííîãî ÒÑ êóáà u â ((B, τ), b0)

íàçîâåì ãðàíèöåé íàêðûòèÿ ÒÑ êóáà u íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî
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l1(u), ÿâëÿþùååñÿ ìèíèìàëüíîé êðàòíîñòüþ ïîëíîãî äâîéíîãî çàìåäëå-

íèÿ u∨l1(u), èìåþùåãî â ((E, τ), x0) ïóíêòèðîâàííûé íàêðûâàþùèé ÒÑ

êóá w òàêîé, ÷òî p ◦ w = u∨l1(u).

Ýòà ãðàíèöà íàêðûòèÿ îáëàäàåò î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè:

(∀l > l1(u)) l1(u
∨l) = 0; (13)(

∀j = 1, dim u
) (
∀ε = 0, 1

)
l1(d

ε
j(u)) 6 l1(u); (14)

l1(u) = 0⇒
(
∀j = 1, dim u

) (
∀ε = 0, 1

)
l1(d

ε
j(u)) = 0. (15)

Ðàññìîòðèì â Q•n(B) ïîäãðóïïó

Qp
n(B)

df
= 〈 u| u− íåâûðîæäåííûé ÒÑ êóá èç Q•n(B) è l1(u) = 0 〉 ,

ñâîáîäíî ïîðîæäåííóþ íåâûðîæäåííûìè ïóíêòèðîâàííûìè ÒÑ êóáàìè,

èìåþùèìè ïóíêòèðîâàííûå íàêðûòèÿ â ((E, τ), x0), è íàçîâåì å¼ ãðóï-

ïîé íàêðûòûõ ïóíêòèðîâàííûõ ÒÊÑ öåïåé ðàçìåðíîñòè n. Ïóñòü äàëåå

Dp
n(B)

df
= 〈 u| u− âûðîæäåííûé ÒÑ êóá èç Q•n(B) è l1(u) = 0 〉 =

= Qp
n(B) ∩D•n(B)

Èç ñâîéñòâ ãðàíèöû íàêðûòèÿ ñëåäóåò, ÷òî

∂n (Qp
n(B)) ⊂ Qp

n−1(B), ∂n (Dp
n(B)) ⊂ Dp

n−1(B).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì öåïíîé êîìïëåêñ

Cp(B) = {Cp
n(B) = Qp

n(B)/Dp
n(B), ∂n}n>0

íàêðûòûõ ïóíêòèðîâàííûõ ÍÒÊÑ öåïåé, êîòîðûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-

ìîðôèçìà (Íåòòåð) ÿâëÿåòñÿ ïîäêîìïëåêñîì â C•(B). Ãðóïïû Zp
n =

= Ker∂n è Bp
n = Im∂n+1 íàçîâåì ñîîòâåòñòâåííî ãðóïïàìè íàêðûòûõ

öèêëîâ è ãðàíèö â Cp(B). À ãðóïïû ãîìîëîãèé Hp
n(B) = Zp

n/B
p
n, n > 0

íàçîâåì ãðóïïàìè íàêðûòûõ ÒÊÑ ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà ((B, τ), b0).
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Òåîðåìà 2. Ãðóïïû ïóíêòèðîâàííûõ ÒÊÑ ãîìîëîãèé H•(B) =

=
⊕
n>0

H•n(B) è ãðóïïû íàêðûòûõ ÒÊÑ ãîìîëîãèé Hp(B) =
⊕
n>0

Hp
n(B)

èçîìîðôíû äðóã äðóãó, ò.å. (∀n > 0)(∃ϕn : H•n(B) ∼= Hp
n(B)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà c =
∑
αiui â C

•
n(B) îïðåäå-

ëèì ãðàíèöó íàêðûòèÿ l1(c)
df
= max {l1(u) | αi 6= 0} , l1(0)

df
= 0. Ñîãëàñíî

ñâîéñòâàì ãðàíèöû íàêðûòèÿ, èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà

l1(∂c) 6 l1(c),

(∀l > l1(c)) c
∨l ∈ Cp

n(B)).

Îïðåäåëèì òåïåðü ãðàäóèðîâàííîå îòîáðàæåíèå íóëåâîé ñòåïåíè:

ϕ = {ϕn : H•n(B)→ Hp
n(B)}n>0 , ϕn(z +B•n) = z∨l1(z) +Bp

n, (16)

ãäå z ∈ Z•n(B) � ïðîèçâîëüíûé öèêë. Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè îïðå-

äåëåíèÿ (17) âîçüìåì äâà ãîìîëîãè÷íûõ öèêëà z, z′ ∈ Z•n(B), z − z′ =

= ∂n+1c, c ∈ C•n+1(B). Îïðåäåëèì l
df
= max{l1(z), l1(z

′), l1(c)} è , âîñïîëü-
çîâàâøèñü ñâîéñòâàìè ãðàíèöû íàêðûòèÿ, ïîëó÷èì

z∨l − z′∨l = (∂n+1c)
∨l = ∂n+1(c

∨l) ∈ Bp
n,

òî åñòü èìååì ãîìîëîãè÷íîñòü z∨l
p∼ z′∨l â Cp(B). Äàëåå áóäåì èñïîëüçî-

âàòü óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðåäëîæåíèþ 7 ðàáîòû [3]:

(∀z ∈ Zp
n) (∀l ∈ N ∪ {0}) z∨l − z ∈ Bp

n. (17)

Ïðèìåíèì (18):

z∨l = (z∨l1(z))∨(l−l1(z)) p∼ z∨l1(z),

z′∨l = (z′∨l1(z
′))∨(l−l1(z′)) p∼ z′∨l1(z

′).

À òàê êàê ãîìîëîãè÷íîñòü òðàíçèòèâíà, òî z∨l1(z)
p∼ z′∨l1(z

′), ÷òî è äîêà-

çûâàåò êîððåêòíîñòü (17).
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Ïîêàæåì òåïåðü ãîìîìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ. Âîçüìåì äâà ïðîèç-

âîëüíûõ öèêëà z1, z2 ∈ Z•n(B). Îáîçíà÷èì

l(z1, z2) = max{l1(z1), l1(z2)} > l1(z1 + z2).

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè l(z1, z2) = l1(z1) > l1(z2). Òîãäà èñïîëüçóÿ

(17), (18) è ñâîéñòâà ãðàíèöû íàêðûòèÿ, ïîëó÷àåì

ϕn(z1 +B•n + z2 +B•n) = ϕn(z1 + z2 +B•n) =

= z
∨l1(z1)
1 + (z

∨l1(z2)
2 )∨(l1(z1)−l1(z2)) +Bp

n =

= ϕn(z1 +B•n) + ϕn(z2 +B•n).

Äëÿ ïðîâåðêè èíúåêòèâíîñòè ϕ âîçüìåì z +B•n ∈ Ker ϕn. Òîãäà

z∨l1(z) ∈ Bp
n = ∂n+1(C

p
n+1(B)) ⊂ ∂n+1(C

•
n+1(B)) = B•n.

Òàê êàê èç ïðåäëîæåíèÿ 8 â [3] ñëåäóåò, ÷òî z−z∨l1(z) ∈ B•n, òî z+B•n =0.

×òîáû ïðîâåðèòü ñþðúåêòèâíîñòü ϕ, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò

z +Bp
n ∈ Hp

n(B). Òàê êàê z ∈ Zp
n ⊂ Z•n è l1(z) = 0, òî

ϕn(z +B•n) = z∨l1(z) +Bp
n = z +Bp

n.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 2 ïîçâîëÿåò âìåñòî Hp(B) èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå H(B).

Ðàññìîòðèì öåïíîé êîìïëåêñ

Ks df
= Cp

s (B)⊗ C•(F ) =
⊕
n>0

(Cp
s (B)⊗ C•n−s(F )),

ñ ãðàíè÷íûì ãîìîìîðôèçìîì ∂F , êîòîðûé íà îáðàçóþùèõ a ⊗ b â Ks

îïðåäåëåí ôîðìóëîé

∂F (a⊗ b) df
= (−1)sa⊗ ∂b. (18)

Îïðåäåëèì òåïåðü ãîìîìîðôèçì ϕ : Cs → Ks íà ñâîáîäíûõ îáðàçó-

þùèõ

ϕ(w)
df
= u⊗ v, u = Bs(w), v = Fs(w).
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Çàìåòèì , ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ u = Bs(w)
df
= p ◦ (w|k(s+1)=...=k(s+t)=0),

ïðè ýòîì w|k(s+1)=...=k(s+t)=0 �ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá â ((E, τ), x0). Ïî-

ýòîìó

u = Bs(w) ∈ Cp
s+t(B), l1(u) = l1(Bs(w)) = 0, (19)

òàê ÷òî ýëåìåíò u ⊗ v ∈ Cp
s (B) ⊗ C•(F ) = Ks. Åñëè w = 0, òî åñòü

w ∈ D•n(E), òîãäà ëèáî Bs(w) = u ∈ Dp
s(B) è u = 0, ëèáî Fs(w) = v ∈

D•n−s(F ) è v = 0. Ýòî äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ϕ. Èç (10)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ w ∈ Cs−1 èìååì ϕ(w) = 0 ⊗ v = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

ϕ(Cs−1) = 0. Ïîýòîìó îïðåäåëåí èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì

ϕ̂ : Ĉs → Ks, ϕ̂([w])
df
= u⊗ v, u = Bs(w), v = Fs(w). (20)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (10), (20), (13), (19), ïîëó÷àåì

(ϕ̂ ◦ ∂)([w]) = (∂F ◦ ϕ̂)([w]).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ϕ̂ ÿâëÿåòñÿ öåïíûì îòîáðàæåíèåì. Äëÿ êàæäîé ïàðû

öåëûõ ÷èñåë (s, t) öåïíîå îòîáðàæåíèå ϕ̂ èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì

ψs,t : Hs+t(Ĉ
s)→ Hs+t(K

s).

Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì Hs+t(Ĉ
s) = Es,t, à òàê êàê Cp

s (B) � ñâîáîäíàÿ

ãðóïïà, òî Hs+t(K
s) = Cp

s (B) ⊗ Ht(F ). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ ãîìî-

ìîðôèçì

ψs,t : Es,t → Cp
s (B)⊗ Ht(F ).

Ïðåæäå ÷åì èçó÷àòü ýòîò ãîìîìîðôèçì, äîêàæåì ïðåäëîæåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 1. Èìååòñÿ öåïíàÿ ãîìîòîïèÿ öåïíûõ îòîáðàæåíèé

d(0, 1) ' 1Ĉs, (21)

ñëåäñòâèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî

(∀z ∈ Zn(Ĉs)) (∀l ∈ N ∪ {0})

d( 0︸︷︷︸
s

, l︸︷︷︸
t=n−s

)(z)− z ∈ Bn(Ĉ
s).

(22)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Âûïîëíèì ïîñòðîåíèÿ, ïîäîáíûå òåì, ÷òî áûëè â äîêàçàòåëüñòâå òåî-

ðåìû 4 ñòàòüè [3]. Ïóñòü u :
n
×
i=1

Im(i) → E � ïðîèçâîëüíûé ÒÑ êóá ðàç-

ìåðíîñòè n. Î÷åâèäíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

u − âûðîæäåííûé⇒ d( 0︸︷︷︸
s

, 1︸︷︷︸
n−s

)(u) − âûðîæäåííûé;

u − ïóíêòèðîâàííûé⇒ d( 0︸︷︷︸
s

, 1︸︷︷︸
n−s

)(u) − ïóíêòèðîâàííûé;

ν(d( 0︸︷︷︸
s

, 1︸︷︷︸
n−s

)(u)) = ν(u).

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî d( 0︸︷︷︸
s

, 1) îïðåäåëÿåò èíäóöèðîâàííûé îäíîðîäíûé

ãîìîìîðôèçì íóëåâîé ñòåïåíè

d( 0︸︷︷︸
s

, 1) : Ĉs → Ĉs.

Ñ ïîìîùüþ (9) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ öåïíîå ñâîéñòâî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà.

Îïðåäåëèì òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

δ(n,s;r) :
s
×
i=1

Im(i) ×
s+r
×

i=s+1
IM (i) × Im(s+r) ×

n
×

i=s+r+1
Im(i) →

n
×
i=1

Im(i),

r = 1, t, t = n− s, M (i) = 2m(i) + 1, i = s+ 1, s+ r,

δ(n,s;r)
(
k1

m(1) , . . . ,
ks
m(s) ,

ks+1

M (s+1) , . . . ,
ks+r
M (s+r) ,

k′s+r
m(s+r) , . . . ,

kn
m(n)

)
=

=

(
k1

m(1) , . . . ,
ks
m(s) ,

1

m(s+1) [
ks+1

2
], . . . ,

1

m(s+r) max{[ks+r
2

], k′s+r}, . . . ,
kn
m(n)

)
.

Äàëåå ðàññìîòðèì êîððåêòíî îïðåäåëåííûå ãîìîìîðôèçìû:

D(s)
n : C•n → C•n+1, n > 0,

D(s)
n (u+D•n(E))

df
=

n−s∑
r=1

(−1)r−1u ◦ δ(n,s;r) +D•n+1(E).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ν(u ◦ δ(n,s;r)) = ν(u) äëÿ âñåõ r = 1, n− s. Îòñþäà
ïîëó÷àåì

D(s)
n (Cs

n) ⊂ Cs
n+1, D(s)

n (Cs−1
n ) ⊂ Cs−1

n+1.



105

Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ãîìîìîðôèçìû D̂(s)
n : Ĉs

n → Ĉs
n+1, n > 0,

èíäóöèðîâàííûå D(s)
n . Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4[3] ïîëó÷àåòñÿ

ôîðìóëà

∂n+1 ◦ D(s)
n = d( 0︸︷︷︸

s

, 1)− 1C•n −D
(s)
n−1 ◦ ∂n,

èç êîòîðîé, ïåðåõîäÿ ê èíäóöèðîâàííûì ãîìîìîðôèçìàì, ïîëó÷èì

∂n+1 ◦ D̂(s)
n = d( 0︸︷︷︸

s

, 1)− 1Ĉsn − D̂
(s)
n−1 ◦ ∂n,

÷òî äîêàçûâàåò (22). Èç (22) ñëåäóåò (23) äëÿ l = 1. Íà ñëó÷àé ïðîèç-

âîëüíîãî l ñâîéñòâî (23) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî èíäóêöèè.�

Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë (s, t) ãîìîìîðôèçì ψs,t ÿâ-

ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì

ψs,t : Es,t ∼= Cp
s (B)⊗ Ht(F ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûé ãîìîìîðôèçì íà îáðàçóþùèõ

λ : Ks → Ĉs, λ(u⊗ v)
df
=
[
W (u, v)

]
= [w] , (23)

ãäå w = W (u, v) � ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá â ((E, τ), x0), îïðåäåëåííûé

â òåîðåìå 1 ñòàòüè [4]. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Ks è Cp(B) â íàøåì ñëó-

÷àå l1(u) = 0. Åñëè ÒÑ êóá u = u∨l1(u) âûðîæäåí, òî ïî ñâîéñòâó (W.2)

òåîðåìû 1[4] ν(w) < s, è çíà÷èò [w] = 0 â Ĉs. Åñëè æå ÒÑ êóá v âû-

ðîæäåí, òî ïî ñâîéñòâó (W.5) òåîðåìû 1[4] áóäåò âûðîæäåííûì ÒÑ êóá

w, è çíà÷èò [w] = [0] = 0. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå (24) êîððåêòíî.
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Ïðèìåíèì (24), (9) è ñâîéñòâî (W.4) â òåîðåìå 1[4] è ïîëó÷èì

∂ ◦ λ(u⊗ v) =
s+t∑

j=s+1
(−1)j

([
d0
j(W (u, v))

]
−
[
d1
j(W (u, v))

])
=

= (−1)s
t∑

j=1
(−1)j

(
[d( 0︸︷︷︸

s

, l2(u))(W (u, d0
j(v))) +D•s+t−1(E)] −

−[d( 0︸︷︷︸
s

, l2(u))(W (u, d1
j(v))) +D•s+t−1(E)]

)
=

= d( 0︸︷︷︸
s

, l2(u))(λ((−1)s(u⊗ ∂v))) =

= d( 0︸︷︷︸
s

, l2(u))(λ ◦ ∂F (u⊗ v)).

Èòàê, âìåñòî öåïíîãî ñâîéñòâà äëÿ λ èìååò ìåñòî ôîðìóëà

∂ ◦ λ(u⊗ v) = d( 0︸︷︷︸
s

, l2(u))(λ ◦ ∂F (u⊗ v)). (24)

Òåì íå ìåíåå ñâîéñòâà (25) îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ãî-

ìîìîðôèçì ãðóïï ãîìîëîãèé, èíäóöèðîâàííûé λ. Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì

ïðîèçâîëüíûé öèêë z =
∑
i∈I
αiui ⊗ vi ∈ Z(Ks) , ãäå I � êîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî, αi ∈ Z, è ∂F (z) = (−1)s
∑
i∈I
αiui ⊗ ∂vi = 0. Îáîçíà÷èì

I0
df
= {i ∈ I| ∂vi = 0} ; J

df
= I\I0;

{uj1, . . . , ujN}
df
− âñå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {ui| i ∈ J} ;

Jk
df
= {j ∈ J | uj = ujk} , k = 1, N.

Òîãäà

∂F (z) = (−1)s
N∑
k=1

ujk ⊗ (
∑
j∈Jk

αj∂vj) = 0. (25)

Òàê êàê âñå ýëåìåíòû ujk, k = 1, N , ðàçëè÷íû, à ãðóïïà Cp(B) ñâîáîäíà,

òî èç (26) ñëåäóåò, ÷òî

(∀k = 1, N) ∂(
∑
j∈Jk

αjvj) =
∑
j∈Jk

αj∂vj = 0. (26)



107

Ïðèìåíèì òåïåðü (25), (26), (27) è (19):

∂(λ(z)) = ∂(
∑
i∈I
αiλ(ui ⊗ vi)) =

∑
i∈I
αi∂ ◦ λ(ui ⊗ vi) =

=
∑
i∈I
αid( 0︸︷︷︸

s

, l2(ui))(λ ◦ ∂F (ui ⊗ vi)) =

=
∑
i∈I
αid( 0︸︷︷︸

s

, l2(ui))(λ((−1)s(ui ⊗ ∂vi))) =

= (−1)s
N∑
k=1

d( 0︸︷︷︸
s

, l2(ujk))(λ(ujk ⊗ (
∑
j∈Jk

αj∂vj))) = 0.

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî

λ(Z(Ks)) ⊂ Z(Ĉs). (27)

Ïóñòü òåïåðü èìååòñÿ öèêë, ÿâëÿþùèéñÿ ãðàíèöåé:

z ∈ Z(Ks), z = ∂F (
∑
i∈I

αiui ⊗ vi) =
∑
i∈I

αi∂F (ui ⊗ vi). (28)

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè

L
df
= max {l2(ui)| i ∈ I} .

Èç (28) ñëåäóåò, ÷òî λ(z) ∈ Z(Ĉs). Ýòî ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåä-

ëîæåíèåì 1 è ïîëó÷èòü ãîìîëîãè÷íîñòü λ(z)
Ĉs∼ d(0, L)(λ(z)). Ïðèìåíèì

(29) è öåïíîå ñâîéñòâî äëÿ d(0, l) â Ĉs:

d(0, L)(λ(z)) =
∑
i∈I
αid(0, L− l2(ui))(d(0, l2(ui))(λ ◦ ∂F (ui ⊗ vi))) =

= ∂(
∑
i∈I
αid(0, L− l2(ui))(λ(ui ⊗ vi))).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì λ(z)
Ĉs∼ d(0, L)(λ(z)) ∈ B(Ĉs), òî åñòü

λ(z) ∈ B(Ĉs). Èòàê,

λ(B(Ks)) ⊂ B(Ĉs). (29)
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Èç (28) è (30) ñëåäóåò, ÷òî ãîìîìîðôèçì λ èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì

ãîìîëîãèé, è â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë s, t èìååì èíäó-

öèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì

µs,t : Cp
s (B)⊗Ht(F )→ Es,t.

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ãîìîìîðôèçìîâ ψs,t ◦ µs,t. Îíà èíäóöèðîâàíà

êîìïîçèöèåé ϕ̂ ◦ λ â ðàçìåðíîñòè s+ t, ïðè ÷åì

ϕ̂ ◦ λ(u⊗ v) = ϕ̂(
[
W (u, v)

]
) = u⊗ v∨t·l2(u). (30)

Ïóñòü

z =
∑
i∈I

αiui ⊗ vi ∈ Z(Ks).

Îáîçíà÷èì ui1, . . . , uiN � âñå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû â {ui| i ∈ I}, à òàêæå
Ik

df
= {i ∈ I| ui = uik} , k = 1, N . Òîãäà

z =
N∑
k=1

uik ⊗ (
∑
i∈I

αivi) =
N∑
k=1

uik ⊗ fk, fk =
∑
i∈Ik

αivi. (31)

Ïîñêîëüêó z � öèêë, äåëàåì âûâîä:

∂F (z) = (−1)s
N∑
k=1

uik ⊗ ∂fk = 0⇒ (∀k = 1, N) ∂fk = 0,

òî åñòü fk ∈ Z(C•(F )). Îòñþäà ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 8 â [3],

(∀k = 1, N) (∀h > 0) (∃ck,h ∈ C•(F )) f∨hk = fk + ∂(ck,h). (32)

Òåïåðü ïðèìåíèì (31), (32), (33) è (19):

(ψs,t ◦ µs,t)(z +Bs+t(K
s)) =

N∑
k=1

uik ⊗ f
t·l2(uik )
k +Bs+t(K

s) =

=
N∑
k=1

uik ⊗ fk +
N∑
k=1

uik ⊗ ∂ck,t·l2(uik ) +Bs+t(K
s) =

= z + (−1)s∂F (
N∑
k=1

uik ⊗ ck,t·l2(uik )) +Bs+t(K
s) = z +Bs+t(K

s).
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Ñëåäîâàòåëüíî,

ψs,t ◦ µs,t = 1Hs+t(Ks) = 1Cps (B)⊗Ht(F ). (33)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãîìîìîðôèçì µs,t ◦ψs,t : Es,t → Es,t, èíäóöèðîâàííûé
ãîìîìîðôèçìîì

λ ◦ ϕ̂ : Ĉs → Ĉs, (λ ◦ ϕ̂)([w]) = λ(u⊗ v) =
[
W (u, v)

]
, (34)

ãäå u ∈ Bs(w), v = Fs(w). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

χ : w 7−→ (−1)sDs(w),

ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó (s+ t)-ìåðíîìó ïóíêòèðîâàííîìó ÒÑ êóáó w

â ((E, τ), x0), óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèþ ν(w) 6 s, íîâûé ïóíêòèðîâàí-

íûé (s + t + 1)-ìåðíûé ÒÑ êóá â ((E, τ), x0), îïðåäåëåííûé â òåîðåìå 3

ñòàòüè [4]. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó (D1) â òåîðåìå 3[4], èìååì ν(χ(w)) 6 s.

Åñëè ÒÑ êóá w âûðîæäåí è t > 0, òî ïî ñâîéñòâó (D6) âûðîæäåííûì

áóäåò è ÒÑ êóá χ(w). Åñëè æå w �âûðîæäåí è t = 0, òî ïî ñâîéñòâó

(D2) ïîëó÷àåì ν(χ(w)) < s. Åñëè ν(w) < s, òî è ν(χ(w)) < s. Èç âñåãî

ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå χ îïðåäåëÿåò îäíîðîäíûé ãîìîìîðôèçì

ñòåïåíè 1:

χ : Ĉs → Ĉs, χ([w]) = (−1)s
[
Ds(w)

]
. (35)

Ïðèìåíèì (36), (9), ñâîéñòâà (D4) è (D5) èç òåîðåìû 3[4]:

∂s+t+1(χ([w])) = ((−1)s((−1)s+1(d( 0︸︷︷︸
s

, t · l2(u))([w])− [W (u, v)])+

+
s+t+1∑
j=s+2

(−1)j(d( 0︸︷︷︸
s

, l2(u))([Ds(d0
j−1(w))])− d( 0︸︷︷︸

s

, l2(u))([Ds(d1
j−1(w))]))) =

= λ ◦ ϕ̂([w])− d( 0︸︷︷︸
s

, t · l2(u))([w])− d( 0︸︷︷︸
s

, t · l2(u))(χ(∂s+t([w]))).

Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ðàñïðîñòðàíèì ïî ëèíåéíîñòè íà ïðîèçâîëüíûå

öåïè â Ĉs è ïðèìåíèì ê ïðîèçâîëüíîìó öèêëó z =
∑
i∈I
αi[wi] ∈ Zs+1(Ĉ

s):

∂(χ(z)) = λ◦ϕ̂(z)−
∑
i∈I

αid(0, t · l2(ui))([wi])−
∑
i∈I

αid(0, l2(ui))(χ(∂([wi]))).

(36)
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Ïî óñëîâèþ èìååì

∂(z) =
∑
i∈I
αi

s+t∑
j=s+1

(−1)j([d0
j(wi)]− [d1

j(wi)]) =

=
∑
i∈I

s+t∑
j=s+1

1∑
ε=0

αi(−1)j+ε[dεj(wi)].
(37)

Îáîçíà÷èì

J
df
= {(i, j, ε)| i ∈ I, j = s+ 1, s+ t, ε = 0, 1, dεj(wi) /∈ Cs−1},

{dεkjk (wik)| k = 1, N}
df
− âñå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû â {dεj(wi)| (i, j, ε) ∈ J},

Jk
df
= {(i, j, ε) ∈ J | dεj(wi) = dεkjk (wik)}.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëó (38) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂(z) =
N∑
k=1

(
∑

(i,j,ε)∈Jk

αi(−1)j+ε)[dεkjk (wik)] = 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

(∀ k = 1, N)
∑

(i,j,ε)∈Jk

αi(−1)j+ε = 0. (38)

Èç (13) ñëåäóåò, ÷òî

(∀(i, j, ε) ∈ Jk) l2(ui) = l2(Bs(wi)) = l2(Bs(dεj(wi))) ≡
≡ l2(Bs(dεkjk (wik))) = l2(Bs(wik)) = l2(uik).

(39)

Èñïîëüçóÿ (39) è (40), âû÷èñëèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (37):∑
i∈I
αid(0, l2(ui))(χ(∂([wi]))) =

=
∑

(i,j,ε)∈J
αid(0, l2(ui))(−1)j+εχ([dεj(wi)]) =

=
N∑
k=1

d(0, l2(uik))((
∑

(i,j,ε)∈Jk
αi(−1)j+ε)χ([dεkjk (wik)])) = 0.

Ýòè âû÷èñëåíèÿ âìåñòå ñ (37) äàþò ãîìîëîãè÷íîñòü äâóõ öèêëîâ

(λ ◦ ϕ̂)(z)
Ĉs∼
∑
i∈I

αid(0, t · l2(ui))([wi]). (40)
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Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 èìååì:

∂s+t+1

(
D̂(s)
s+t(d(0, l)([wi]))

)
=

= d(0, l + 1)([wi])− d(0, l)([wi])− D̂(s)
s+t−1

(
∂s+t(d(0, l)([wi]))

)
.

(41)

Ïðîñóììèðóåì ýòî âûðàæåíèå ïî âñåì l = 0, t · l2(ui)− 1:

∂s+t+1

(
D̂(s)
s+t(

t·l2(ui)−1∑
l=0

d(0, l)([wi]))

)
= d(0, t · l2(ui))([wi])− [wi]−

−D̂(s)
s+t−1

(
∂s+t(

t·l2(ui)−1∑
l=0

d(0, l)([wi]))

)
.

(42)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå óìíîæàåì íà αi è ñóììèðóåì ïî i ∈ I ñ èñïîëüçî-
âàíèåì (40), (39):

∂s+t−1

(
D̂(s)
s+t(
∑
i∈I
αi

t·l2(ui)−1∑
l=0

d(0, l)([wi]))

)
=
∑
i∈I
αid(0, t · l2(ui))([wi])− z−

−D̂(s)
s+t−1

(
N∑
k=1

(
t·l2(uik )−1∑

l=0
d(0, l))(

∑
(i,j,ε)∈Jk

αi(−1)j+ε[dεkjk (wik)])

)
=

=
∑
i∈I
αid(0, t · l2(ui))([wi])− z.

Â ðåçóëüòàòå èìååì ãîìîëîãè÷íîñòü
∑
i∈I
αid(0, t · l2(ui))([wi])

Ĉs∼ z, ÷òî âìå-

ñòå ñ (41) äàåò ãîìîëîãè÷íîñòü (λ◦ϕ̂)(z)
Ĉs∼ z = 1Ĉs(z), èç êîòîðîé ñëåäóåò

µs,t◦ψs,t = 1Hs+t(Ĉs) = 1Es,t, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. �

Èçó÷èì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ òî÷íóþ ïàðó

E2(C•) =
〈
D2, E2; i(2), j(2), k(2)

〉
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâàæäû ãðàäóèðîâàííîé ãðóïïû E2 = ⊕
s,t
E2
s,t íåîáõîäèìî

âû÷èñëèòü ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì d = j ◦ k ãðóïïû E . Ýòîò ãðàíè÷-

íûé ãîìîìîðôèçì d ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà ψ èç òåîðåìû 3 ïåðåõîäèò

â ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì ãðóïïû ⊕
s,t

(Cp
s (B) ⊗Ht(F )). Íàéäåì ýòîò ãî-

ìîìîðôèçì.
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Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 2 ñòàòüè [4], ñîïîñòàâëåíèå êàæäî-

ìó ýëåìåíòó [ω] ∈ π(B, b0) àâòîìîðôèçìà Φ[ω] èç Aut(H(F )) îïðåäåëÿåò

äåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π(B, b0) áàçû (B, τ) ðàññëîåíèÿ

p : ((E, τ), x0)→ ((B, τ), b0) íà ãðóïïå ãîìîëîãèéH(F ) ñëîÿ F = p−1(b0).

Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà ⊕
s,t

(Cp
s (B)⊗Ht(F )) ñòðóêòóðó öåïíîãî êîì-

ïëåêñà Cp(B) ñ ëîêàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå ãîìîëîãèé H(F ).

Ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì ∂B îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü

u :
s
×
i=1

Im(i)(u)→ B � ïðîèçâîëüíûé ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá â ((B, τ), b0)

ñ óñëîâèåì l1(u) = 0, è ïóñòü h ∈ Ht(F ) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû

ãîìîëîãèé, òîãäà

∂B(u⊗ h)
df
=

s∑
j=1

(−1)j
(
d0
j(u)⊗ h− d1

j(u)⊗ Φ[σju](h)
)
, (43)

ãäå σju : Im(j)(u) → B � ïåòëÿ â ((B, τ), b0), îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé

σju(
kj

m(j)(u)
) = u(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

j−1

,
kj

m(j)(u)
, 0, . . . , 0), kj = 0,m(j).

Ãðàíè÷íîå ñâîéñòâî ∂B ◦ ∂B = 0 ïðîâåðÿåòñÿ ñòàíäàðòíî. Òàêèì îáðà-

çîì, èìååì öåïíîé êîìïëåêñ {(Cp
s ;H(F )), ∂B}s>0, ÷üè ãðóïïû ãîìîëîãèé

îáîçíà÷èì {Hs(B;H(F ))}s>0 è íàçîâåì ãðóïïàìè ãîìîëîãèé áàçû (B, τ)

ñ ëîêàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå ãîìîëîãèé H(F ) ñëîÿ (F, τ).

Ïðåäëîæåíèå 2. Îäíîðîäíûé ãîìîìîðôèçì ñòåïåíè (0,0)

ψ = ⊕
s,t
ψs,t : E = ⊕

s,t
Es,t ∼= Cp(B)⊗H(F ) = ⊕

s,t
(Cp

s (B)⊗Ht(F ))

ÿâëÿåòñÿ öåïíûì îòîáðàæåíèåì, òî åñòü ∂B ◦ ψ = ψ ◦ d.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Âîçüìåì â Cp(B)⊗H(F ) ïðîèçâîëüíóþ îáðàçóþùóþ âèäà u⊗ h, ãäå
u :

s
×
j=1

Im(j)(u)→ B �ïóíêòèðîâàííûé ÒÑ êóá â (B, τ) ñ óñëîâèåì

l1(u) = 0, à h � ýëåìåíò ãðóïïû ãîìîëîãèé H(F ). Ïóñòü

z =
∑
i∈I

αivi ∈ Z•t (F ) ⊂ C•t (F )
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ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì ãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà h, ò.å. z + B•t (F ) = h.

Ðàññìîòðèì (s+ t) -ìåðíóþ öåïü

c =
∑
i∈I

αiW (u, vi) ∈ C•s+t(E).

Ïðèìåíèì ôîðìóëû (24) è (34) è ïîëó÷èì

λ(u⊗ z) = [c] ∈ Ĉs, (44)

ψ−1(u⊗h) = µ(u⊗h) = λ(u⊗ z) +Bs+t(Ĉs) = [c] +Bs+t(Ĉs) ∈ Es,t. (45)

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ z ∈ Z•t (F ) è ôîðìóëû (24) ñëåäóåò, ÷òî u⊗ z ∈
Zs+t(K

s). Îòñþäà è èç (45), (28) áóäåì èìåòü

λ(u⊗ z) = [c] ∈ Zs+t(Ĉs) (46)

Èç ñâîéñòâà 1 â òåîðåìå 1[4] íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

c =
∑
i∈I

αiW (u, vi) ∈ Cs
s+t. (47)

Èç (47) è (48), ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè òî÷íîé ãîìîëîãè÷åñêîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè (ñì.[5],ãë.8,ï.2) ñëåäóåò, ÷òî

k([c] +Bs+t(Ĉs)) = ∂c+Bs−1+t(C
s−1) ∈ Hs−1+t(C

s−1),

j(∂c+Bs−1+t(C
s−1)) = [∂c] +Bs−1+t(Ĉ

s−1) ∈ Es−1,t,

d([c] +Bs+t(Ĉs)) = (j ◦ k)([c] +Bs+t(Ĉs)) = [∂c] +Bs−1+t(Ĉ
s−1) ∈ Es−1,t.

(48)

Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà: ∂c ∈ Cs−1, [∂c] ∈ Zs−1+t(Ĉ
s−1), â ÷åì

ìû ïîïóòíî óáåäèìñÿ íèæå ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè. Äëÿ öèêëà z èìååì

∂(
∑
i∈I
αivi) =

∑
i∈I

t∑
j=1

(−1)jαi(d
0
j(vi)− d1

j(vi)) =

=
∑
i∈I

t∑
j=1

1∑
ε=0

(−1)j+εαid
ε
j(vi) ∈ D•t (F ),

(49)
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òî åñòü â ïðàâîé ÷àñòè ÒÑ êóáû ëèáî ñîêðàùàþòñÿ, ëèáî âûðîæäåíû.

Èç (50) ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ 4, 5 â òåîðåìå 1[4] è ñëåäóåò, ÷òî

∂c =
∑
i∈I

t∑
j=1

1∑
ε=0

(−1)j+εαidεj(W (u, vi)) =

=
∑
i∈I

s∑
j=1

1∑
ε=0

(−1)j+εαidεj(W (u, vi))+

+
∑
i∈I

s+t∑
j=s+1

1∑
ε=0

(−1)j+εαid(0, l2(u))(W (u, dεj−s(vi))) =

=
∑
i∈I

s∑
j=1

1∑
ε=0

(−1)j+εαidεj(W (u, vi)).

Îòñþäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà 1 â òåîðåìå 1[4] è ñâîéñòâà (4) ïîëó-

÷èì ∂c ∈ Cs−1. À ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íîãî ãîìîìîðôèçìà ∂

â Ĉs è ñâîéñòâ 4, 5 â òåîðåìå 1[4] è (50) óáåæäàåìñÿ, ÷òî

∂([∂c]) = ∂

(∑
i∈I

s∑
j=1

1∑
ε=0

(−1)j+εαi

[
dεj(W (u, vi))

])
=

=
s∑
j=1

1∑
ε=0

(−1)j+ε
∑
i∈I

s−1+t∑
k=s

1∑
δ=0

(−1)k+δαi

[
dδk ◦ dεj(W (u, vi))

]
=

=
s∑
j=1

1∑
ε=0

(−1)j+εdεj

(∑
i∈I

s−1+t∑
k=s

1∑
δ=0

(−1)k+δαid(0, l2(u))([W (u, dδk+1−s(vi))])

)
=

=
s∑
j=1

1∑
ε=0

(−1)j+εdεj

(
(−1)s−1d(0, l2(u))

)(∑
i∈I

t∑
k=1

1∑
δ=0

(−1)k+δαi([W (u, dδk(vi))])

)
= 0.

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè f = [∂c] + Bs−1+t(Ĉ
s−1) ∈ Es−1,t, è ñ ó÷åòîì

(49) è (46) çàïèøåì f = (d ◦ ψ−1)(u⊗ h). Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò

(ψ ◦ d ◦ ψ−1)(u⊗ h) = ψ(f) = ϕ̂([∂c]) +Bs−1+t(K
s−1) (50)

ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ãîìîëîãèé öèêëà

g = ϕ̂([∂c]) =
∑
i∈I

s∑
j=1

(−1)jαi

(
Bs−1(d0

j(W (u, vi)))⊗Fs−1(d0
j(W (u, vi)))−

−Bs−1(d1
j(W (u, vi)))⊗Fs−1(d1

j(W (u, vi)))
)
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ãðóïïû Cp
s−1(F ) ⊗ C•t (F ) îòíîñèòåëüíî ãðàíè÷íîãî ãîìîìîðôèçìà ∂F .

Òàê êàê j 6 s, òî ñ ó÷åòîì l1(u) = 0, ïîëó÷àåì

Bs−1(d
ε
j(W (u, vi))) = p ◦ (dεj(W (u, vi))|k(s+1)=...=k(s+t)=0) =

= dεj(p ◦ (W (u, vi)|k(s+1)=...=k(s+t)=0)) = dεj(Bs(W (u, vi))) = dεj(u),

Fs−1(d
ε
j(W (u, vi)))

(
k(s+1)

M (1)(vi)
, . . . , k(s+t)

M (t)(vi)

)
=

= W (u, vi)(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, ε, 0, . . . , 0, k(s+1)

M (1)(vi)
, . . . , k(s+t)

M (t)(vi)
).

(51)

Åñëè â (52) âçÿòü ε = 0, òî èç îïðåäåëåíèÿ Fs è ñâîéñòâà (W.3) òåîðå-

ìû 1 èç [4] ñëåäóåò, ÷òî Fs−1(d
0
j(W (u, vi))) = Fs(W (u, vi)) = v

∨t·l2(u)
i . Â

ðåçóëüòàòå èìååì

g =
s∑
j=1

(−1)j

(
d0
j(u)⊗ (

∑
i∈I

αivi)
∨t·l2(u) − d1

j(u)⊗ yj

)
(52)

ãäå

yj =
∑
i∈I

αiFs−1(d1
j(W (u, vi))) (53)

Ïîñêîëüêó z =
∑
i∈I
αivi� öèêë â C•(F ), òî ïî (19) è ïðåäëîæåíèþ 8[3]

ïîëó÷àåì ãîìîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ∂F

d0
j(u)⊗

(
(
∑
i∈I

αivi)
∨t·l2(u)

)
Ks−1

∼ d0
j(u)⊗ (

∑
i∈I

αivi) = d0
j(u)⊗ z. (54)

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà (W.4) èç òåîðåìû 1[4]

ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî yj ∈ Z•(F ), j = 1, s. Íî â ýòîì íåò íåîáõîäè-

ìîñòè, òàê êàê ýòîò ôàêò áóäåò óñòàíîâëåí ïîçäíåå àâòîìàòè÷åñêè.

Âû÷èñëèì òåïåðü ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ yj +Bt(C
•(F )) = yj +Bt(F ).

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òîëåðàíòíóþ ïåòëþ σju. Òàê êàê ïî óñëîâèþ

l1(u) = 0, ÷òî îçíà÷àåò íàëè÷èå ïóíêòèðîâàííîãî ÒÑ êóáà w â ((E, τ), x0)

òàêîãî, ÷òî p ◦ w = u, òî p ◦ (σjw) = σju, è ñëåäîâàòåëüíî σju èìååò íà-

êðûâàþùóþ ïåòëþ σjw â ((E, τ), x0), è ïîýòîìó l(σju) = 2m(j)(u) <

< 2
s∑
i=1

m(i)(u) = l2(u). Oïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèåW
(l2(u))
σju , ñîïîñòàâ-

ëÿþùåå êàæäîìó ïóíêòèðîâàííîìó t -ìåðíîìó ÒÑ êóáó v â ((F, τ), x0)
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ïóíêòèðîâàííûé (t+ 1) -ìåðíûé ÒÑ êóá â ((E, τ), x0):

W
(l2(u))
σju (v)

(
k(j)

m(j)(u) ,
k(s+1)

M (1)(v) , . . . ,
k(s+t)

M (t)(v)

)
df
=

= W (u, v)(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, k(j)

m(j)(u) , 0, . . . , 0,
k(s+1)

M (1)(v) , . . . ,
k(s+t)

M (t)(v)).

(55)

Ïðîâåðèì, ÷òîW
(l2(u))
σju óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì 1�4 èç ïðåäëîæåíèÿ 2[4],

åñëè çàìåíèòü l(w) = l(σju) íà (l2(u)). Â ñàìîì äåëå, èç (55) è 3 â òåîðåìå

1[4] ñëåäóåò

d0
1(W

(l2(u))
σju (v)) = Fs(W (u, v)) = v∨t·l2(u).

À èç (56) è (W.1),(W.2) â òåîðåìå 1[4] ñëåäóåò(
p ◦W (l2(u))

σju

)
(v) = p

(
W (u, v)| (

j−1
× {0} × Im(j)(u) ×

s−j
× {0} ×

t
×
i=1

IM (i)(v))

)
=

= p

(
W (u, v)| (

j−1
× {0} × Im(j)(u) ×

s−j
× {0} ×

t
×{0})

)
=

= BsW (u, v)| (
j−1
× {0} × Im(j)(u) ×

s−j
× {0}) = u| (

j−1
× {0} × Im(j)(u) ×

s−j
× {0}) = σju.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ (56) è ñâîéñòâîì (W.4) èç òåîðåìû 1[4]

dε1+j′(W
(l2(u))
σju (v)) =

= dε1+j′

(
W (u, v)| (

j−1
× {0} × Im(j)(u) ×

s−j
× {0} ×

t
×
i=1

IM (i)(v))

)
=

= d( 0︸︷︷︸
s

, l2(u)︸︷︷︸
t−1

)

W (u, dεj′(v))|(
j−1
× {0} × Im(j)(u) ×

s−j
× {0} ×

t

×
i=1,t

i 6=j′

IM (i)(dε
j′(v))

)

 =

= d(0, l2(u))(W
(l2(u))
σju (dεj′(v))).

Íàêîíåö, ñâîéñòâî 4 ïðåäëîæåíèÿ 2[4] äëÿW
(l2(u))
σju ñëåäóåò èç (56) è ñâîé-

ñòâà 5 òåîðåìû 1[4]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü (45)[4], â

ðåçóëüòàòå ÷åãî, äëÿ öèêëà z =
∑
αivi áóäåì èìåòü

Φ[σju](z +B•t (F )) = Φ
(l2(u))
[σju]

(z) +B•t (F ) =

=
∑
i∈I
αiΦ

(l2(u))
[σju]

(vi) +B•t (F ) =
∑
i∈I
αid1

1(W
(l2(u))
σju (vi)) +B•t (F ).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû

yj =
∑
i∈I
αiFs−1(d1

j(W (u, vi))) =

=
∑
i∈I
αiW (u, vi)| (

j−1
× {0} × {1} ×

s−j
× {0} ×

t
×
i′=1

IM (i′)(vi)) =

=
∑
i∈I
αid1

1(W
(l2(u))
σju (vi)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî yj � öèêë â C•F è, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ýòîãî

öèêëà èìååò âèä:

yj +B•t (F ) = Φ[σju](z +B•t (F )) = Φ[σju](h). (56)

Ñîáèðàÿ âîåäèíî ôîðìóëû (51), (52), (53), (57) è (44), ïîëó÷àåì ψ ◦ d ◦
ψ−1(u⊗ h) = ∂B(u⊗ h), ÷òî îçíà÷àåò ψ ◦ d ◦ ψ−1 = ∂B, è ñëåäîâàòåëüíî

ψ ◦ d = ∂B ◦ ψ.�
Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ 2 ÿâëÿåòñÿ âàæíûé ðå-

çóëüòàò.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë s, t èçîìîðôèçì ψ èíäóöèðóåò

èçîìîðôèçì

ψ
(2)
s,t : E2

s,t
∼= Hs(B;Ht(F ))

îäíîðîäíîé ïîäãðóïïû ñòåïåíè (s, t) âòîðîãî ÷ëåíà ñïåêòðàëüíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè òîëåðàíòíîãî ðàññëîåíèÿ p : ((E, τ)) → ((B, τ)) íà s -

ìåðíóþ ãðóïïó íàêðûòûõ ïóíêòèðîâàííûõ ÒÊÑ ãîìîëîãèé áàçû (B, τ)

ñ ëîêàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå Ht(F ) t -ìåðíûõ ïóíêòèðî-

âàííûõ ÒÊÑ ãîìîëîãèé ñëîÿ (F, τ).
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ÓÄÊ 513

Ä.Ñ. ÑÒÅÏÀÍÅÍÊÎ

Ê âîïðîñó îïèñàíèÿ îáîáùåííûõ òåòà�ôóíêöèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

Õîðîøî èçâåñòíî [1], ÷òî ïðè âûâîäå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðè-

ìàíîâñêîãî òèïà äëÿ L�ôóíêöèè Äèðèõëå â ñëó÷àå ÷åòíîãî õàðàêòåðà,

ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ âèäà

θ(x, χ) =
∞∑

n=−∞
χ(n)e−

πn2x
k ,

ãäå k � ìîäóëü õàðàêòåðà χ, óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

âèäà

θ

(
1

x
, χ̄

)
= α
√
xθ(x, χ).

Â ÷àñòíîñòè, θ�ôóíêöèÿ

θ(x) =
∞∑

n=−∞
e−πn

2x
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óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

θ

(
1

x

)
=
√
xθ(x).

Â äàëüíåéøåì ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

θ(x, {an}) =
∞∑

n=−∞
ane

−πn
2x
k , (1)

ãäå a−n = an, a0 = 0, áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûìè θ�ôóíêöèÿìè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Êàêèå ðÿäû âè-

äà (1) óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

θ

(
1

x
, {an}

)
= α
√
xθ(x, {an}). (2)

Îòìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé îïèñàíèÿ ðÿäîâ

Äèðèõëå, óäîâëåòâîðÿþùèõ ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ ðèìàíîâñêî-

ãî òèïà.

Âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà an � êîíå÷íîçíà÷íûå è ìóëü-

òèïëèêàòèâíûå.

Êàê ïîêàçàíî â [2], ðÿäû Äèðèõëå ñ êîíå÷íîçíà÷íûìè ìóëüòèïëèêà-

òèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèå ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíå-

íèþ ðèìàíîâñêîãî òèïà, ÿâëÿþòñÿ L�ôóíêöèÿìè Äèðèõëå. Îòñþäà ñðàçó

ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (1) ñ êîíå÷íîçíà÷íûìè ìóëü-

òèïëèêàòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó

óðàâíåíèþ (2). Òîãäà an = χ(n), ãäå χ(n) � ÷åòíûé õàðàêòåð Äèðèõëå

ïî ìîäóëþ k.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿäû (1) ñ êîíå÷íîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â

ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ðÿä (1) ñ êîíå÷íîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè óäî-

âëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ (2). Òîãäà êîýôôèöèåíòû an

ïåðèîäè÷íû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î

Ïðè óñëîâèÿõ òåðåìû 2 ðÿä Äèðèõëå

f(s) =
∞∑
n=1

an
ns

óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ ðèìàíîâñêîãî òèïà. Òîãäà

ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî f(s) â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-

ùåìó óñëîâèþ ðîñòà ìîäóëÿ:

|f(s)| = O(e|s| ln |s|+A|s|), A > 0. (3)

Êàê ïîêàçàíî â [3] èç óñëîâèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä

g(z) =
∞∑
n=1

anz
n

îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ, ðåãóëÿðíóþ â òî÷êå z = 1.

Îòñþäà, â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû Ñåãå, èìåþùåé ìåñòî äëÿ ñòåïåí-

íûõ ðÿäîâ ñ êîíå÷íîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè [4], ñëåäóåò óòâåðæäåíèå

òåîðåìû 2.

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî â òåîðèè L�ôóíêöèé îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-

ëÿþò îòâåòû íà ñëåäóþùèå äâà âîïðîñà:

1. Áóäåò ëè ðÿä (1) ñ êîíå÷íîçíà÷íûìè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè an è ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì∑
n6x

an = O(1)

óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ (2)?

2. Ïðè êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ïåðèîäè÷åñêèå êîýôôèöè-

åíòû an ðÿä âèäà (1) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ (2)?
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ÓÄÊ 513.6

Ì.Í. ÑÓÑÈÍ

Ñëàáàÿ òîëåðàíòíîñòü â ïðîñòðàíñòâå òîëåðàíòíûõ ïóòåé

Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ êîíñòðóêöèè ñòàòüè [1] â áîëåå ïðî-

ñòîì âèäå, ÷òî äîëæíî çíà÷èòåëüíî îáëåã÷èòü èõ ïðèìåíåíèå.

Íàïîìíèì (ñì. [2,3]), ÷òî òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ïàðà (X, τ),

ãäå X � ìíîæåñòâî, à τ ⊂ X × X � ðåôëåêñèâíîå è ñèììåòðè÷íîå

îòíîøåíèå, íàçûâàåìîå îòíîøåíèåì òîëåðàíòíîñòè. Ïðèíÿòî çàïèñûâàòü

x1τx2, âìåñòî (x1, x2) ∈ τ , è íàçûâàòü òî÷êè x1, x2 ∈ X òîëåðàíòíûìè.

Îòîáðàæåíèå f : (X, τ) → (Y, θ) íàçûâàåòñÿ òîëåðàíòíûì, åñëè x1τx2

âëå÷åò f(x1)θf(x2).

Â ãîìîòîïè÷åñêîé òåîðèè òîëåðàíòíûõ ïðîñòðàíñòâ ðîëü åäèíè÷íî-

ãî îòðåçêà ãîìîòîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ èãðàþò ïðîñòðàíñòâà (In, ιn), ãäå

n ∈ N, In =
{
k
n

∣∣ k = 0, n
}
� ìíîæåñòâî òî÷åê äåëåíèÿ åäèíè÷íîãî îò-

ðåçêà íà n ÷àñòåé, à òîëåðàíòíîñòü ιn îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

k

n
ιn
l

n
⇔ |k − l| 6 1.
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Îïðåäåëåíèå 1. Äâà òîëåðàíòíûõ îòîáðàæåíèÿ f0, f1 : (X, τ) → (Y, θ)

íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ f0∼f1, åñëè ñóùåñòâóåò íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî n è òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå F : (X×In, τ×ιn)→ (Y, θ)

òàêîå, ÷òî

1)(∀x ∈ X)F (x, 0) = f0(x),

2)(∀x ∈ X)F (x, 1) = f1(x).

Åñëè â îïðåäåëåíèè 1 n = 1, òî òîëåðàíòíóþ ãîìîòîïíîñòü íàçûâàþò

ïðîñòîé èëè îäíîøàãîâîé è çàïèñûâàþò f0 ≈ f1. Â ýòîì ñëó÷àå

(∀x1, x2 ∈ X)x1τx2 ⇒ f0(x1)θf1(x2).

Îïðåäåëåíèå 2. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå p : (E, τ) → (B, τ) óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ íàêðûâàþùåé òîëåðàíòíîé ãîìîòîïèè îòíîñèòåëüíî

ïðîñòðàíñòâà (Y, θ), åñëè äëÿ ëþáûõ òîëåðàíòíûõ îòîáðàæåíèé

f
′
: (Y, θ)→ (E, τ), F : (Y × In, θ × ιn)→ (B, τ),

äëÿ êîòîðûõ F (y, 0) = (p◦f ′)(y), y ∈ Y , ñóùåñòâóåò òîëåðàíòíîå îòîáðà-
æåíèå F

′
: (Y ×In, θ×ιn)→ (E, τ) òàêîå, ÷òî F

′
(y, 0) = f

′
(y) è p◦F ′ = F.

Îïðåäåëåíèå 3. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå p : (E, τ) → (B, τ) íàçûâà-

åòñÿ òîëåðàíòíûì ðàññëîåíèåì (â ñìûñëå Ãóðåâè÷à), åñëè p óäîâëåòâî-

ðÿåò ñâîéñòâó íàêðûâàþùåé òîëåðàíòíîé ãîìîòîïèè îòíîñèòåëüíî ëþ-

áîãî òîëåðàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Y, θ). Â ýòîì ñëó÷àå (E, τ) íàçûâàåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì ðàññëîåíèÿ, (B, τ) - áàçîé ðàññëîåíèå, p−1(b) - ñëîåì íàä

òî÷êîé b ∈ B.

Îïðåäåëåíèå 4. Òîëåðàíòíûì ïóòåì äëèíû n â ïðîñòðàíñòâå (X, τ)

íàçûâàåòñÿ òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå ωn : (In, ιn)→ (X, τ). Òî÷êè ωn(0)

è ωn(1) íàçûâàþòñÿ íà÷àëîì è êîíöîì ïóòè ωn. Åñëè ωn(0) = ωn(1) = x0,

òî ωn íàçûâàåòñÿ òîëåðàíòíîé ïåòëåé â òî÷êå x0.
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Åñëè ωn � òîëåðàíòíûé ïóòü äëèíû n, à m > n, òî òîëåðàíòíûé ïóòü

ωm,n : (Im, ιm)→ (X, τ) òàêîé, ÷òî

ωm,n(
k

m
) =

{
ωn(

k
n), k = 0, n,

ωn(1), k = n,m,

íàçûâàåòñÿ ïðîäëåíèåì äëèíû m ïóòè ωn.

Íà ìíîæåñòâå òîëåðàíòíûõ ïóòåé â ïðîñòàíñòâå (X, τ) ìîæåò áûòü

îïðåäåëåíà ÷àñòè÷íàÿ îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïóòåé ωn è ω
′
m, ó êîòîðûõ

ωn(1) = ω′m(0). Ðåçóëüòàòîì ýòîé îïåðàöèè áóäåò íîâûé ïóòü ωn ∗ ω′m,
îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

ωn ∗ ω′m
(

k

n+m

)
=

{
ωn(

k
n), k = 0, n,

ω′m
(
k−n
m

)
, k = n,m+ n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (X) ìíîæåñòâî òîëåðàíòíûõ ïóòåé â ïðîñòðàíñòâå

(X, τ). Íàðÿäó ñ P (X) îïðåäåëèì åãî ïîäìíîæåñòâà

PM(X) = {ωn ∈ P (X)| n 6M} , P ′M(X) = {ωn ∈ P (X)| n = M} ,

P (X, x0) = {ωn ∈ P (X)| ωn(0) = x0} ,

ãäå M ∈ N, x0 ∈ X. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå P (X) îòíîøåíèå ñëàáîé

òîëåðàíòíîñòè, ñîõðàíèâ îáîçíà÷åíèÿ ñòàòüè [1].

Îïðåäåëèì êîíñòðóêöèþ ýëåìåíòàðíîãî çàìåäëåíèÿ òîëåðàíòíîãî ïó-

òè. Ïóñòü ωn : (In, ιn)→ (X, τ) � òîëåðàíòíûé ïóòü â (X, τ). Ýëåìåíòàð-

íûì çàìåäëåíèåì ïóòè ωn â òî÷êå k = 0, n íàçîâåì òîëåðàíòíûé ïóòü

µ(k)(ωn) : (In+1, ιn+1)→ (X, τ) òàêîé, ÷òî

µ(k)(ωn)(
l

n+ 1
) =

{
ωn(

l
n), l = 0, k,

ωn(
l−1
n ), l = k + 1, n+ 1.

Îïðåäåëåíèå 5. Äâà òîëåðàíòíûõ ïóòè ωn, ω
′
m ∈ P (X) íàçîâåì ñëàáî

òîëåðàíòíûìè è îáîçíà÷èì ωnκXω
′
m, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùèå óñëî-

âèå:

(∃0 6 k1 < . . . < ks 6 n), (∃0 6 k′1 < . . . < k′t 6 m)
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µ(k1) ◦ . . . µ(ks)(ωn) = αr : (Ir, ιr) −→ (X, τ),

µ(k′1) ◦ . . . µ(k′t)(ωn) = α′r : (Ir, ιr) −→ (X, τ),(
∀ k, l = 0, r

)
|k − l| 6 1 =⇒ αr

(
k

r

)
τα′r

(
l

r

)
.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

ωnκXω
′
m ⇒ ωn(0)τω′m(0), ωn(1)τω′m(1). (1)

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü òîëåðàíòíûå ïóòè ωn1
, ω′n2

, γm1
, γ′m2

â ïðî-

ñòðàíñòâå (X, τ) òàêîâû, ÷òî ωn1
κXω

′
n2
, γm1

κXγ
′
m2

è ωn1
(1) = γm1

(0),

ω′n2
(1) = γ′m2

(0), òîãäà (ωn1
∗ γm1

)κX(ω′n2
∗ γ′m2

).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåä-

ëîæåíèÿ 1 ñòàòüè [1].

Ëåãêî âèäåòü ðåôëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ κX . Ñëå-

äîâàòåëüíî èìååì òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî (P (X),κX).

Ðàñïðîñòðàíèì âàæíîå îïðåäåëåíèå 1.3.3 ðàáîòû [3] íà ñëó÷àé ïðîèç-

âîëüíûõ òîëåðàíòíûõ ïóòåé.

Îïðåäåëåíèå 6. Äâà òîëåðàíòíûõ ïóòè ωn, ω
′
m â ïðîñòðàíñòâå (X, τ)

íàçîâåì òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûìè è îáîçíà÷èì ωn ' ω′m, åñëè äëÿ íåêî-

òîðîãî M > max{n,m} èìååì ωM,n ∼ ω′M,m.

Îòíîøåíèå' ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàçáèâàåò ìíî-

æåñòâî P (X) íà êëàññû òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûõ ïóòåé. Ñëåäóþùåå ïðåä-

ëîæåíèå îïèñûâàåò ýòè êëàññû êàê êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçàííîñòè

ïðîñòðàíñòâà (P (X),κX).

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òîëåðàíòíûå ïóòè ωn è ω
′
m â ïðî-

ñòðàíñòâå (X, τ) áûëè òîëåðàíòíî ãîìîòîïíûìè, íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ïóòè ωn è ω′m â ïðîñòðàíñòâå (P (X),κX) ñîåäèíÿëèñü

òîëåðàíòíûì ïóòåì. Ò.å.

ωn ' ω′m ⇔ (∃γn ∈ P (P (X)))γn(0) = ωn, γn(1) = ωm.
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Ïóñòü ωn ' ω′m. Òîãäà íàéäåòñÿ N > max{n,m} òàêîå, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå F : (IN × IM , ιN × ιM) → (X, τ), äëÿ

êîòîðîãî

F |(IN × {0}) = ωN,n, F |(IN × {1}) = ω
′

N,m. (2)

Ïî îïðåäåëåíèþ 5 èìååì î÷åâèäíóþ öåïî÷êó òîëåðàíòíîñòåé

ωnκXµ(n)(ωn) = ωn+1,nκX ...κXµ(N − 1)(ωN−2,n) = ωN,n,

îïðåäåëÿþùóþ òîëåðàíòíûé ïóòü γ
(1)
N−n : (IN−n, ιN−n) → (P (X),κX),

òàêîé, ÷òî

(∀l = 0, N − n)γ
(1)
N−n(

l

N − n
) = ωn+l,n.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïóòü γ
(1)
N−n ñîåäèíÿåò ωn ñ ωN,n â P (X) :

γ
(1)
N−n(0) = ωn, γ

(1)
N−n(1) = ωN,n

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ òîëåðàíòíûé ïóòü γ
(2)
N−m â (P (X),κX) òàêîé, ÷òî

γ
(2)
N−m(0) = ω

′

N,m, γ
(2)
N−m(1) = ω

′

m.

Îïðåäåëèì òåïåðü òîëåðàíòíûå ïóòè ω
(l)
N = F |(IN × { l

M }), l = 0,M. Èç

òîëåðàíòíîñòè îòîáðàæåíèÿ F ñëåäóåò, ÷òî

(∀l = 0,M − 1)ω
(l)
M ≈ ω

(l+1)
M ,m.e.(∀l = 0,M − 1)ω

(l)
MκXω

(l+1)
M . (3)

Èç (2) è (3) ñëåäóåò, ÷òî èìååì òîëåðàíòíûé ïóòü γ
(3)
M â P (X) òàêîé, ÷òî

γ
(3)
M ( l

M ) = ω
(l)
M , γ

(3)
M (0) = ωN,n, γ

(3)
M (1) = ω

′

N,m. Òàêèì îáðàçîì, òîëåðàíò-

íûé ïóòü γn = γ
(1)
N−n ∗ γ

(3)
M ∗ γ

(2)
N−n â P (X) ñîåäèíÿåò ωn ñ ω

′

m.

Îáðàòíî, ïóñòü èìååòñÿ òîëåðàíòíûé ïóòü γn â (P (X),κX), ñîåäèíÿ-

þùèé ωn ñ ω
′

m. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ öåïî÷êà òîëåðàíòíîñòåé:

ωn = γn(0)κXγn(
1

n
)κX ...κXγn(1) = ω

′

m.
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Ââèäó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ' äîñòàòî÷íî äîêàçàòü:

ωnκXω
′

m ⇒ ωn ' ω
′

m.

Èòàê, èìååì (∃0 6 k1 < . . . < ks 6 n), (∃0 6 k′1 < . . . < k′t 6 m)

µ(k1) ◦ ... ◦ µ(ks)(ωn) ≈ µ(k
′

1) ◦ ... ◦ µ(k
′

t)(ω
′

m) (4)

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî

(∀k = 0, n)µ(k)(ωn) ' ωn.

Â ñàìîì äåëå î÷åâèäíî, ÷òî µ(n)(ωn) = ωn+1,n ' ωn. Íåïîñðåäñòâåííî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî µ(k)(ωn) ≈ µ(k + 1)(ωn), â ÷àñòíîñòè,

µ(k)(ωn) ' µ(k + 1)(ωn).

Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè ' èìååì

µ(k)(ωn) ' µ(n)(ωn) ' ωn.

Çíà÷èò

µ(k1) ◦ µ(k2) ◦ ... ◦ µ(ks)(ωn) ' µ(k2) ◦ ... ◦ µ(ks)(ωn) ' ... ' ωn. (5)

Àíàëîãè÷íî

µ(k
′

1) ◦ ... ◦ µ(k
′

t)(ω
′

m) ' ω
′

m. (6)

Èç (4),(5),(6) è ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ' ïîëó÷àåì, ÷òî

ωn ' ω
′

m.

Ïðåäëîæåíèå 1 äîêàçàíî. �

Íà ìíîæåñòâå P
′

M(X) îïðåäåëèì îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè κ′X .

Îïðåäåëåíèå 7. Äâà òîëåðàíòíûõ ïóòè ωM , ω
′

M ∈ P
′

M(X) íàçîâåì κ′X�
òîëåðàíòíûìè, åñëè îíè ïðîñòî òîëåðàíòíî ãîìîòîïíû, ò.å. ωM ≈ ω

′

M .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òîëåðàíòíîãî îòîáðàæåíèÿ p : (E, τ) → (B, τ)

è ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà M ∈ N ðàññìîòðèì òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî
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(B
′

M , τ×κ′B), ãäåB
′

M = {(a, ωM) ∈ E×P ′M(B)|ωM(0) = p(a)}.Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå pM : P

′

M(E)→ B
′

M ôîðìóëîé

(∀ωM ∈ P
′

M(E))pM(ωM) = (ωM(0), p ◦ ωM).

Òîëåðàíòíîñòü îòîáðàæåíèÿ p ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ó ïðîñòî ãîìîòîïíûõ

òîëåðàíòíûõ ïóòåé íà÷àëüíûå òî÷êè òîëåðàíòíû, à òàê æå èç òîãî, ÷òî

ïðîñòàÿ òîëåðàíòíàÿ ãîìîòîïíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êîìïîçèöèè ñ òîëå-

ðàíòíûì îòîáðàæåíèåì p.

Îïðåäåëåíèå 8. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå λM : (B
′

M , τ × κ′B) →
→ (P

′

M(E),κ′E), ÿâëÿþùååñÿ ïðàâûì îáðàòíûì ê pM , ò.å. pM ◦λM = 1
B
′
M

,

íàçîâåì íàêðûâàþùåé ôóíêöèåé äëèíû M äëÿ îòîáðàæåíèÿ p.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè äëÿ òîëåðàíòíîãî îòîáðàæåíèÿ p : (E, τ) →
→ (B, τ) ñóùåñòâóåò íàêðûâàþùàÿ ôóíêöèÿ λM ëþáîé äëèíû M ∈
N, òî îòîáðàæåíèå p ÿâëÿåòñÿ òîëåðàíòíûì ðàññëîåíèåì (â ñìûñëå

Ãóðåâè÷à).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåä-

ëîæåíèÿ 2 ñòàòüè [1].

Äî êîíöà ñòàòüè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî (X, τ) � ëèíåéíî ñâÿçíîå

òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p : (P (X, x0))→ X

p(ωn) = ωn(1). (7)

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå p : (P (X, x0),κX)→ (X, τ) ÿâëÿåòñÿ

òîëåðàíòíûì.

Òåîðåìà. Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå p : (P (X, x0),κX)→ (X, τ), îïðå-

äåëÿåìîå ôîðìóëîé (7), ÿâëÿåòñÿ òîëåðàíòíûì ðàññëîåíèåì (â ñìûñëå

Ãóðåâè÷à).
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Êàê ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïî-

ñòðîèòü íàêðûâàþùóþ ôóíêöèþ λM äëÿ îòîáðàæåíèÿ p ïðîèçâîëüíîé

äëèíû M ∈ N. Ðàññìîòðèì òîëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî (X
′

M ,κX × κ′X),

ãäå

X
′

M = {(γm, ωM)|p(γm) = γm(1) = ωM(0), γm(0) = x0}.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàêðûâàþùåé ôóíêöèè íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíî òî-

ëåðàíòíîå ïðîñòðàíñòâî (P
′

M(P (X, x0)),κ
′

P (X)), ÷üèìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿ-

þòñÿ îòîáðàæåíèÿ

ωM : (IM , ιM)→ (PM(X, x0),κX)

òàêèå, ÷òî

(∀k, l = 0, n) |k − l| 6 1⇒ ωM(
k

n
)κXωM(

l

n
).

Òîëåðàíòíîå îòîáðàæåíèå

pM : (P
′

M(P (X, x0)),κ
′

P (X))→ (X
′

M ,κX × κ′X)

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

pM(ωM) = (ωM(0), p ◦ ωM), (8)

â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîé ωM(0) - òîëåðàíòíûé ïóòü â (X, τ) ñ íà÷àëîì â

òî÷êå x0 ∈ X, à p ◦ωM = ωM - òîëåðàíòíûé (ñì.(1)) ïóòü â (X, τ) äëèíû

M, ñîñòàâëåííûé èç êîíöîâ òîëåðàíòíûõ ïóòåé ωM(kn), k = 0, n,

(∀k = 0, n)ωn(
k

n
) =

(
ωn(

k

n
)

)
(1)

Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ òîëåðàíòíîãî îòîáðàæåíèÿ

λM : (X
′

M ,κX × κ′X)→ (P
′

M(P (X, x0)),κ
′

P (X))

òàêîãî, ÷òî
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pM ◦ λM = 1
X
′
M

. (9)

Ïóñòü (γm, ωn) ∈ X
′

M . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå λM(γm, ωM) : IM →
→ P (X, x0) ôîðìóëîé

(∀k = 0, n)λM(γm, ωM)(
k

n
) = γm ∗ ω(k)

M : (Im+k, ιm+k)→ (X, τ), (10)

ãäå ω
(k)
n : (Ik, ιk)→ (X, τ) � òîëåðàíòíûé ïóòü òàêîé, ÷òî

(∀l = 0, k)ω
(k)
M (

l

n
) = ωM(

l

n
), (11)

à äëÿ k = 0 ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ

γm ◦ ω(0)
M = γm. (12)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ k = 0, n(
λM(γm, ωM)(

k

n
)

)
(0) =

(
γm ∗ ω(k)

M

)
(0) = γm(0) = x0. (13)

Íàêîíåö èç òîëåðàíòíîñòè γm è ωM è èç ïîñòðîåíèé (10) è (11) ñëåäóåò,

÷òî

(∀k = 0, n− 1)

(
λM(γm, ωM)(

k

n
)

)
κX

(
λM(γm, ωM)(

k + 1

n
)

)
. (14)

Èç (10), (13), (14) ñëåäóåò, ÷òî λM(γm, ωM) ∈ P ′M(P (X, x0)). Òåïåðü íàì

íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå

λM : X
′

M → P
′

M(P (X, x0))

ÿâëÿåòñÿ òîëåðàíòíûì.

Âîçüìåì (γm1
, ωM), (γ

′

m2
, ω
′

M) ∈ X
′

M , ïðè÷åì γm1
κXγ

′

m2
, ωMκ′Xω

′

M . Âû-

ïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ çàìåäëåíèé:

µ(l1) ◦ . . . ◦ µ(lt1)(γm1
) = βr2, 0 6 l1 < . . . < lt1 6 m1,

µ(l
′

1) ◦ . . . ◦ µ(l
′

t2
)(γ

′

m2
) = β

′

r2
, 0 6 l

′

1 < . . . < l
′

t2
6 m2,
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βr2 ≈ β
′

r2
;ωM ≈ ω

′

M .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωM = λM(γm1
, ωM), ω

′

M = λM(γ
′

m2
, ω
′

M) � òîëåðàíòíûå

ïóòè â ïðîñòðàíñòâå. Òåïåðü ñëåäóåò ïðîâåðèòü íàëè÷èå òîëåðàíòíîñòè

ωMκ′P (X)ω
′

M . (15)

Ôîðìóëû (10), (11), (12) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïóòè â P (X, x0):

(∀i = 0, r1)ωr1(
i

r1
) = γm1

∗ ω(i)
M , ω

′

r1
(
i

r1
) = γ

′

m2
∗ ω

′(i)
M .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîëåðàíòíîñòè (15) ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî ïóòè

ωr1, ω
′

r2
ïðîñòî òîëåðàíòíî ãîìîòîïíû â ïðîñòðàíñòâå (P (X, x0),κX). Ò.å.

íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî

(∀i, j = 0, r1)|i− j| 6 1⇒ γm1
∗ ω(i)

r1
κXγ

′

m2
∗ ω′(i)r1

. (16)

Ðàññìîòðèì ëèøü íåî÷åâèäíûé ñëó÷àé j = i+ 1. Ïðèìåíèì ñëåäóþùèå

ýëåìåíòàðíûå çàìåäëåíèÿ:

µ(l1) ◦ . . . ◦ µ(lt1) ◦ µ(m1 + i)
(
γm1
∗ ω(i)

r1

)
=
(

(βr2 ∗ ωr1)
(r2+i)

)
r2+i+1,r2+i

,

µ(l
′

1) ◦ . . . ◦ µ(l
′

t2
)
(
γ
′

m2
∗ ω′(i+1)

r1

)
=
(
β
′

r2
∗ ω′r1

)
r2+i+1

.

Óñëîâèÿ βr2 ≈ β
′

r2
, ωr1 ≈ ω

′

r1
âëåêóò βr2 ∗ ωr1 ≈ β

′

r2
∗ ω′r1, à ýòî â ñâîþ î÷å-

ðåäü âëå÷åò
(

(βr2 ∗ ωr1)
(r2+i)

)
r2+i+1,r2+i

≈
(
β
′

r2
∗ ω′r1

)(r2+i+1)
, ÷òî ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ 5, äàåò òîëåðàíòíîñòü (16), à âìåñòå ñ íåé äîêàçûâàåò (15).

Ñëó÷àé j = i ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, òîëåðàíò-

íîñòü îòîáðàæåíèÿ λM äîêàçàíà è îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

λM ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì ê pM .

Ïóñòü (γm, ωM) ∈ X
′

M . Ôîðìóëû (10) è (12) äàþò íàì ñëåäóþùåå:

λM(γm, ωM)(0) = γm ∗ ω(0)
M = γm,

à ôîðìóëû (10), (7) è (11) ïîêàçûâàþ, ÷òî äëÿ k = 0, n

(p◦λM(γm, ωM))(
k

n
) = p

(
γm ∗ ω(k)

M

)
=
(
γm ∗ ω(k)

M

)
(1) = ω

(k)
M (1) = ωM(

k

n
).
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Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (8), ïîëó÷àåì

(pM ◦ λM)(γm, ωM) = (λM(γm, ωM)(0), p ◦ λM(γm, ωM)) = (γm, ωM),

÷òî è äîêàçûâàåò (9).�
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