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с управлением маршрутизацией и с задержкой

информации об изменении ее структуры
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Сети массового обслуживания часто используются в качестве моде-
лей дискретных стохастических систем с сетевой структурой и нена-
дежными элементами. Однако их использование ограничивается допу-
щением о мгновенной реакции на изменение параметров этих сетей
[1−3]. Существующие многочисленные имитационные модели, в кото-
рых реализованы задержки в передаче информации и, следовательно, в
принятии решений, не дают качественных характеристик рассматри-
ваемых систем.

Ненадежная сеть массового обслуживания

Рассматривается открытая сеть массового обслуживания, состоящая
из L систем массового обслуживания Si, i = 1,…,L, типа M/M/2. Из источ-
ника 0S  в сеть поступает пуассоновский поток требований с интенсивно-
стью 0λ . Матрица смежности ( )ijW w=  ориентированного графа опре-

деляет структуру сети систем массового обслуживания. Элемент ijw  = 1,

если имеется связь из iS  в jS , и ijw  = 0, если такой связи нет,

i, j = 0, 1, …, L. Маршрутная матрица ( )ijΘ = θ  определяет переходы тре-

бований в сети обслуживания, где 0iθ  – вероятность поступления требо-
ваний из источника 0S  в систему iS ; 0iθ  – вероятность того, что после
обслуживания в системе Si требование покинет сеть обслуживания и воз-
вратится в источник 0S ; ijθ  – вероятность того, что после обслуживания
в системе Si требование перейдет в систему Sj, i, j = 1, …, L.

Один из двух приборов каждой из систем обслуживания Si,
i = 1, …, L, является абсолютно надежным. Интенсивность обслужива-
ния требований этим прибором iμ > 0, i = 1, …, L.
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Другой прибор системы Si, i = 1, …, L, является ненадежным и по-
следовательно переходит из работоспособного состояния в неработо-
способное.

Пребывание ненадежного прибора системы обслуживания iS  в ра-
ботоспособном состоянии означает, что интенсивность обслуживания
требований этим прибором равна iμ > 0, i = 1, …, L. Когда же прибор
системы iS  находится в неработоспособном состоянии, то его интен-
сивность обслуживания iμ  = 0.

Когда отказавший прибор восстанавливается, то система обслужи-
вания представляет собой систему типа M/M/1. Если в момент отказа
ненадежный прибор обслуживал требование, то это требование возвра-
щается в очередь этой системы. После восстановления ненадежного
прибора система обслуживания вновь становится системой типа M/M/2.

Длительности наработки на отказ и восстановления ненадежного
прибора системы iS  являются экспоненциально распределенными слу-
чайными величинами соответственно с параметрами iα  и iβ , где

iβ > iα , i = 1, …, L.
Будем считать, что в сети массового обслуживания существует

стационарный режим вне зависимости от того, сколько всего восста-
навливается приборов в сети обслуживания и в каких системах об-
служивания.

Обозначим n(t) = ( ( )in t ) – вектор числа работоспособных приборов
в системах сети обслуживания в момент t, ( )in t  – число работоспособ-
ных приборов в системе iS  в момент t. Состояние ( )in t  = 2 означает,
что ненадежный прибор системы iS  работоспособен в момент t,

( )in t  = 1 – в момент t ненадежный прибор системы iS  восстанавлива-
ется, i = 1, …, L.

В процессе функционирования сети обслуживания производится на-
блюдение за работоспособностью ненадежных приборов систем iS  и
управление входящими потоками требований в системы iS , основанное
на результатах этих наблюдений. Управление потоками заключается в
изменении маршрутной матрицы Θ. Полагаем, что начиная с момента t
получения информации о состоянии n(t) необходимо время для измене-
ния маршрутной матрицы Θ и, следовательно, изменения потоков тре-
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бований, поступающих в системы обслуживания. Формализуем алго-
ритм наблюдения за состоянием n(t) и управления матрицей Θ.

Пусть в момент k
st , k = 1, 2,…, производится наблюдение за состоя-

нием работоспособности ненадежных приборов в каждой из систем iS ,

i = 1, …, L. В момент k
dt , k k

d st t> , принимается решение об изменении
потоков требований в системы сети обслуживания. Буквы s и d симво-
лизируют соответственно наблюдение за системами обслуживания и
принятие решения об изменении матрицы Θ. Обозначим через ( ( ))k

sn tΘ
маршрутную матрицу, используемую в сети массового обслуживания с
момента k

dt , при условии, что в момент k
st  состояние работоспособно-

сти приборов систем сети определялось вектором ( )k
sn t . Маршрутная

матрица ( ( ))k
sn tΘ  не меняется с момента k

dt  до момента 1k
dt

+ .

Длительности интервалов времени между моментами k
dt  и 1k

st
+ ,

1k
st

+ > k
dt , k = 1, 2,…, следующего наблюдения за состоянием работоспо-

собности приборов систем обслуживания являются независимыми
экспоненциально распределенными случайными величинами с пара-
метром ∆.

Полагаем также, что длительности интервалов времени между мо-
ментами k

st  и k
dt , k = 1, 2,…, являются независимыми экспоненциально

распределенными случайными величинами с параметром τ.
В качестве критерия оптимальности функционирования сети обслу-

живания установим равенство математических ожиданий (м.о.) дли-
тельностей пребывания требований в системах массового обслужива-
ния, т. е. iu U= , i = 1, …, L, где U  – некоторое заданное значение. За-
дача оптимизации заключается в определении маршрутной матрицы

( ( ))k
sn tΘ , k = 1, 2,…, которая обеспечивает выполнение критерия опти-

мальности функционирования сети обслуживания.
Целью работы является нахождение вероятностно-временных харак-

теристик сети обслуживания с ненадежными приборами в системах об-
служивания и с задержкой в принятии решения об изменении потоков
требований.
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Анализ ненадежной системы и сети обслуживания
с учетом задержки в управлении потоком

Пусть μ – интенсивность обслуживания требований прибором сис-
темы, λ –  интенсивность потока требований в систему обслуживания.
Тогда м. о. длительности пребывания требований в системе обслужива-
ния типа M/M/1 и М/М/2 определяются соответственно выражениями

1/( )u = μ − λ ,  2 2
4

4
u μ

=
μ − λ

.

Следовательно, необходимые интенсивности потоков требований в
системы соответственно с одним и в системы с двумя приборами, обес-
печивающие заданное U , определяются соотношениями

(1) 1 Uλ = μ − ,

(2) 4 ( 1 )Uλ = μ μ − .

Используя метод синтеза маршрутных матриц сетей обслуживания
[4] для каждого известного вектора ω относительных интенсивностей
потоков требований, мы можем получить маршрутную матрицу Θ,
удовлетворяющую системе уравнений ωΘ = ω с условием нормировки

0 1L
ii= ω =∑ .

Введем обозначение ( , ( ), ( ), ( ))k
i i i sa n t n t c t  для определения числа ра-

ботоспособных приборов и параметров управления потоком в систему
iS , i = 1,…,L, где:

• ia  – состояние потока, ia  = 2 – поток в систему обслуживания ус-
тановлен из расчета, что в этой системе работоспособны оба прибора,
т. е. интенсивность такого потока равна (2)iλ . Если ia  = 1, то интен-
сивность потока в систему iS  равна (1)iλ ;

• ( )in t , ( )k
i sn t  – состояния работоспособности приборов системы

соответственно в текущий момент времени t и в момент k
st , k

st < t;
• c(t) – параметр управления, который равен d, если в момент t,

t∈[ k
st , k

dt ), принимается решение об интенсивности потока требований в

систему. Параметр c(t) = s, если t∈[ k
dt , 1k

st
+ ).
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Из всех возможных 16 состояний ( , ( ), ( ), ( ))k
i i i sa n t n t c t  системы iS ,

i = 1,…,L, состояния (1,2,2,s), (1,1,2,s), (2,2,1,s), (2,1,1,s) являются невоз-
вратными. Остальные образуют класс положительных возвратных со-
стояний, вероятности Рi ( , ( ), ( ), ( ))k

i i i sa n t n t c t  которых могут быть найде-
ны из решения системы линейных уравнений.

Поскольку система обслуживания iS , i = 1,…,L, характеризуется по-
током требований с двумя возможными интенсивностями, а также чис-
лом работоспособных приборов, то изменение числа требований в сис-
теме представляется случайными процессами рождения и гибели

( , )i i ia nξ , ia  = 1,2, in  = 1,2.
Введем обозначения для стационарных вероятностей того, что в сис-

теме обслуживания iS , i = 1,…,L, осуществляются соответственно про-
цессы (2,2)iξ , (2,1)iξ , (1,2)iξ , (1,1)iξ :

(2,2) (2,2,2, ) (2,2,2, ) (2,2,1, )i i i iP d P s P dπ = + + ,

(2,1) (2,1,2, ) (2,1,2, ) (2,1,1, )i i i iP d P s P dπ = + + ,

(1,2) (1,2,1, ) (1,2,1, ) (1,2,2, )i i i iP d P s P dπ = + + ,

(1,1) (1,1,1, ) (1,1,1, ) (1,1,2, )i i i iP d P s P dπ = + + .

Предложение 1. Вероятность (2,1,2, ) (1,2,1, )i iP s P s= , i = 1,…,L.
Для доказательства Предложения 1 можно воспользоваться методом

Крамера для решения системы линейных уравнений.
Предложение 2. Вероятность действия процесса (2,1)iξ  в системе

обслуживания iS , равна вероятности действия процесса (1,2)iξ  в этой
системе обслуживания, т. е. (2,1) (1,2)i iπ = π , i = 1,…,L.

Предложение 3. Вероятность того, что в систему iS  поступает поток
требований с интенсивностью (2)iλ , равна вероятности того, что нена-
дежный прибор этой системы работоспособен, т. е.

(2,2) (2,1) (2,2) (1,2)i i i iπ + π = π + π ,    i = 1,…,L.

Предложение 2, так же как и Предложение 1, доказывается с исполь-
зованием свойств определителей. Предложение 3 непосредственно сле-
дует из Предложения 2. Можно показать также, что
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(2,2) (2,1) ( )i i i i iπ + π = β α + β

и (1,1) (2,1) ( )i i i i iπ + π = α α + β ,   i = 1,…,L.

Обозначим ( )iq q=  – вектор состояния сети обслуживания, где iq  –
число требований в системе iS ; (a,n) – вектор состояния потоков требо-
ваний и числа приборов в системах сети обслуживания, где ( )ia a= ,

( )in n= , i = 1,…,L; P(q,a,n) – стационарная вероятность пребывания се-
ти обслуживания в состоянии q с вектором состояния потоков a и век-
тором n числа приборов в системах обслуживания.

Тогда стационарная вероятность π(a,n) того, что сеть обслуживания
находится в состоянии (a,n), определяется выражением

1 1 1( , ) ( , ) ( , )L L La n a n a nπ = π ⋅ ⋅ π… .

Стационарная вероятность состояния q сети массового обслужива-
ния с ненадежными приборами и с задержкой информации имеет вид

,( ) ( , , ) ( , )a nP q P q a n a n= π∑ , q ∈E,

где E – множество всех состояний сети обслуживания.
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