
254

Анализ сети массового обслуживания
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Сети массового обслуживания с делением и слиянием требований
являются математическими моделями стохастических систем с парал-
лельным или распределённым принципом функционирования [1].
В большинстве работ по исследованию сетей массового обслуживания с
делением и слиянием требований рассматриваются сети, состоящие из
параллельных систем обслуживания. Обобщением является класс сетей
с произвольной топологией, изученный в работе [2]. В сетях массового
обслуживания с делением и слиянием требований может выполняться
распределение фрагментов поступающих требований по системам [3],
выполняемое с целью распределения нагрузки в сети [4]. Эффективным
методом перераспределения требований между параллельными систе-
мами массового обслуживания в процессе их функционирования явля-
ются переходы требований между системами [5, 6]. В данной работе
исследуется сеть массового обслуживания с делением и слиянием тре-
бований, в которой осуществляются переходы фрагментов требований
между системами обслуживания (узлами сети) с целью уменьшения
длительности пребывания требований в сети.

Описание сети

Рассматривается сеть массового обслуживания, состоящая из M уз-
лов, каждый из которых представляет собой одноприборную систему
обслуживания с локальной очередью вместимости B, и общей глобаль-
ной очереди неограниченной вместимости (рис. 1). В сеть поступает
пуассоновский поток требований с интенсивностью λ. Предполагается,
что каждое требование при поступлении в сеть делится на r, 0 < r R≤ ,
фрагментов с вероятностью σr. Математическое ожидание числа фраг-
ментов требования обозначим через σ . Поступающие фрагменты тре-
бования распределяются по узлам сети по правилу присоединения к
очереди наименьшей длины. В том случае, когда поступающий фраг-
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мент застаёт все локальные очереди заполненными, он ожидает обслу-
живания в глобальной очереди. Выбор фрагментов из глобальной оче-
реди производится в соответствии с дисциплиной FCFS.

Длительность обслуживания во всех узлах имеет экспоненциальное
распределение с параметром μ. Фрагменты требований обслуживаются в
узлах в соответствии с дисциплиной PS, при которой прибор обслужива-
ет одновременно и с одинаковой интенсивностью все находящиеся в узле
фрагменты. Требование будет считаться обслуженным после завершения
обслуживания всех фрагментов, полученных при его делении.

В том случае, когда глобальная очередь пуста, при завершении об-
служивания в одном из узлов сети может быть начат процесс миграции
фрагмента – переход фрагмента из одной локальной очереди в другую.
Целью миграции является уменьшение длительности пребывания тре-
бований в сети обслуживания. При миграции фрагмент переходит из
очереди узла x с максимальным числом фрагментов в очередь узла y с
минимальным числом фрагментов, x, y ∈{1, …, M}, x ≠ y. Выбор фраг-
мента в узле x производится случайным образом. Новая миграция может
быть начата также после завершения текущей. Предполагается, что в
сети не может одновременно происходить несколько миграций (рис. 1).

PS

µ

µ

µ

λ ...

φ

...
PS

PS

Рис. 1. Сеть обслуживания с делением и слиянием требований
и переходами фрагментов требований между системами

Длительность миграции является случайной величиной с экспонен-
циальным распределением с параметром φ. В момент начала миграции
в очереди узла y резервируется одно место для мигрирующего фрагмен-
та, и при этом место в очереди узла x предполагается также занятым до
момента завершения миграции фрагмента. Таким образом, каждый
фрагмент может находиться в некоторый момент времени в одном из
двух состояний – обслуживание или миграция.
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Стационарное распределение сети

Пусть n0 – число фрагментов в глобальной очереди, n0 = 0, 1, ….
Обозначим через 1= ( , , )Mn nn …  вектор числа обслуживаемых фраг-
ментов в узлах сети, где ni – число обслуживаемых фрагментов в узле i,

{ }1( , , ) : {0, , } .M in n n B∈ ∈n … …
Предположим, что фрагмент при миграции переходит из узла x в

узел y, тогда будем обозначать соответствующую миграцию m = (x, y);
= {( , ) : , , {1, , }} { }x y x y x y M≠ ∈ ∪ ∅…M  – множество всех допустимых

миграций, где ∅  обозначает отсутствие миграции в сети.
Состояние сети обслуживания в момент времени t определим как

вектор 0 0 1( ) = ( ( ), ( ), ( )) = ( ( ), ( ), , ( ), ( ))Mt n t t m t n t n t n t m ts n … . Процесс
{ ( ), 0}t t ≥s  есть цепь Маркова с непрерывным временем, определённая
на пространстве состояний S. Пусть ( , ')q s s , , '∈s s S , обозначает интен-
сивность перехода цепи из состояния s  в 's .

Введём следующие обозначения:
ei – вектор-строка размерности M, i-я компонента которого равна 1, а

остальные – 0;
minInd( , )mn  – наименьший индекс среди индексов минимальных

компонент вектора ( , ) ( , , )f m B B≠n … , где ( , )f m =n n , если =m ∅ , и
( , ) x yf m = + +n n e e , если m = (x, y); в случае ( , ) ( , , )f m B B=n …  полага-

ем minInd( , ) 0m =n ;
maxInd( , )mn  – наименьший индекс среди индексов максимальных

компонент вектора ( , )f mn .
Определим для цепи Маркова интенсивности переходов из состояния

s  в 's , обусловленные следующими событиями в сети обслуживания.
1. Поступление требования из r фрагментов в сеть обслуживания:
(a) если 0 0= ( , , ), 0, minInd( , ) = 0n m n m≥s n n , 0' = ( , , )n r m+s n , то

( , ') = rq σ λs s ; (1)
(b) если = (0, , )ms n , 1minInd( , ) = 0,m i ≠n

21
minInd( , ) = 0,i m i+ ≠n e … , 

1 1
minInd( , ) = 0i i kk

m i
−

+ + + ≠n e e… ,

1
minInd( , ) = 0,i ik

m k r+ + + ≤n e e… , 
1

' = ( , , )i ik
r k m− + + +s n e e… , то

( , ') = rq σ λs s . (2)
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2. Завершение обслуживания фрагмента в узле i, ni > 0:
(a) если 0 0= ( , , ), > 0,n m ns n  0' = ( 1, , )n m−s n , то

( , ') =q μs s ; (3)

(b) если = (0, , ), ,m m ≠ ∅s n  ' = (0, , )i m−s n e , то

( , ') =q μs s ; (4)

(c) если = (0, , ),∅s n  maxInd( , ) minInd( , )i ie e− ∅ ≠ − ∅n n ,
' = (0, , )i x m− −s n e e , где = ( , )m x y , = maxInd( , )ix e− ∅n ,
= minInd( , )iy e− ∅n  , то

( , ') =q μs s ; (5)

(d) если = (0, , ),∅s n  maxInd( , ) = minInd( , )i ie e− ∅ − ∅n n ,
' = (0, , )i− ∅s n e , то

( , ') = .q μs s (6)

3. Завершение миграции, m ≠ ∅ :
(a) если 0= ( , , )n ms n , 0 > 0,n

0 0' = ( 1, , ) = ( 1,( , , ), )x yn n B B− + + ∅ − ∅s n e e … , то

( , ') =q ϕs s ; (7)

(b) если = (0, , )ms n , maxInd( , ) minInd( , )y ye e+ ∅ ≠ + ∅n n ,

' = (0, , )y x m′ ′+ −s n e e , где = ( , )m x y′ ′ ′ , = maxInd( , )yx e′ + ∅n ,

= minInd( , )yy e′ + ∅n , то

( , ') =q ϕs s ; (8)

(c) если = (0, , )ms n , maxInd( , ) = minInd( , )y ye e+ ∅ + ∅n n ,

' = (0, , )y+ ∅s n e , то
( , ') = .q ϕs s (9)

Расположим состояния цепи Маркова в лексикографическом поряд-
ке. Под макросостоянием с номером l будем понимать множество со-
стояний { }0 1 0= ( , , , , ) : =l Mn n n m n l∈S S… , l = 0, 1, …. Мощности мно-

жеств S0 и Sl, l > 0, равны 2 2= ( 1) ( 1) ( 1)M ML B B B M M−+ + + − ,
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= ( 1) 1K M M − +  соответственно. Заметим, что из (1)–(9) следует воз-
можность перехода из макросостояния Sl, l > 0, только в макросостоя-
ния Sl–1, Sl+1, …, Sl+R.

Матрица ( )= ( , ')qQ s s , , '∈s s S , имеет вид

00 01 02 0

10 0 1 1

0 1 1

0 1

0

= .

R

R R

R R

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B B B B 0 0
B A A A A 0
0 D A A A AQ
0 0 D A A
0 0 0 D A

Матрицы B00, B0r, r = 1, …, R, B10 имеют размерность L L× , L K× ,
K L×  соответственно. Матрицы D, A0, Ar, r = 1, …, R, – квадратные
матрицы порядка K.

Выражения (3), (7) полностью определяют элементы матриц B10 и D.
Элементы матрицы B00 определяются выражениями (2), (4)–(6), (8), (9),
а элементы B0r, r = 1, …, R, – выражениями (1), (2).

Отметим, что = , = 1, , ,r r r RλσA I …  где I – единичная матрица;

0 1= diag(( ) )R− + + +A D A A 1… , где diag(a) задаёт диагональную мат-
рицу с вектором a на главной диагонали, 1 – единичный вектор-
столбец.

Для вычисления стационарного распределения 0 1( , , )= …π π π  вос-
пользуемся матрично-аналитическим методом [7]. Компонента вектор-
строки πl, l = 0, 1, …, задаёт вероятность нахождения сети обслужива-
ния в некотором состоянии из макросостояния Sl в соответствии с вве-
дённым лексикографическим порядком. Для сети обслуживания ста-
ционарный режим будет существовать тогда и только тогда, когда

/( ) < 1.Mλσ μ  При выполнении этого условия стационарное распреде-
ление сети имеет вид

1
1

0 0 0
=1

= ( ) , = 2,3, , ,
l

l l k l k
k

l R
−

−
−

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑π π B π A A …

1
1

0
=

= ( ) , = 1, 2, ,
l

l k l k
k l R

l R R
−

−
−

−

⎛ ⎞
− + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑π π A A …
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где 0 0,
=0

= , = 1,2, , ,
R l

k
l l k

k
l R

−

+∑B B G …

=0
= , = 0,1,2, , ,

R l
k

l l k
k

l R
−

+∑A A G …

0 = , = , = 1, 2, ,l l l R R+ +B 0 A 0 …

G есть решение уравнения 1

=0
= ,

R
l

l
l

++ ∑D A G 0  векторы π0 и π1 находятся

как решение уравнения
00 01

0 1
10 0

( , ) = .⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B Bπ π 0
B A

На основе стационарного распределения вычисляются стационарные
характеристики рассматриваемой сети массового обслуживания.
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