
281
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структурой и задержкой восстановления систем
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Сети массового обслуживания с переменной структурой [1−5] ши-
роко применяются в качестве математических моделей дискретных сто-
хастических систем с сетевой структурой и ненадежными элементами.
Практическая необходимость решения задач эффективного управления
системами этого класса способствовала разработке методов управления
и оптимизации сетей массового обслуживания с переменной структу-
рой [6−9].

В данной работе рассматривается открытая экспоненциальная сеть
массового обслуживания с одним классом требований и одноприбор-
ными ненадежными системами массового обслуживания. Предполага-
ется, что при отказе одной из систем обслуживания другие системы не
могут выходить из строя до момента ее восстановления. Процесс вос-
становления отказавшей системы начинается не мгновенно, а через оп-
ределенный интервал времени, соответствующей задержке в обнаруже-
нии и/или поступлении информации об изменении структуры сети.
С момента начала процесса восстановления вышедшей из строя систе-
мы происходит изменение маршрутной матрицы сети таким образом,
чтобы требования не поступали в данную систему до момента заверше-
ния ее восстановления. В работе представлен метод анализа сети массо-
вого обслуживания с ненадежными системами и с задержкой информа-
ции об изменении ее структуры.

Постановка задачи

Рассмотрим однородную открытую сеть массового обслуживания Г,
состоящую из L ненадежных систем массового обслуживания Si,
i = 1,…,L, типа M/M/1 с интенсивностями обслуживания μi > 0,
i = 1,…,L, в работоспособном состоянии и μi = 0 при отказе обслужи-
вающего прибора. Из источника S0 в сеть поступает пуассоновский по-
ток требований с интенсивностью λ0. Топология сети определяется
матрицей смежности W = (wij), i, j = 0,…,L, соответствующего сети ори-
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ентированного графа. Переходы требований между системами в сети, а
также источником требований и системами сети определяются мар-
шрутной матрицей Θ = (θij), i, j = 0,…,L. Интервал времени функциони-
рования сети со всеми исправными системами назовем нормальным
тактом.

Предполагается, что системы сети выходят из строя и восстанавли-
ваются таким образом, что в каждый момент времени в сети в состоя-
нии отказа может находиться не более одной системы.

Длительность наработки на отказ системы Si, i = 1,…,L, имеет экспо-
ненциальное распределение с параметром iγ . При отказе системы все
требования, находящиеся в ней, теряются. В течение малого интервала
времени, имеющего экспоненциальное распределение с параметром τ и
математическое ожидание (м.о.) ∆ = 1/τ, требования, которые поступа-
ют в вышедшую из строя систему, получают отказ в обслуживании и
немедленно покидают сеть, возвращаясь в источник. Назовем этот ин-
тервал времени недиагностируемым тактом. Имеется L типов недиагно-
струемых тактов. Тип такта определяется номером вышедшей из строя
системы.

По окончании недиагностируемого такта начинается коррективный
такт, соответствующий процессу восстановления вышедшей из строя
системы. Имеется L типов коррективных тактов. Длительность интер-
вала восстановления системы Si, i = 1,…,L, имеет экспоненциальное
распределение с параметром βi. В момент начала коррективного такта
изменяется матрица смежности W сети и маршрутная матрица Θ для то-
го, чтобы исключить поступление требований в неработоспособную
систему Si. Обозначим через Θ(i) маршрутную матрицу сети без системы
Si. По окончании коррективного такта мгновенно восстанавливается
структура сети и маршрутная матрица.

Пусть λi, i = 1,…,L,  – интенсивность потока требований, поступаю-
щих в систему Si.

Предполагается, что между параметрами длительностей тактов име-
ет место следующее соотношение:

min maxi ii i
τ >> β > γ , (1)

а также между интенсивностями потоков требований, циркулирующих
внутри сети, и интенсивностями наработки на отказ

min maxi ii i
λ >> β . (2)
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Процесс функционирования сети описанного вида с ненадежными
системами можно представить в виде последовательности интервалов
времени, которые назовем  циклами. Каждый цикл состоит из трех так-
тов: нормального, недиагностируемого и коррективного, которые сле-
дуют друг за другом в указанной последовательности.

Требуется разработать метод анализа данной ненадежной сети об-
служивания.

Метод анализа ненадежной сети обслуживания

Пусть ξ, kη  и kζ , k = 1,…,L, – случайные процессы, описывающие
функционирование сети в течение нормального, недиагностируемого и
коррективного тактов соответственно, где индекс k обозначает номер
вышедшей из строя или восстанавливаемой системы.

Пусть M = {m0,m1,…,mL, 1m′ ,…, Lm′ } – множество макросостояний
сети Г, где m0 – макросостояние сети, соответствующее функциониро-
ванию в сети процесса ξ, mk– макросостояние сети, соответствующее
процессу ηk, km′ – макросостояние сети, соответстующее процессу ζk.

Поскольку для интенсивностей наработки на отказ, восстановления
систем и интенсивностей потоков требований справедливы соотноше-
ния (1),(2), то можно считать, что процессы  ξ и kζ , k = 1,…,L, экспо-
ненциально быстро переходят в стационарный режим функционирова-
ния, поэтому стационарные вероятности состояний сети в течение этих
интервалов могут быть получены по теореме Джексона [10].

Пусть n = (ni), i = 1,…,L, – состояние сети, где ni – число требований
в системе Si, n(ni = m), i∈{1,…,L}, – состояния сети, отличающиеся от
состояния n только указанной в скобках компонентой, EL – пространст-
во состояний сети с L работоспособными системами.

Согласно теореме Джексона, если потоки в сети определяются неко-
торой маршрутной матрицей Θ*, стационарная вероятность пребывания
сети в состоянии n = (ni) имеет мультипликативный вид

1
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есть стационарная вероятность состояний системы Si типа M/M/1 при
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0 0i iλ = λ ω ω , а ( )iω = ω  является решением системы уравнений

ωΘ* = ω (5)

с условием нормировки 
0

1
L

i
i=

ω =∑ .

Выражения (3) – (5) определяют стационарные вероятности состоя-
ний сети в течение нормального и коррективных тактов при Θ* = Θ и
Θ* = Θ(k), k = 1,…,L, соответственно.

Маршрутная матрица Θ(k) формируется из матрицы Θ путем исклю-
чения столбца с номером k и перераспределением вероятности ikθ  по
оставшимся ненулевым элементам i-й строки пропорционально их зна-
чениям, для всех i = 1,…,L.

Обозначим через P(n|m0), n∈EL, P(n| km′ ), n∈EL-1, вероятности со-
стояний для нормального и коррективного тактов соответственно.

В течение недиагностируемого такта маршрутизация требований
между работоспособными системами определяется соответствующими
элементами матрицы Θ. Поток требований, который поступает в вы-
шедшую из строя систему Sk, получает отказ, возвращаясь в источник
без обслуживания. Для реализации отказа заменим матрицу Θ на ( )kΘ ,
в которой

ij ijθ = θ ,  для всех i ≠ j и i, j ≠ k,

0 0i i ikθ = θ + θ , i = 1,…,L,

0ikθ = , i = 1,…,L.

Процесс kη , описывающий функционирование сети в течение неди-
агностируемого такта, является марковским с инфинитезимальным опе-
ратором ( )( )kA Θ . В силу предположения о малой длительности такта ∆
процесс kη  нестационарный. Вероятности состояний сети удовлетво-
ряют системе дифференциальных уравнений Колмогорова:

( )d ( ) ( ) ( )
d

kP t A P t
t

= Θ , 0 t≤ ≤ ∆ ,

где ( ) ( ( , ))P t P n t= , n∈ EL, – вектор вероятностей состояний в момент
времени t, причем nk = 0 для любого t.
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Тогда
( )( )( ) (0) ( ) ( )kP P I A o∆ = + Θ ∆ + ∆ .

В дальнейшем будем использовать линейное приближение с по-
грешностью o(∆) и считать, что

( )( )( ) (0) ( )kP P I A∆ = + Θ ∆ .
Таким образом,

( )

( )
( | ) ( , ) ( ,0) ( ,0) ( )k

k mn
m E n

P n m P n P n P m a
∈

= ∆ = + ∆ Θ∑ , n∈ EL,

где 0
( ): 0

( ,0) ( | )
kn n m m

P n P n m
∞

= =

= ∑ , n∈EL,  E(n)⊂EL – подмножество со-

стояний, из которых возможен переход в состояние n при перемещении
одного требования, |E(n)| ≤ L(L+1).

Переходы сети между макросостояниями можно описать цепью
Маркова с непрерывным временем и матрицей интенсивностей А = (аij),
i,j∈M, где

при i ≠j 

0

0

, , ,
, , ,
, , ,

0, ,

i i

i i
ij

i i

i m j m
i m j ma
i m j m
иначепри i j

γ = =⎧
⎪ ′τ = =⎪= ⎨ ′β = =⎪
⎪ ≠⎩

при i = j ii ij
j M
j i

a a
∈
≠

= − ∑ .

Стационарное распределение вероятностей макросостояний сети
( )mπ = π , m∈M, является решением системы уравнений πА = 0 с усло-

вием нормировки 1mm M∈
π =∑ .

Тогда по формуле полной вероятности для средних стационарных
вероятностей состояний ненадежной сети справедливо равенство

( ) ( | ) m
m M

P n P n m
∈

= π∑ ,

где ( | )P n m  – вероятность состояния n∈EL  при условии, что сеть нахо-
дится в макросостоянии m, причем состояние n∈EL-1 соответствует со-
стоянию n∈EL при nk = 0, а вероятности P(n|m) состояний n∈EL, при
nk≠0 для m∈{m1,…,mL, 1m′ ,…, Lm′ } равны нулю.
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