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Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ

u′′(z) + (Q(z)− λ2)u(z) = 0 (1)

õîðîøî èçó÷åíà òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé [1�2]. Â
äîêëàäå âïåðâûå ïîñòàâëåíà îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1) ñ ïîòåíöèàëîì Q, êóñî÷íî-öåëûì íà ëåæàùåé â C ñïðÿìëÿå-
ìîé êðèâîé, è äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü å¼ ðåøåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî õîòÿ
ýòà çàäà÷à è ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ÷àñòè÷íî èññëåäîâàííîé â [3] îá-
ðàòíîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ îáîáùåííîãî âèäà ñ
êîìïëåêñíîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè íà îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé îñè,
å¼ íåïîñðåäñòâåííîå èññëåäîâàíèå áîëåå ýôôåêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå.Ôóíêöèþ Q áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-öåëîé íà êðèâîé
γ ⊂ C, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè z0, zf è äîïóñêàþùåé ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäà-
íèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé z = z(t) (t ∈ [t0, tf ], z(t0) = z0, z(tf) = zf),
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åñëè Q îãðàíè÷åíà íà ýòîé êðèâîé è ñîâïàäàåò íà íåé ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì öåëûõ ôóíêöèé. Ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå öåëîå ÷èñëî N ≥ 0 è íàáîð
÷èñåë T = {tj}N+1

0 : t0 < t1 < . . . < tN+1 ≡ tf , ÷òî

Q(z(t)) = Qi(z), åñëè t ∈ (ti, ti+1) (i = 0, N), (2)

ãäå âñå Qi � öåëûå ôóíêöèè. Ïðè÷¼ì, åñëè N ≥ 1, òî äëÿ ëþáîãî n ∈
∈ {1, . . . , N} ôóíêöèè Qn è Qn−1 ðàçëè÷íû.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ (1) âäîëü ñïðÿìëÿåìûõ êðè-
âûõ γ ⊂ C, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ Q ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-öåëîé. Ïðè ýòîì
ïîä ðåøåíèÿìè (1) âäîëü γ ïîíèìàþòñÿ ðåøåíèÿ, íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûå âäîëü γ. Â ñèëó (2) ôóíêöèÿ Q è âñå å¼ ïðîèçâîäíûå âäîëü
êðèâîé γ èìåþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû â òî÷êàõ zj := z(tj)
(j = 0, N + 1). Åñëè N ≥ 1, òî ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ âñåõ n ∈ {1, . . . , N}
ôóíêöèèQn èQn−1 ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè
Q èëè õîòÿ áû îäíîé å¼ ïðîèçâîäíîé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà âäîëü êðèâîé γ
ðàçëè÷íû ïðè ïîäõîäå ê zn ¾ñëåâà¿ è ¾ñïðàâà¿. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå
òî÷êè òî÷êàìè îáîáùåííîãî ñêà÷êà ôóíêöèè Q íà êðèâîé γ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u1(z), u2(z) � íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå
ðåøåíèÿ (1) âäîëü ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó zb,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì u1(zb) = 1, u′1(zb) = 0, u2(zb) = 0, u′2(zb) = 1.

Áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó P̂ (γ, z, zb) =

(
u1(z) u2(z)

u′1(z) u′2(z)

)
ïåðåäàòî÷íîé

ìàòðèöåé óðàâíåíèÿ (1) ìåæäó òî÷êàìè zb è z êðèâîé γ.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâ¼ì W := {N, {zj}N+1
0 , {Qi}N0 } íàáîðîì êëþ÷å-

âûõ äàííûõ êðèâîé γ, íà êîòîðîé (2) çàäà¼ò ôóíêöèþ Q.

Ëåììà. Åñëè ôóíêöèÿ Q ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-öåëîé íà ñïðÿìëÿå-
ìîé êðèâîé γ, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè z0 è zf , òî ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà

P̂ (γ, zf , z0) óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäà-
íèåì λ è íàáîðà êëþ÷åâûõ äàííûõ W .

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ Q çàäàíà íà ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ ñ
ïîìîùüþ (2), z(d) ∈ γi (γi � ó÷àñòîê γ, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè zi è zi+1,
i ∈ {0, . . . , N}), γ(d) � ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëîì è êîíöîì â z(d)

è Q(z) = F (z), åñëè z ∈ γ(d)\z(d). Çäåñü F (z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, ïðè-
÷åì F 6= Qi, à òàêæå F 6= Qi−1, åñëè z(d) = zi, i 6= 0, è F 6= Qi+1,
åñëè z(d) = zi+1, i 6= N . Òîãäà âñòàâêà â γ ó÷àñòêà γ(d) íå ìåíÿåò ïå-
ðåäàòî÷íóþ ìàòðèöó, ïîëîæåíèÿ êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé òî÷åê êðèâîé
è óâåëè÷èâàåò ÷èñëî òî÷åê îáîáùåííîãî ñêà÷êà ôóíêöèè Q íà êðèâîé.
Ó÷àñòîê γ(d) îïèñàííîãî òèïà áóäåì íàçâàòü ¾íåâèäèìîé ïåòëåé¿.

Îïðåäåëåíèå. Ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ (ñ çàäàííîé íà íåé êóñî÷íî-
öåëîé ôóíêöèåé) áåç ¾íåâèäèìûõ ïåòåëü¿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé.
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Îïðåäåëåíèå. Íàáîð êëþ÷åâûõ äàííûõ W íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì,
åñëè ∆zi := zi+1 − zi 6= 0 äëÿ âñåõ n ∈ {1, . . . , N}.

Ëþáàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ ñ ïðîñòûì íàáîðîì êëþ÷åâûõ äàííûõ,
áóäåò ïðîñòîé è íàîáîðîò.

Èòàê, ïðè çàäàííîé òî÷êå z0 ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà óðàâíåíèÿ (1) ñ
êóñî÷íî-öåëûì ïîòåíöèàëîì ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü áåñêîíå÷íî áîëüøî-
ìó ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ, îòëè÷àþùèõñÿ êîëè÷åñòâîì
è ðàñïîëîæåíèåì ¾íåâèäèìûõ ïåòåëü¿, è, ñëåäîâàòåëüíî, íàáîðàìè êëþ-
÷åâûõ äàííûõ. Èç êðèâîé ñ ¾íåâèäèìûìè ïåòëÿìè¿ âñåãäà ìîæíî âû-
äåëèòü êðèâóþ áåç òàêèõ ïåòåëü ñ òîé æå ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöåé. Ïî-
ýòîìó, åñëè ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò õîòÿ áû îäíà êðèâàÿ,
òî åé ñîîòâåòñòâóåò è õîòÿ áû îäèí ïðîñòîé íàáîð êëþ÷åâûõ äàííûõ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ïðîñòîé íàáîð äàííûõ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ Q � êóñî÷íî-öåëàÿ íà íåêîòîðîé (íå çà-
äàííîé) ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé γ. Òîãäà çàäàíèå òî÷êè z0 è ñòîëáöà èëè
ñòðîêè ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû óðàâíåíèÿ (1) ìåæäó z0 è íå çàäàííîé
êîíå÷íîé òî÷êîé êðèâîé γ íà èìåþùåì õîòÿ áû îäíó êîíå÷íóþ ïðå-
äåëüíóþ òî÷êó ìíîæåñòâå òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïàðàìåòðà
ρ = λ2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íàáîð êëþ÷åâûõ äàííûõ W ïðîñòîé êðè-
âîé, âûäåëåííîé èç γ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõ ïîëó÷åííîé â äîêëà-
äå àñèìïòîòèêè ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ |λ| ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå:

pαβ =

 2N∑
j=1

d
(j)
α1 exp {λhj+}

 a
(0)
1β +

 2N∑
j=1

d
(j)
α2 exp {λhj−}

 a
(0)
2β . (3)

Çäåñü α, β ∈ {1, 2}, hj± = ±∆z0 +
N∑
i=1

αi∆zi, αi ∈ {±1}(i = 1, N),

j = 1+
N∑
i=1

(1+αi)
2 2i−1 (ò.å. j ∈ {1, . . . , 2N}), d(j)

αβ = (1/λ)m
(j)
αβ δ

(j)
αβ (1 +O(1)/λ)

(j = 1, 2N), ãäå êîíå÷íûå öåëûå m
(j)
αβ ≥ 0 è êîìïëåêñíûå δ

(j)
αβ 6= 0 íå çà-

âèñÿò îò λ, à a
(0)
αβ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |λ| îòëè÷íû îò íóëÿ è ïðåä-

ñòàâèìû â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïî 1/λ, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî
çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ôóíêöèè Q è å¼ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå z0. Ïðè ýòîì
â ñëó÷àå ïðîñòûõ êðèâûõ ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì äâà ïðîòèâîïîëîæíî
íàïðàâëåííûõ ëó÷à, èñõîäÿùèõ èç íóëÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïàðàìåò-
ðà λ, è äâà óçêèõ ñåêòîðà, ñîäåðæàùèõ ýòè ëó÷è, òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî
òàêîãî ñåêòîðà è êàæäîãî ýëåìåíòà ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû ñðåäè 2N+1
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ñëàãàåìûõ â (3) ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî, èìåþùåå íàèáîëüøèé ýêñïîíåí-
öèàëüíûé ðîñò ïðè λ→∞ â ýòîì ñåêòîðå.

Â äîêëàäå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà âçàèìíàÿ ñâÿçü èññëåäîâàííîé çàäà-
÷è ñ îáðàòíîé çàäà÷åé äëÿ ïðîñòåéøåãî îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Øòóð-
ìà �Ëèóâèëëÿ ñ êóñî÷íî-öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íà îòðåçêå äåéñòâè-
òåëüíîé îñè: (r−1(x)u′(x))′+(Q̃(x)−r(x)λ2)u(x) = 0, ãäå r(x) � îòëè÷íàÿ

îò íóëÿ è îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, à Q̃ � ïðîèçâîëü-
íàÿ êóñî÷íî-öåëàÿ ôóíêöèÿ. Íà ýòîì ïðèìåðå ïîêàçàíû âîçíèêàþùèå
ïðè ïåðåõîäå ê êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè
ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷
äëÿ îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå äåéñòâèòåëü-
íîé îñè.
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Â ðàáîòå [1] áûëè ââåäåíû êëàññû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ îãðàíè-
÷åíèåì íà ôðàêòàëüíîñòü èõ ãðàôèêîâ è èññëåäîâàëàñü çàäà÷à î âçà-
èìîñâÿçè ýòèõ êëàññîâ ñ êëàññàìè ôóíêöèé îáîáùåííîé îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè. Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ îáñóäèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1] è ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè ðÿäîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç ââåäåííûõ
êëàññîâ[2].
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