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Ïóñòü Ωδ = {0, δ, 2δ, . . .}, ãäå δ = 1
N , N > 0. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå Ωδ ïîñòðîåíû ðÿ-
äû Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíåðà è èññëåäîâàíû àïïðîêñèìàòèâíûå
ñâîéñòâà èõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ
ôóíêöèè Ëåáåãà ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíå-
ðà Mα

n,N(x).
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ïîëèíîìàõ Ìåéêñíåðà.
Äëÿ q 6= 0 è ïðîèçâîëüíîãî α ∈ R êëàññè÷åñêèå ïîëèíîìû Ìåéêñíåðà

[1�3] ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Mα
n (x) = Mα

n (x, q) =

(
n+ α

n

) n∑
k=0

n[k]x[k]

(α + 1)kk!

(
1− 1

q

)k
,

ãäå x[k] = x(x − 1) . . . (x − k + 1), (a)k = a(a + 1) . . . (a + k − 1). Õî-
ðîøî èçâåñòíî [1�3], ÷òî ïðè α > −1 è 0 < q < 1 ïîëèíîìû Ìåéêñíå-
ðà Mα

n (x) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà ñåòêå {0, 1, . . .} ñ âåñîì
ρ(x) = ρ(x, α, q) = qxΓ(x+α+1)

Γ(x+1) (1 − q)α+1, à áîëåå òî÷íî èìååò ìåñòî ñëå-
äóþùåå ðàâåíñòâî

∞∑
x=0

mα
n(x)mα

k (x)ρ(x) = δnk, 0 < q < 1, α > −1,

ãäå mα
n(x) = mα

n(x, q) = {hαn(q)}−1/2Mα
n (x), hαn(q) =

(
n+α
n

)
q−nΓ(α + 1).

Ïóñòü N > 0, δ = 1/N , q = e−δ. Ìíîãî÷ëåíû Mα
n,N(x) = Mα

n (Nx, e−δ)

è mα
n,N(x) = mα

n(Nx, e−δ) =
{
hαn(e−δ)

}−1/2
Mα

n,N(x) â ñëó÷àå α > −1
îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ è îðòîíîðìèðîâàííóþ íà Ωδ ñèñòåìû ñ âåñîì
ρN(x) = ρ(Nx;α, e−δ).
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Â äàëüíåéøåì, ïðè îöåíêå ôóíêöèè Ëåáåãà, âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñëå-
äóþùàÿ ôîðìóëà Êðèñòîôôåëÿ �Äàðáó

Kαn,N(t, x) =
n∑
k=0

mα
k,N(t)mα

k,N(x).

Íåðàâåíñòâî Ëåáåãà äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Ôóðüå �Ìåéêñíåðà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(Ωδ) ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíûõ ôóíêöèé f(x) âèäà
f : Ωδ → R è òàêèõ, ÷òî

lim
x→∞
|f(x)|e−x/2 = 0. (1)

Íîðìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖f‖C(Ωδ) = sup
x∈Ωδ

e−x/2|f(x)|. (2)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ïóñòü α > −1, 1 < p < 2, ρN(x) = e−xΓ(Nx+α+1)
Γ(Nx+1) (1 −

− e−δ)α+1, lpρN � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà Ωδ è òàêèõ, ÷òî

‖f‖lpρN =

(∑
x∈Ωδ

|f(x)|pρN(x)

)1/p

<∞.

Òîãäà C(Ωδ) ⊂ lpρN .
Äàëåå ïóñòü f ∈ lpρN . Òîãäà äëÿ f ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êîýôôèöè-

åíòû Ôóðüå �Ìåéêñíåðà

fαk =
∑
t∈Ωδ

f(t)mα
k,N(t)ρN(t)

è ðÿä Ôóðüå �Ìåéêñíåðà

f(x) ∼
∞∑
k=0

fαkm
α
k,N(x). (3)

×åðåç Sαn,N(f, x) îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (3):

Sαn,N(f, x) =
n∑
k=0

fαkm
α
k,N(x). (4)
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü Sαn,N(f, x) êàê àïïàðàò ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé,
ïðèíàäëåæàùèõ lpρN . Ïîñêîëüêó C(Ωδ) ⊂ lpρN ïðè 1 < p < 2, ïîýòîìó
äëÿ ôóíêöèè f ∈ C(Ωδ) ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ðÿä Ôóðüå �Ìåéêñíå-
ðà (3) è ÷àñòè÷íóþ ñóììó (4). ×åðåç pn(f, x) îáîçíà÷èì àëãåáðàè÷åñêèé
ïîëèíîì ñòåïåíè n íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ê ôóíêöèè f â ìåòðèêå (2):

En(f) = ‖f − pn‖C(Ωδ).

Òîãäà∣∣f(x)− Sαn,N(f, x)
∣∣ =

∣∣f(x)− pn(f, x) + pn(f, x)− Sαn,N(f, x)
∣∣ ≤

≤ |f(x)− pn(f, x)|+
∣∣Sαn,N(pn − f, x)

∣∣ .
Îòñþäà

e−
x
2

∣∣f(x)− Sαn,N(f, x)
∣∣ ≤ e−

x
2 |f(x)− pn(f, x)|+ e−

x
2

∣∣Sαn,N(pn − f, x)
∣∣ ≤

≤ En(f)(1 + λαn,N(x)), (5)

ãäå

λαn,N(x) =
∑
t∈Ωδ

e−
t+x

2
Γ(Nt+ α + 1)

Γ(Nt+ 1)
(1− e−δ)α+1

∣∣Kαn,N(t, x)
∣∣ .

Â ñâÿçè ñ íåðàâåíñòâîì (5) âîçíèêàåò çàäà÷à îá îöåíêå ôóíêöèè Ëåáåãà
λαn,N(x) íà [0,∞) ïðè n ≤ λN , λ > 0. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðà-

íè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì âåëè÷èíû λαn,N(x) íà ìíîæåñòâàõ G1 = [0, 3
θn

] è

G2 = [ 3
θn
, θn2 ]. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäó-

þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α > −1, θn = 4n + 2α + 2, λ > 0, 1 ≤ n ≤ λN.
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

1) åñëè x ∈ G1 = [0, 3
θn

], òî

λαn,N(x) ≤ c(α, λ)


1, −1 < α < −1

2 ,

ln(n+ 1), α = −1
2 ,

nα+ 1
2 , α > −1

2 ;

2) åñëè x ∈ G2 = [ 3
θn
, θn2 ], òî

λαn,N(x) ≤ c(α, λ)

{
ln(nx+ 1), −1 < α ≤ −1

2 ,

ln(n+ 1) +
(
n
x

)α
2 + 1

4 , α > −1
2 .
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Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ [1, 2] ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùå-
íèåì êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå îïðå-
äåëåííûõ êëàññîâ ïåðåïîëíåííûõ ñèñòåì îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ
îáåñïå÷èâàþò àáñîëþòíóþ óñòîé÷èâîñòü êàê ê îøèáêàì â âû÷èñëåíèè
êîýôôèöèåíòîâ, òàê è ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ñèñòåìû [3].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé. Ïóñòü H �
ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( · , · ) (äëÿ îïðåäåëåííîñòè
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà íàä R), {en}∞n=1 ⊂ H � ïðîèçâîëü-
íàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, f ∈ H � ðàñêëàäûâàåìûé ýëåìåíò.
Îïðåäåëèì èíäóêòèâíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ {rn}∞n=0 è ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ {f̂n}∞n=1:

r0 = f ;

f̂n+1 =
(rn, en+1)

‖en+1‖2
, rn+1 = rn − f̂n+1en+1.

Îðòîðåêóðñèâíûì ðàçëîæåíèåì ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå {en}∞n=1 íàçûâà-

åòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

f̂nen.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà {en}∞n=1 îðòîãîíàëüíà, òî îðòîðåêóð-
ñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî íåé ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå. Äàæå
ïðè íàðóøåíèè îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû äëÿ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëî-
æåíèé âûïîëíÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-6222.2018.1).
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