
Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈M , â êîòîðîé F (x) = ∗F (x). Òîãäà ñâÿç-
íîñòü A ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé àâòîäóàëüíîñòè íà âñåì M
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ UA ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ëàïëàñèàíà ∆
S,{en}
L :

∆
S,{en}
L UA = 0.
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Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E íà îòðåçêå [0, T ] ðàññìîòðèì çàäà÷ó{
u′(t) = Au(t) + g, 0 6 t 6 T,

u(0) = u0, u(T ) = u1,
(1)

ñ íåèçâåñòíûì ýëåìåíòîì g ∈ E. Çäåñü A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïå-
ðàòîð â E ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ E, ïîðîæäàþùèé
ïîëóãðóïïó U(t) êëàññà C0. Ýëåìåíòû u0, u1 çàäàíû â D(A). Ðåøåíèåì
çàäà÷è (1) íàçîâåì ïàðó (u(t), g), ãäå u ∈ C1([0, T ];E), u(t) ∈ D(A) ïðè
âñåõ t ∈ [0, T ], è g ∈ E. Çàäà÷ó (1) íàçûâàþò îáðàòíîé çàäà÷åé ñ ôè-
íàëüíûì ïåðåîïðåäåëåíèåì (ñì. [1]).
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Ïðåäïîëàãàåì ñåé÷àñ, ÷òî ïîëóãðóïïà U(t) ÿâëÿåòñÿ ñóïåðóñòîé÷è-
âîé (èëè êâàçèíèëüïîòåíòíîé). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûé
òèï ïîëóãðóïïû, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå

ω0 ≡ lim
t→+∞

(
t−1 ln ‖U(t)‖

)
,

ðàâåí −∞. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè ëþáîì âûáîðå ÷èñëà α > 0 íàéäåòñÿ êîí-
ñòàíòà M = Mα > 1, äëÿ êîòîðîé ‖U(t)‖ 6 Me−αt ïðè t > 0. Âûðîæ-
äåííûé êëàññ ñóïåðóñòîé÷èâûõ ïîëóãðóïï âûçâàë èíòåðåñ â ïîñëåäíèå
äåñÿòèëåòèÿ (ñì. [2�5]).

Ñîãëàñíî ñõåìå [6] ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îïåðàòîð A ïîðîæäàåò ñóïåðóñòîé÷èâóþ ïîëó-
ãðóïïó U(t) êëàññà C0. Òîãäà ïðè ëþáîì âûáîðå ýëåìåíòîâ u0, u1 ∈ D(A)
îáðàòíàÿ çàäà÷à (1) èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (u(t), g).
Ïðè ýòîì ýëåìåíò g ∈ E ïðåäñòàâèì ðÿäîì Íåéìàíà

g =
∞∑
k=0

U(kT )f, f = A (U(T )u0 − u1), (2)

ñõîäÿùèìñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà E, à ïåðâûé êîìïîíåíò ðåøåíèÿ
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

u(t) = U(t)u0 +

t�

0

U(t− s)g ds, 0 6 t 6 T. (3)

Îáñóäèì òèïè÷íûå ïðèìåðû ñóïåðóñòîé÷èâûõ ïîëóãðóïï, ðàñêðûâà-
þùèå âîçìîæíîñòè äàííîé òåîðåìû.

Ââåäåì âåñîâîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E ≡ L1
(
R+ , e

−γ(x) dx
)
ñ ìî-

íîòîííî íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé γ(x) > 0 ïðè x > 0. Ïóñòü îïåðàòîð A
çàäàí â E ïî ôîðìóëå

A = − d

dx
− σ(x), (4)

ãäå σ(x) � èçìåðèìàÿ, íåîòðèöàòåëüíàÿ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ
ïðè x > 0 ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì

D(A) = { f ∈ AC loc(R+) : Af ∈ E, f(0) = 0 } . (5)

Òîãäà îïåðàòîð (4) ïîðîæäàåò â E ≡ L1
(
R+ , e

−γ(x) dx
)
ïîëóãðóïïó U(t)

êëàññà C0 ïî ïðàâèëó

U(t)f(x) =

 f(x− t) exp

(
−

t�
0

σ(x− s)ds
)
, x > t,

0, x 6 t.

(6)
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Óêàæåì òèïè÷íûå ñëó÷àè, ïðè êîòîðûõ ïîëóãðóïïà (6) ÿâëÿåòñÿ ñó-
ïåðóñòîé÷èâîé.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü γ(x) = axp ïðè x > 0 ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòà-
ìè a > 0 è p > 1. Òîãäà ïðè ëþáîì âûáîðå èçìåðèìîé, ëîêàëüíî îãðà-
íè÷åííîé ôóíêöèè σ(x) > 0 ïîëóãðóïïà (6) ÿâëÿåòñÿ ñóïåðóñòîé÷èâîé
â ïðîñòðàíñòâå E ≡ L1

(
R+ , e

−γ(x) dx
)
.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü σ(x) > bxq ïðè x > 0 ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòà-
ìè b > 0 è q > 0. Òîãäà ïðè ëþáîì âûáîðå ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé
ôóíêöèè γ(x) > 0 ïîëóãðóïïà (6) ÿâëÿåòñÿ ñóïåðóñòîé÷èâîé â ïðîñòðàí-
ñòâå E ≡ L1

(
R+ , e

−γ(x) dx
)
.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîé ìîäåëè äëÿ ¾àáñòðàêòíîé¿ çàäà÷è (1) ðàññìîòðèì
îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ ïîãëîùåíèåì íà ïîëóîñè

ut + ux + σ(x)u = g(x), 0 6 x < +∞, 0 6 t 6 T,

u(0, t) = 0,

u(x, 0) = u0(x), u(x, T ) = u1(x).

(7)

Ñëó÷àè 1 è 2 äàþò øèðîêèé ñïåêòð âîçìîæíîñòåé äëÿ âûáîðà êîýôôè-
öèåíòà σ(x) > 0 è áàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà E ≡ L1

(
R+ , e

−γ(x) dx
)
, ïðè

êîòîðûõ ãàðàíòèðîâàíà êîððåêòíîñòü çàäà÷è (7).
Íàïðèìåð, ïóñòü γ(x) ≡ 0 è σ(x) =

√
x ïðè x > 0. Îïðåäåëèì â ïðî-

ñòðàíñòâå E = L1(R+) îáëàñòü D(A), ïîñòðîåííóþ äëÿ îïåðàòîðà (4) ïî
ïðàâèëó (5). Òîãäà, ïî òåîðåìå 1 è ñîãëàñíî îòìå÷åííîìó âûøå ñëó÷àþ 2,
îáðàòíàÿ çàäà÷à (7) ïðè ëþáîì âûáîðå ôóíêöèé u0(x), u1(x) èç D(A)
èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (u(x, t), g(x)), ñîãëàñîâàííîå ñ
âûáîðîì ïðîñòðàíñòâà L1(R+). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþò-
ñÿ àíàëîãè ôîðìóë (2), (3). Ïîäîáíûé ïîäõîä ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà
ìíîãîìåðíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè áåç èíòåãðà-
ëà ñòîëêíîâåíèé.

Àâòîð áëàãîäàðåí È. Â. Òèõîíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîìîùü
â èññëåäîâàíèè.
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Ïóñòü Ωδ = {0, δ, 2δ, . . .}, ãäå δ = 1
N , N > 0. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå Ωδ ïîñòðîåíû ðÿ-
äû Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíåðà è èññëåäîâàíû àïïðîêñèìàòèâíûå
ñâîéñòâà èõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ
ôóíêöèè Ëåáåãà ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì Ìåéêñíå-
ðà Mα

n,N(x).
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ïîëèíîìàõ Ìåéêñíåðà.
Äëÿ q 6= 0 è ïðîèçâîëüíîãî α ∈ R êëàññè÷åñêèå ïîëèíîìû Ìåéêñíåðà

[1�3] ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Mα
n (x) = Mα

n (x, q) =

(
n+ α

n

) n∑
k=0

n[k]x[k]

(α + 1)kk!

(
1− 1

q

)k
,

ãäå x[k] = x(x − 1) . . . (x − k + 1), (a)k = a(a + 1) . . . (a + k − 1). Õî-
ðîøî èçâåñòíî [1�3], ÷òî ïðè α > −1 è 0 < q < 1 ïîëèíîìû Ìåéêñíå-
ðà Mα

n (x) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà ñåòêå {0, 1, . . .} ñ âåñîì
ρ(x) = ρ(x, α, q) = qxΓ(x+α+1)

Γ(x+1) (1 − q)α+1, à áîëåå òî÷íî èìååò ìåñòî ñëå-
äóþùåå ðàâåíñòâî

∞∑
x=0

mα
n(x)mα

k (x)ρ(x) = δnk, 0 < q < 1, α > −1,

ãäå mα
n(x) = mα

n(x, q) = {hαn(q)}−1/2Mα
n (x), hαn(q) =

(
n+α
n

)
q−nΓ(α + 1).

Ïóñòü N > 0, δ = 1/N , q = e−δ. Ìíîãî÷ëåíû Mα
n,N(x) = Mα

n (Nx, e−δ)

è mα
n,N(x) = mα

n(Nx, e−δ) =
{
hαn(e−δ)

}−1/2
Mα

n,N(x) â ñëó÷àå α > −1
îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ è îðòîíîðìèðîâàííóþ íà Ωδ ñèñòåìû ñ âåñîì
ρN(x) = ρ(Nx;α, e−δ).
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