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Ïóñòü 1 < p < ∞, f � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åí-
íàÿ ôóíêöèÿ, ξ = {x0 < x1 < . . . < xn = x0 + 2π} � ðàçáèåíèå ïå-

ðèîäà è æp
ξ(f) :=

(
n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|p
)1/p

. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

ω1−1/p(f, δ) = sup{æp
ξ(f) : λ(ξ) := maxi(xi − xi−1) ≤ δ}. Äëÿ 1 < p <

< ∞ ââåäåì ïðîñòðàíñòâà Vp, ñîäåðæàùåå âñå f ñî ñâîéñòâîì ‖f‖Vp :=
= max(‖f‖∞, ω1−1/p(f, 2π)) <∞, è Cp = {f ∈ Vp : lim

δ→0
ω1−1/p(f, δ) = 0}.

Äàëåå Lp, 1 ≤ p <∞, � ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ èçìåðèìûõ

ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖f‖p =
(� 2π

0 |f(x)|p dx
)1/p

, à äëÿ k ∈ N, δ ∈
∈ [0, 2π], ðàññìîòðèì ωk(f, δ)p := sup{‖∆k

hf(x)‖p : |h| ≤ δ}, ãäå ∆k
hf(x) =

=
k∑
i=0

(−1)k−i
(
k
i

)
f(x + ih). Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ f ∈ L1 ñóùåñòâóåò ñîïðÿ-

æåííàÿ ôóíêöèÿ

f̃(x) = lim
ε→0

(2π)−1

π�

ε

(f(x− t)− f(x+ t))ctg(t/2) dt.

Ïî òåîðåìå Ì. Ðèññà (ñì. [2, ãë. VIII, � 14] èç f ∈ Lp(T), 1 < p <

<∞, ñëåäóåò, ÷òî f̃ ∈ Lp(T). Äëÿ ïðîñòðàíñòâà Tn òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà íå âûøå n ââåäåì n-å íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå â Vp
ðàâåíñòâîì En(f)Vp := inf

tn∈Tn
‖f − tn‖Vp, n ∈ Z+. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ

En(f)p è ωk(f, δ)Vp. Âåëè÷èíû ωk(f, δ)X è En(f)X , ãäå X = Vp èëè X = p,
1 < p <∞, ñâÿçàíû ïðÿìîé è îáðàòíîé òåîðåìàìè ïðèáëèæåíèÿ

En(f)X ≤ Cωk(f,
1

n+ 1
)X , ωk(f,

1

n+ 1
)X ≤

C

nk

n∑
i=0

(i+ 1)k−1Ei(f)X ,

ãäå n ∈ Z+ (ñì. [3, ãë. 5, 6]).
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Ïóñòü {εn}∞n=0 óáûâàåò ê íóëþ. Òîãäà {εn}∞n=0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Áàðè (B), åñëè
∞∑
k=n

εk/(k + 1) = O(εn), n ∈ Z+, ñîîòâåòñòâåííî, óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Áàðè �Ñòå÷êèíà (Bm), m > 0, åñëè
n∑
k=1

km−1εk−1 =

O(nmεn), n ∈ N (ñì. [4]). Ïî îïðåäåëåíèþ, f ∈ ECp(ε), åñëè En(f)Vp ≤ εn,
n ∈ Z+, êëàññ Ep(ε) çàäàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Sn(f)(x) = a0/2 +
n∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx), n ∈ Z+, ÿâëÿþòñÿ

÷àñòíûìè ñóììàìè ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1. Ðàññìîòðèì ñðåäíèå

Ýéëåðà eqn(f)(x) =
n∑
k=0

(
n
k

)
qn−k(1 + q)−nSk(f)(x), q ≥ 0, n ∈ Z+.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 < p <∞, k ∈ N. Äëÿ f ∈ Lp èìååì

‖f − eqn(f)‖p ≤ C1ωk(f,
1

n
)p ≤

C2

nk

n∑
i=1

ik−1Ei−1(f)p, n ∈ N.

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà Ë. Ðåìïóëüñêîé è Ê. Òî-
ì÷àêà [5] (äëÿ q = 1).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < p <∞, k ∈ N.
1. Äëÿ f ∈ Lp èìååì

‖f̃ − eqn(f̃)‖p ≤ C1ωk(f,
1

n
)p ≤

C2

nk

n∑
i=1

ik−1Ei−1(f)p, n ∈ N.

2. Åñëè {εi}∞i=0 óáûâàåò ê íóëþ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (B), f ∈
∈ ECp(ε), òî

‖f̃ − eqn(f̃)‖Vp ≤
C ln(n+ 2)

nk

n∑
i=1

ik−1εi−1, n ∈ N.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, f ∈ Cp, k ∈ N. Òîãäà âåðíû ñëåäóþ-
ùèå íåðàâåíñòâà

‖f − eqn(f)‖∞ ≤ C1(1 + q)−n
n∑
j=0

(
n

j

)
qn−jEj(f)Vp, n ∈ N,

‖f − eqn(f)‖∞ ≤ C2ωk(f, 1/n)Vp, n ∈ N.
Åñëè {εn}∞n=0 óáûâàåò ê íóëþ, {εn}∞n=0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (B)

è f ∈ ECp(ε), òî

‖f̃ − e1
n(f̃)‖∞ ≤ C32

−n
n∑
j=0

(
n

j

)
εj.
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Â òåîðåìå 3 èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû À. Ï. Òåðåõèíà [6]. Äàëåå ïîêà-
çûâàåòñÿ òî÷íîñòü íåêîòîðûõ îöåíîê òåîðåì 1�3. Áóäåì ïèñàòü An � Bn,
n ∈ N, åñëè ñóùåñòâóþò C1, C2 > 0, òàêèå ÷òî C1An ≤ Bn ≤ C2An.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, {εk}∞k=0 óáûâàåò ê íóëþ è óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì (B) è (Bk) äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N. Òîãäà

sup
f∈Ep(ε)

‖f − eqn(f)‖p � sup
f∈Ep(ε)

‖f̃ − eqn(f̃)‖p � εn � n−k
n∑
i=1

ik−1εi−1,

n ∈ N.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü 1 < p <∞, {εk}∞k=0 óáûâàåò ê íóëþ, εk ≤ Cεk+1

äëÿ k ∈ Z+. Åñëè {εk}∞k=0 óäîâëåòâîðÿåò òàêæå äâóñòîðîííåìó óñëî-

âèþ Áàðè
∞∑
k=n

εk/(k + 1) � εn, n ∈ Z+, òî

sup
f∈ECp(ε)

‖f − eqn(f)‖∞ � (1 + q)−n
n∑
j=0

(
n

j

)
qn−jεj, n ∈ N,

è

sup
f∈ECp(ε)

‖f̃ − e1
n(f̃)‖∞ � 2−n

n∑
j=0

(
n

j

)
εj, n ∈ N.
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