
Çàìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå ïîëÿ Qp âñåãäà åñòü íåòîæäåñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ, îáëàäàþùàÿ ñèñòåìîé îðòîãîíàëüíûõ ñäâèãîâ, èñêëþ÷åíèå òîëüêî
p = 2 è M = 1, ÷òî äîêàçàíî â [5].
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Ââåäåíèå
Ïóñòü {pn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî

2 ≤ pj ≤ N . Ïîëîæèì p−j = pj äëÿ âñåõ j ∈ N, mj = p1...pj ïðè j ∈ N,
m0 = 1 è m−l = ml ïðè l ∈ N. Òîãäà êàæäîìó ÷èñëó x ∈ R+ ìîæíî
ñîïîñòàâèòü ðàçëîæåíèå

x =
∞∑
j=1

x−jmj−1+
∞∑
j=1

xj
mj

, 0 ≤ xn < pn, xj ∈ Z∩[0, pj), |j| ∈ N. (1)

Çäåñü â ïåðâîé ñóììå èç (1) ïðèñóòñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ è
ðàçëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, åñëè äëÿ ÷èñåë âèäà x = k/ml,
k, l ∈ N, áðàòü ðàçëîæåíèå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì xj 6= 0. Åñëè x, y ∈ R+ çà-

ïèñàíû â âèäå (1), òî ïî îïðåäåëåíèþ x⊕y = z =
∞∑
j=1

z−jmj−1 +
∞∑
j=1

zj/mj,

zj ∈ Z∩[0, pj), |j| ∈ N, ãäå zj = xj+yj (mod pj). Ýòà îïåðàöèÿ íå îïðåäå-
ëåíà, åñëè zj = pj − 1 äëÿ âñåõ j ≥ j0, ò.å. äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà y ïðè

81



ôèêñèðîâàííîì x ∈ R+. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ
x	 y.

Äëÿ x, y ∈ R+, çàïèñàííûõ â âèäå (1), îïðåäåëèì ÿäðî χ(x, y) ðà-

âåíñòâîì χ(x, y) = exp

(
2πi

∞∑
j=1

(xjy−j + x−jyj)/pj

)
. Äëÿ ïî÷òè âñåõ

ïàð (x, z) ∈ R+ × R+ ïðè ôèêñèðîâàííîì y ∈ R+ èìååì ðàâåíñòâî

χ(x⊕z, y) = χ(x, y)χ(z, y) è χ(x	z, y) = χ(x, y)χ(z, y). Â ÷àñòíîñòè, âåð-

íî ðàâåíñòâî χ(x, 0	 y) = χ(x, y), x, y ∈ R+. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî χ(x, y)
ïîñòîÿííà ïî x íà âñåõ ïðîìåæóòêàõ Ikj = [j/mk, (j + 1)/mk), j ∈ Z+,

ïðè 0 ≤ y < mk (ñì. [1, � 1.5]). Äàëåå Dy(x) =
� y

0 χ(x, t) dt, x, y ∈ R+.
Ïðîñòðàíñòâà Lp(R+), 1 ≤ p < ∞, ñîñòîÿò èç èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó

íà R+ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ‖f‖p =

( �
R+

|f(t)|pdt

)1/p

<∞. Ïðè p =∞

äëÿ îãðàíè÷åííûõ íà R+ ôóíêöèé f (f ∈ B(R+)) áóäåì èñïîëüçîâàòü
ðàâíîìåðíóþ íîðìó ‖f‖∞ = sup

x∈R+

|f(x)|. ×åðåç Lip∗(α, p) îáîçíà÷èì ïðî-

ñòðàíñòâî ôóíêöèé f ∈ Lp(R+), òàêèõ ÷òî ‖f(· ⊕ h)− f(·)‖p = O(hα).
Äëÿ f ∈ L1(R+) ìóëüòèïëèêàòèâíîå P-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ñì. [1]

è [2]) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé f̂(x) =
�
R+
f(y)χ(x, y) dy, ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâ-

ëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà. Äëÿ f ∈ Lp(R+), 1 < p ≤ 2,P-ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå ââîäèòñÿ, êàê ïðåäåë
� a

0 f(y)χ(x, y) dy â Lq(R+), 1/p + 1/q = 1,
ïðè a→ +∞. Ñîãëàñíî [1, ãë. 6, òåîðåìà 6.1.7], èìååò ìåñòî àíàëîã íåðà-
âåíñòâà Õàóñäîðôà-Þíãà

‖f̂‖q ≤ ‖f‖p, f ∈ Lp(R+), 1 ≤ p ≤ 2. (2)

Äëÿ f ∈ L2(R+), ñîãëàñíî (2), f̂ ∈ L2(R+). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâ àíàëîã

ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ �Ïëàíøåðåëÿ ‖f‖2 = ‖f̂‖2, êîòîðûé ëåãêî âûâî-
äèòñÿ èç òåîðåìû 6.2.4 â [1].

Íàêîíåö äëÿ óáûâàþùåé íà (0,∞) ê íóëþ è íèòåãðèðóåìîé â îêðåñò-

íîñòè íóëÿ ôóíêöèè f ìû îïðåäåëèì f̂(x), êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë�∞
0 f(y)χ(x, y) dy (ñì. [3]).
Ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñâåðòêîé ôóíêöèé f, g ∈ L1

loc(R+) íàçûâàåòñÿ
f ∗g(x) =

�
R+
f(x	 t)g(t) dt, åñëè ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò. Ïóñòü

Gn � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà âñåõ ïðîìåæóòêàõ Ink , k ∈
∈ Z+, äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ Z+, è Emn

(f)p = inf{‖f−g‖p : g ∈ Gn}, n ∈ Z+,
1 ≤ p <∞. Ðàññìîòðèì òàêæå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè

ωn(f)p := sup
0<h<1/mn

‖f(· 	 h)− f(·)‖p.
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Ïóñòü f ∈ Lp(R+), 1 ≤ p < ∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
À. Â. Åôèìîâà [1, � 10.5]

Emn
(f)p ≤ ‖f − f ∗Dmn

‖p ≤ ωn(f)p ≤ 2Emn
(f)p.

Äàëåå ìû èçó÷àåì óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
îò ñâåðòîê h = f ∗ g è àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ íîðì
ĥX[mn,∞). Ïðè ýòîì áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâó íåóëó÷-
øàåìîñòè ýòèõ óñëîâèé. Â ñëó÷àå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ àáñîëþòíàÿ
ñõîäèìîñòü è åå îáîáùåíèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñâåðòîê èçó÷àëèñü Ì. è
Ø. Èçóìè [4] è Ê. Îíåâèðîì [5], à äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåì �
Ê.Îíåâèðîì [6] è îäíèì èç àâòîðîâ [7].

Îòìåòèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èç [5].

Òåîðåìà A. 1. Åñëè g, h ∈ Lp2π, 1 < p ≤ 2, 1/p + 1/q = 1, òî ðÿä
èç ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå â ñòåïåíè q/2 èõ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé
ñâåðòêè (g ∗ h)2π ñõîäèòñÿ.

2. Äëÿ ëþáîãî 1 < p ≤ 2 íàéäóòñÿ g, h ∈ Lp2π,òàêèå ÷òî ðÿä èç
ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå â ëþáîé ñòåïåíè β < q/2 èõ 2π-ïåðèî-
äè÷åñêîé ñâåðòêè (g ∗ h)2π ðàñõîäèòñÿ.

Âåëè÷èíû

ρ(r)
n (h) =

∑
|k|≥n

|ck(h)|r
1/r

,

ãäå {ck(h)}k∈Z � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
ôóíêöèè h, ÿâëÿþùåéñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ñâåðòêîé ôóíêöèé f è g, è èõ
âçàèìîñâÿçü ñ íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè f è g èçó÷àëèñü Í. À. Èëüÿ-
ñîâûì [8-10]. Òàê, â [8] èì áûëà óñòàíîâëåíà

Òåîðåìà B. 1. Ïóñòü 1 < p ≤ 2, f, g ∈ Lp(T), h � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ñâåðòêà f è g, γ = p′/2, ãäå 1/p+ 1/p′ = 1. Òîãäà

ρ
(γ)
n+1(h) ≤ C(p)En(f)Lp(T)En(g)Lp(T),

ãäå En(f)Lp(T) � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå f òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïî-
ëèíîìàìè ïîðÿäêà íå âûøå n â Lp(T).

2. Ïóñòü 1 < p ≤ 2, α, β > 0, γ = p′/2, ãäå 1/p + 1/p′ = 1. Òîãäà
ñóùåñòâóþò f, g ∈ Lp(T), òàêèå ÷òî En(f)Lp(T) � n−α, En(g)Lp(T) �
� n−β è äëÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ñâåðòêè h ôóíêöèé f è g èìååì

ρ
(γ)
n+1(h) � n−α−β.

Çäåñü An � Bn, åñëè An = O(Bn) è Bn = O(An), n ∈ N.
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Â [10] áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà C. Ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

h ñî ñâîéñòâîì ρ
(1)
n+1(h) = O(λn), n ∈ Z+, ãäå λn ↓ 0, ñîâïàäàåò ñ

ìíîæåñòâîì 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ñâåðòîê ôóíêöèé f è g, òàêèõ ÷òî

En(f)L2(T), En(g)L2(T) = O(λ
1/2
n ).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Âàæíûì ñðåäñòâîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåóëó÷øàåìîñòè óñëîâèé èí-

òåãðèðóåìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü g(x) íå âîçðàñòàåò íà (0,∞), g ∈ L1[0, 1) è

lim
x→+∞

g(x) = 0, 1 < p ≤ 2. Òîãäà ñóùåñòâàíèå f ∈ Lp(R+), òàêîé ÷òî

f̂ = g ï.â. íà R+, ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ g(x)x1−2/p ∈ Lp(R+).
Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

‖f(x)‖p ≤ C‖g(x)x1−2/p‖p, (3)

Emn
(f)p ≤ C

(
mp−1
n gp(mn) +

� ∞
mn

gp(x)xp−2 dx

)1/p

. (4)

Ïðè ýòîì êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ (3) è (4) íå çàâèñÿò îò g è n ∈
∈ Z+.

Äëÿ êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áëèçêèå ê òåîðåìå 1 ðåçóëüòàòû
ïðèíàäëåæàò Õàðäè è Ëèòòëâóäó (ñì. [11, ãëàâà 4, òåîðåìû 79, 80, 82].
Îöåíêà (4) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îöåíêè À. À. Êîíþøêîâà äëÿ íàèëó÷øèõ
ïðèáëèæåíèé ñóìì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ [12].

Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû À (ñì. òåîðåìû 4 è 5 èç [5])
äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 2. 1. Ïóñòü g, h ∈ Lp(R+), 1 ≤ p ≤ 4/3, 1/p + 1/q = 1,

f = g ∗ h. Òîãäà f̂ ∈ Lq/2(R+).
2. Åñëè 1 < p ≤ 4/3, 1/p + 1/q = 1, òî ñóùåñòâóþò g, h ∈ Lp(R+),

òàêèå ÷òî äëÿ f = g ∗ h èìååì f̂ /∈ Lr(R+) ïðè âñåõ 0 < r < q/2.
Òåîðåìà 3. 1. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ 2, 1 < q ≤ 2, 1/p + 1/q ≥ 3/2, α > 0.

Åñëè g ∈ Lip∗(α, p), h ∈ Lq(R+) è f = g ∗ h, òî

f̂ ∈ Lβ(R+), pq/(αpq + 2pq − p− q) < β < pq/(2pq − p− q).

2. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ 2, 1 < q ≤ 2, α > 0, 3/2 ≤ 1/p+ 1/q < α+ 2− 1/q.
Òîãäà ñóùåñòâóþò g ∈ Lip∗(α, p) è h ∈ Lq(R+), òàêèå ÷òî

(g ∗ h)̂ /∈ Lβ0(R+), β0 = pq/(αpq + 2pq − p− q)).

Ñëåäñòâèå 1. 1. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ 2, 1 < q ≤ 2, è α > 1/p + 1/q − 1.

Åñëè g ∈ Lip∗(α, p), h ∈ Lq(R+), òî äëÿ f = g ∗ h èìååì f̂ ∈ L1(R+).
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2. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ 2, 1 < q ≤ 2, 0 < α = 1/p + 1/q − 1. Òîãäà
ñóùåñòâóþò g ∈ Lip∗(α, p) è h ∈ Lq(R+), òàêèå ÷òî (g ∗ h)̂ /∈ L1(R+).

Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1 òåîðåìû 3 è ñëåäñòâèå 1 ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè
òåîðåìû 6, ñëåäñòâèÿ 5 è òåîðåìû 7 èç [6] äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñè-
ñòåì. Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ñì. â [7]. Òåîðåìû 2,
3 è ñëåäñòâèå 1 áûëè îïóáëèêîâàíû â [13].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Ñ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f ∈ L1(R) òàêîâà ÷òî f̂ ∈ L1(R+), {εn}∞n=0

óáûâàåò ê íóëþ. Òîãäà f óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
�∞
mn
|f̂(t)| dt =

= O(εn), n ∈ Z+, â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà f = g ∗ h, ãäå
g, h ∈ L2(R+) è ïðè ýòîì

Emn
(g)2 = O(ε1/2

n ), Emn
(h)2 = O(ε1/2

n ), n ∈ Z+.

Òåîðåìà 5. 1. Ïóñòü 1 < q1, q2 < 2, 3/2 < 1/q1 + 1/q2 < 2, 1/r =
= 1/q1 + 1/q2 − 1, 1/r + 1/r′ = 1. Åñëè f ∈ Lq1(R+), g ∈ Lq2(R+), òî
h = f ∗ g ∈ Lr(R+) è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

‖ĥ‖r′ ≤ ‖f‖q1
‖g‖q2

,

(� ∞
mn

|ĥ(t)|r′ dt
)1/r′

≤ 4Emn
(f)q1

Emn
(g)q2

. (5)

2. Â óñëîâèÿõ ï. 1 äëÿ 2 ≥ θ > r è 0 < γ < r′ íàéäóòñÿ f0 ∈ Lq1(R+)

è g0 ∈ Lq2(R+), òàêèå ÷òî h0 = f0 ∗ g0 /∈ Lθ(R+) è ĥ0 /∈ Lγ(R+).
Áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, ÷åì ñóùåñòâîâàíèå h0 = f0 ∗ g0 /∈ Lθ(R+),

ìîæíî íàéòè â òåîðåìå 1.1 (iii) èç [14] äëÿ ëîêàëüíî-êîìïàêòíûõ, íî íå
êîìïàêòíûõ ãðóïï. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì.

Óòâåðæäåíèÿ ÷àñòè 1 òåîðåìû 5 ñïðàâåäëèâû ïðè 1 ≤ q1, q2 ≤ 2 è
3/2 ≤ 1/q1 + 1/q2 ≤ 2. Â ñëó÷àå r′ = ∞ âî âòîðîì íåðàâåíñòâå (5) â

ëåâîé ÷àñòè âìåñòî èíòåãðàëà ðàññìàòðèâàåì ‖ĥX[mn,∞)‖∞. Â òåîðåìå 6
óñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â äîñòàòî÷íî îáùåé ñèòó-
àöèè.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü 1 ≤ q1, q2 ≤ 2, 3/2 ≤ 1/q1 + 1/q2 ≤ 2, 1/r =
= 1/q1+1/q2−1 è 1/r+1/r′ = 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {νn}∞n=0 è {µn}∞n=0

óáûâàþò ê íóëþ è äëÿ íèõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ
∞∑
k=n

νq1

k =O(νq1
n ),

∞∑
k=n

µq2

k =O(µq2
n ), νn≤Cνn+1, µn≤Cµn+1, n ∈ Z+.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè f0 ∈ Lq1(R+) è g0 ∈ Lq2(R+), òàêèå ÷òî
Emn

(f0)q1
� νn, Emn

(g0)q2
� µn, n ∈ Z+, è äëÿ h0 = f0 ∗ g0 ∈ Lr(R+) âåðíî

ñîîòíîøåíèå (� ∞
mn

(ĥ0(x))r
′
dx

)1/r′

� νnµn, n ∈ Z+.
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Èç òåîðåì 5 è 6, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò àíàëîã òåîðåìû B.
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Ïóñòü P={pj}∞j=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ
÷òî 2 ≤ pj ≤ N ïðè âñåõ j ∈ N è Zj = {0, 1, . . . , pj − 1}. Ïî îïðåäåëåíèþ
ïîëàãàåìm0 = 1,mn = p1 . . . pn ïðè n ∈ N. Òîãäà êàæäîå ÷èñëî x ∈ [0, 1)

èìååò ðàçëîæåíèå x =
∞∑
j=1

xjm
−1
j , xj ∈ Zj. Ýòî ðàçëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
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