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Ôðåéìû â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî îáúåêòà
èññëåäîâàíèÿ áûëè îïðåäåëåíû â ðàáîòå [1] â ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè çàäà÷à-
ìè òåîðèè íåãàðìîíè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå è âïîñëåäñòâèè íàøëè âàæíûå
ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè âåéâëåòîâ è ñïëàéíîâ. Ïîíÿòèå ôðåéìîâ â áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ áûëî ââåäåíî â 1991 ã. â ñòàòüå [2], è ñ ýòîãî ìîìåíòà
îíî ïðèâëåêëî âíèìàíèå çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà èññëåäîâàòåëåé (ñì. ìîíî-
ãðàôèþ [3] è ñïèñîê ëèòåðàòóðû â íåé). Íàïîìíèì ýòî ïîíÿòèå. Ïóñòü
(X, ‖ · ‖X) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, (A, ‖ · ‖A) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðîì ñõîäèìîñòü ïî íîðìå âëå÷åò
ïîêîîðäèíàòíóþ ñõîäèìîñòü â A. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fn)

∞
n=1 ôóíê-

öèîíàëîâ èç ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâàX ′ íàçûâàåòñÿ A-ôðåéìîì, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(i) (fn(x))∞n=1 ∈ A äëÿ ëþáîãî x ∈ X;

(ii) ∃ c, C > 0 : c‖x‖X ≤ |(fn(x))∞n=1|A ≤ C‖x‖X äëÿ âñåõ x ∈ X;

(iii) Ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð SF : A → X,
÷òî x = SF

(
(fn(x))∞n=1

)
äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Íåäàâíî â ðàáîòàõ [4, 5] áûëî ïðåäëîæåíî ðàñïðîñòðàíåíèå ýòîãî ïîíÿ-
òèÿ íà ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå. Îäíàêî íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà ïðîñòðàíñòâà, ðàâíî êàê è òðåáîâàíèÿ íà ôðåéì îêàçàëèñü
ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíûìè. Âî-ïåðâûõ, îíè èñêëþ÷àëè èç ðàññìîòðå-
íèÿ âàæíûé êëàññ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå áåç íåïðåðûâíîé íîðìû (íàïðè-
ìåð, ïðîñòðàíñòâî C∞(G) âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
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íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå â Rn). Âî-âòîðûõ, àâòîðû ôàêòè÷åñêè òðåáîâàëè
îò ôðåéìà â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå, ÷òîáû îí áûë ôðåéìîì â êàæäîì èç
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ åãî îáðàçóþùèõ. Ïîäðîáíûé àíàëèç íåäîñòàòêîâ
îïðåäåëåíèÿ ôðåéìà è ñîïóòñòâóþùèõ åìó ïîíÿòèé èç [4, 5] áûë ïðîâå-
äåí àâòîðîì â [6]. Òàì æå áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ íîâàÿ êîíöåïöèÿ
ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ ôðåéìîâ â ïðîèçâîëüíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñî ñëó÷àåì áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ íå òîëüêî ôîðìàëüíî, íî è ïî ñóòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X è A � ïîëíûå îòäåëèìûå ëîêàëüíî âû-
ïóêëûå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì A � ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ìàæîðèðóåò òîïîëîãèþ ïîêîîðäè-
íàòíîé ñõîäèìîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fn)

∞
n=1 ëèíåéíûõ íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X íàçûâàåòñÿ A-ïðåäôðåéìîì äëÿ X, åñëè
îïåðàòîð RF : x ∈ X 7→ (fn(x))∞n=1 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîð-
ôèçìîì èç X â A. Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî RF èìååò ëè-
íåéíûé íåïðåðûâíûé ëåâûé îáðàòíûé, òî F íàçûâàåòñÿ A-ôðåéìîì
äëÿ X.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò êðèòåðèé òîãî, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ îáðàçóåò A-(ïðåä)ôðåéì. Ýòîò êðèòåðèé ïî-
êàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îïðåäåëåíèå 1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì
íà ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíèÿ èç [2]. Â íåé è äàëåå
÷åðåç X ′ îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ íà X.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ïîëíîå îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóêëîå
ïðîñòðàíñòâî ñ òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé íàïðàâëåííûì íàáîðîì ïðåä-
íîðì P , à A � ïîëíîå îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ íà-
ïðàâëåííûì íàáîðîì ïðåäíîðì (| · |q : q ∈ Q) è ìàæîðèðóåò òîïî-
ëîãèþ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü F = (fn)

∞
n=1 ∈ (X ′)N áûëà A-ïðåäôðåéìîì äëÿ X, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(F1) (fn(x))∞n=1 ∈ A äëÿ ëþáîãî x ∈ X;

(F2) ∀ q ∈ Q ∃ p ∈ P,C > 0 : |(fn(x))∞n=1|q ≤ Cp(x) äëÿ âñåõ x ∈ X;

(F3) ∀ p ∈ P ∃ q ∈ Q,C > 0 : p(x) ≤ C|(fn(x))∞n=1|q äëÿ âñåõ x ∈ X.

Óñëîâèÿ (F1)�((F3) âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì:

(F4) Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð âîññòàíîâëåíèÿ
SF : A→ X, ò.å. x = SF

(
(fn(x))∞n=1

)
äëÿ ëþáîãî x ∈ X,
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ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû F áûëà A-
ôðåéìîì äëÿ X.

Îòìåòèì íåêîòîðûå âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ñâîéñòâà A-ôðåéìîâ,
ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèâ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fn)

∞
n=1 ôóíê-

öèîíàëîâ íàçûâàåòñÿ òîòàëüíîé íà X, åñëè èç òîãî, ÷òî fn(x) = 0 äëÿ
âñåõ n ñëåäóåò, ÷òî x = 0.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü X � ïîëíîå îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóê-
ëîå ïðîñòðàíñòâî, A � ïîëíîå îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàí-
ñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ìàæîðèðó-
åò òîïîëîãèþ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
F = (fn)

∞
n=1 ∈ (X ′)N ÿâëÿåòñÿ A-ïðåäôðåéìîì äëÿ X, òî îíà òîòàëüíà

íà X è ïîäïðîñòðàíñòâî RF (X) çàìêíóòî â A.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü X � ïîëíîå îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóê-
ëîå ïðîñòðàíñòâî, A � ïîëíîå îòäåëèìîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñò-
ðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ìàæî-
ðèðóåò òîïîëîãèþ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
F = (fn)

∞
n=1 ∈ (X ′)N ÿâëÿåòñÿ A-ïðåäôðåéìîì äëÿ X. Äëÿ òîãî ÷òî-

áû ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâûâàëà A-ôðåéì äëÿ X, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû RF (X) áûëî òîïîëîãè÷åñêè äîïîëíèìûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì A.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå èëè ñèëüíûõ ñîïðÿæåííûõ ê ðåôëåêñèâíûì
ïðîñòðàíñòâàì Ôðåøå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ áîëåå ïðîñòóþ èíòåðïðåòà-
öèþ ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå èëè ñèëüíîå ñî-
ïðÿæåííîå ê ðåôëåêñèâíîìó ïðîñòðàíñòâó Ôðåøå è A � àíàëîãè÷íîå X
ïî òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ìàæîðèðóåò òîïîëîãèþ ïîêîîðäèíàòíîé
ñõîäèìîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fn)

∞
n=1 ∈ (X ′)N

áûëà A-ôðåéìîì Ôðåøå äëÿ X, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû F
áûëà òîòàëüíà íà X è îïåðàòîð RF îòîáðàæàë X íà çàìêíóòîå àë-
ãåáðàè÷åñêè äîïîëíèìîå ïîäïðîñòðàíñòâî â A.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèå A-ôðåéìà è êðèòå-
ðèè òîãî, ÷òî çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ îáðàçóåò A-
ôðåéì, íåäàâíî ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ê ðÿäó çàäà÷ â ñòà-
òüå [7].
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1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âèäà

ϕ(x) ≡ min
y∈Ω

f(y − x), (1)

ãäå Ω � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç êîíå÷íîìåðíîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà Rp, f(x) � âûïóêëàÿ êîíå÷íàÿ íà Rp ôóíêöèÿ, èìå-
þùàÿ åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà x∗ = 0p ∈ Rp. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì íîðìû, ôóíêöèÿ ϕ(x) âû-
ðàæàåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà Ω è óæå ýòèì èíòåðåñíà äëÿ
ïðèëîæåíèé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ∂f(x) � ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîé ôóíê-
öèè f(x) â òî÷êå x; K(x,Ω) � êîíóñ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ìíîæå-
ñòâà Ω â òî÷êå x; K+ � êîíóñ, ÿâëÿþùèéñÿ ñîïðÿæåííûì ê êîíóñó K;
Q(x) = {z ∈ Ω : f(z − x) = ϕ(x)}.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è êîíå÷íîé íà Rp, à
ôîðìóëó åå ñóáäèôôåðåíöèàëà â ëþáîé òî÷êå x ∈ Rp ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

∂ϕ(x) = −{∂f(z − x) ∩K+(z,Ω)}, (2)

ãäå z � ëþáàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà Q(x).

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà (2) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôîðìóëû ñóáäèôôå-
ðåíöèàëà ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ äî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííîé
â [1]. Îòìåòèì òàê æå äðóãóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèà-
ëà ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ â [2, ãë. 2].

2. Äëÿ ïðèëîæåíèé òàê æå èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî Ω ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîãîãðàííûì, íî íåâûïóêëûì ìíîæåñòâîì, çàäàííûì â âèäå

Ω = {y ∈ Rp : max
i∈[1:m]

{〈Ai, y〉+ bi} ≥ 0}, (3)

ãäå Ai ∈ Rp, bi ∈ R.
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