
Ïóñòü βg + βv = δ è ñóùåñòâóþò C ≥ 1 è ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ω :

(0, ∞)→ (0, ∞) òàêèå, ÷òî tω′(t)
ω(t) →

t→+∞
0 è äëÿ ëþáîãî j0 ∈ Z+

C−1(j0 + 1)
1
q−

1
pω(j0 + 1) ≤ sup

j≥j0
uj

( ∞∑
i=j

wq
i

h(2−j)

h(2−i)

)1/q

≤

≤ C(j0 + 1)
1
q−

1
pω(j0 + 1).

Îáîçíà÷èì Z = (r, d, p, q, g, v, h, a, c∗, C), Z∗ = (Z, R), ãäå R =
= diam Ω.

Òåîðåìà 1. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

en(I : Ŵr
p,g(Ω)→ Lq,v(Ω)) �

Z∗
n

1
q−

1
p max{ω(n), ω(log n)}.
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Â ðàáîòå [1] Ñ. Êçûðåâ ïîñòðîèë îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû âñïëåñêîâ
íà ïîëÿõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Â [2] S. Albeverio, Ñ. Åâäîêèìîâ è Ì. Ñêîïè-
íà äîêàçàëè, ÷òî åñëè ñèñòåìà ñäâèãîâ (ϕ(x−̇h)) ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè ϕ
îðòîíîðìèðîâàíà è ôóíêöèÿ ϕ ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé p-àäè÷åñêèé
êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç (ÊÌÀ), òî íîñèòåëü åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
ëåæèò â åäèíè÷íîì øàðå. Òî åñòü äâà óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ: îðòîãîíàëü-
íîñòü ñèñòåìû ñäâèãîâ è ìàøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå äàþò â êà÷åñòâå ðå-
øåíèÿ òîëüêî ñèñòåìó Õààðà. Â 2015 ãîäó Ñ. Åâäîêèìîâ è Ì. Ñêîïèíà [3]
äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïîëÿ Qp ëþáîé îðòîãîíàëüíûé âåéâëåò-áàçèñ â L2(Qp),
êîòîðûé ñîñòîèò èç ëîêàëüíî-ïîñòîÿííûõ (ïåðèîäè÷åñêèõ) ôóíêöèé, ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé áàçèñà Õààðà. Â ðàáîòå [4] Ñ.Åâäîêèìîâ ïîñòðîèë
îðòîãîíàëüíûå áàçèñû âñïëåñêîâ, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ôóíêöèé ñ ôèíò-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ýòè áàçèñû òàêæå àññîöèèðîâàíû ñ ÊÌÀ
Õààðà.

Â ñâÿçè ñ ðàáîòîé [2] â [5] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè p = 2 è M = 1
òðåáîâàíèå ¾ϕ ïîðîæäàåò ÊÌÀ¿ (ìàøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå), ìîæíî

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò (ïðîåêò � 16-01-00152).

78



îïóñòèòü. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé, ñäâèãè
êîòîðûõ îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó, íî íå ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèÿìè ìàøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ. Â [5] àâòîðû ïîñòðîèëè ôóíêöèè ϕ
êîòîðûå èìåþò áîëüøîé íîñèòåëü è ïîñòîÿííû íà ìàëåíüêèõ ñìåæíûõ
êëàññàõ ñ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé ñäâèãîâ äëÿ ïîëÿ Qp. Â ðàáîòå [6]
ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè, ñäâèãè êîòîðûõ îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòå-
ìóìû â ñëó÷àå ëîêàëüíûõ ïîëåé íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà ëîêàëüíûõ
ïîëåé íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðå-
íèåì ïîëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp ñòåïåíè n. Íà ïîëå F ñóùåñòâóåò íîð-
ìèðîâàíèå ‖ · ‖ ÿâëÿþùååñÿ ïðîäîëæåíèåì p-àäè÷åñêîãî íîðìèðîâàíèÿ,
êîòîðîå äëÿ ýëåìåíòîâ x ∈ Qp èìåþùèõ ðàçëîæåíèå

x = pt
∞∑
i=0

aip
i,

ãäå t ∈ Z ai ∈ {0, 1, . . . , p − 1} è a0 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ‖x‖p = p−t.
Óñëîâèå ïðîäîëæèìîñòè íîðìû îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ x ∈ Qp ⊂ F
‖x‖ = ‖x‖p.

Ìíîæåñòâî
O = {x ∈ F | ‖x‖ ≤ 1}

ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì è íàçûâàåòñÿ êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ F . Êîëüöî O
ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãëàâ-
íûì P = πO = {x ∈ F | ‖x‖ < 1}. Ôàêòîð-êîëüöî k = O/πO ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëåì èçîìîðôíûì GF (ps). Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî ïðåä-
ñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ O/πO , à ÷åðåç ε1, ε2, . . . , εs òàêèå ïðåäñòà-
âèòåëè, ñìåæíûå êëàññû êîòîðûõ ïðè èçîìîðôèçìå ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì
ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ GF (ps) íàä ïîëåì GF (p). Äëÿ ëþáîãî ai ∈ A ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ai = ai1ε1 + · · · + aisεs, ãäå
aij ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Êàæäûé ýëåìåíò x ∈ F äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

x = πγ(a0 + a1π + a2π
2 + . . . ),

ãäå a0 6= 0, ai ∈ A, γ ∈ Z, πe = p è es = n. Íîðìà ýëåìåíòà ‖x‖ = p−γ/e.
Áàçèñîì ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ F íàä Qp ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû εiπ

j ïðè i =
= 1, . . . , s è j = 0, . . . , e− 1.

Ìíîæåñòâî Bγ(a) = {x ∈ F |‖x− a‖ ≤ pγ} ÿâëÿåòñÿ π-àäè÷åñêèì øà-

ðîì. Äðîáíîé ÷àñòüþ ýëåìåíòà x ∈ F íàçûâàåòñÿ {x}F = πγ
∑−γ−1

k=0 akπ
k,

ìíîæåñòâî IF ñîñòîèò èç ÷èñòî äðîáíûõ ÷èñåë x = {x}F è IF (N) =
= IF ∩ BN(0). Îáîçíà÷èì D−N(M), ãäå N,M ∈ N, ìíîæåñòâî ëîêàëüíî
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ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, íîñèòåëü êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â BN(0) è ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ïîñòîÿííûìè íà ìíîæåñòâàõ a+ πMO.

2. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ñäâèãîâ. Ôàêòîð-ãðóïïà G =
π−NO/πMO ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïîé ïîðÿäêà ps(N+M) = q.
Ïóñòü χ0, χ1,. . . , χq−1 � ìíîæåñòâî àääèòèâíûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G.
Îíè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíî-
çíà÷íûõ ôóíêöèé íà G.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ψi íà F ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψi(x) =

{
χi(x), åñëè x ∈ π−NO,

0, åñëè x /∈ π−NO,
.

Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè íà F , ψi(x − y) = ψi(x)ψi(y) è
îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ äëÿ D−N(M) íàä C, òàê êàê

�
F

ψi(x)ψj(x)dx =

{
0, i 6= j,

psN , i = j,
.

è äëÿ ϕ èìååì ìåñòî ðàçëîæåíèå

ϕ(x) =

q−1∑
i=0

ciψi(x).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç HF (N) = {h | h = a− b, ãäå a, b ∈ IF (N)}.
Òåîðåìà 1 [6]. Äëÿ ôóíêöèè ϕ ∈ D−N(M) ñèñòåìà ñäâèãîâ (ϕ(x−

a))a∈IF áóäåò îðòîíîðìèðîâàííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

q−1∑
i=0

|ci|2ψi(h) =

{
psN , åñëè h = 0,

0, åñëè h 6= 0 è h ∈ HF (N),
(1)

Òåîðåìà 2 [6]. Ïóñòü F � ëîêàëüíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü.
Åñëè M > e

log2 p
, òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ ∈ D−N(M), ñäâèãè êîòî-

ðûõ íà ýëåìåíòû èç IF îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â L2(F )
ñîäåðæèò íåòîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå D−N(M) íå ìåíåå ps(N+M) −
2npsN + 1.

Çàìå÷àíèå 1. Â [2] äëÿ ïîëÿ Qp äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà èç òåîðåìû 1
èìååò åäèíñòâåííîå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå ïðè óñëîâèè, ÷òî íå áîëåå
pN êîýôôèöèåíòîâ îòëè÷íî îò íóëÿ. Ýòî òàê, åñëè ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿ-
åò ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè îòêàçàòüñÿ
îò ýòîãî óñëîâèÿ, òî ïîÿâëÿþòñÿ äðóãèå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ.
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Çàìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå ïîëÿ Qp âñåãäà åñòü íåòîæäåñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ, îáëàäàþùàÿ ñèñòåìîé îðòîãîíàëüíûõ ñäâèãîâ, èñêëþ÷åíèå òîëüêî
p = 2 è M = 1, ÷òî äîêàçàíî â [5].
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Ââåäåíèå
Ïóñòü {pn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî

2 ≤ pj ≤ N . Ïîëîæèì p−j = pj äëÿ âñåõ j ∈ N, mj = p1...pj ïðè j ∈ N,
m0 = 1 è m−l = ml ïðè l ∈ N. Òîãäà êàæäîìó ÷èñëó x ∈ R+ ìîæíî
ñîïîñòàâèòü ðàçëîæåíèå

x =
∞∑
j=1

x−jmj−1+
∞∑
j=1

xj
mj

, 0 ≤ xn < pn, xj ∈ Z∩[0, pj), |j| ∈ N. (1)

Çäåñü â ïåðâîé ñóììå èç (1) ïðèñóòñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ è
ðàçëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, åñëè äëÿ ÷èñåë âèäà x = k/ml,
k, l ∈ N, áðàòü ðàçëîæåíèå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì xj 6= 0. Åñëè x, y ∈ R+ çà-

ïèñàíû â âèäå (1), òî ïî îïðåäåëåíèþ x⊕y = z =
∞∑
j=1

z−jmj−1 +
∞∑
j=1

zj/mj,

zj ∈ Z∩[0, pj), |j| ∈ N, ãäå zj = xj+yj (mod pj). Ýòà îïåðàöèÿ íå îïðåäå-
ëåíà, åñëè zj = pj − 1 äëÿ âñåõ j ≥ j0, ò.å. äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà y ïðè
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