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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [1, 2] ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà �Ñëîáîäåö-
êîãî, êîòîðûå î÷åíü óäîáíû äëÿ èçó÷åíèÿ äèñêðåòíûõ ïñåâäîäèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îáîçíà÷èì ud(x̃) ôóíêöèþ äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà x̃ ∈ hZm, h > 0, è
ũd(ξ), ξ ∈ ~Tm, ~ = h−1,Tm = [−π, π]m, � åå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå

(Fdud)(ξ) =
∑
x̃∈hZm

ud(x̃)eix̃·ξhm.

Îáîçíà÷èì ζ2 = h−2
m∑
k=1

(e−ih·ξk − 1)2 è ââåäåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî Hs(hZm) ñîñòîèò èç äèñêðåòíûõ
ôóíêöèé ud(x̃), äëÿ êîòîðûõ ñëåäóþùàÿ íîðìà

‖ud‖s =

 �

~Tm

(1 + |ζ2|)s|ũd(ξ)|2dξ

1/2

êîíå÷íà.
Äàëåå, ïóñòü D = Rm

+ = {x ∈ Rm : x = (x′, xm), xm > 0}, è Dd =
D ∩ hZm � äèñêðåòíàÿ îáëàñòü.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîñòðàíñòâî Hs(Dd) ñîñòîèò èç äèñêðåòíûõ
ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà Hs(hZm), íîñèòåëè êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â Dd.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.7311.2017/Á×).
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Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Hs(Dd) èíäóöèðóåòñÿ íîðìîé ïðîñòðàíñòâà
Hs(hZm). Ïðîñòðàíñòâî Hs

0(Dd) ñîñòîèò èç äèñêðåòíûõ ôóíêöèé ud ñ
íîñèòåëåì â Dd, ïðè÷åì ýòè ôóíêöèè äîëæíû äîïóñêàòü ïðîäîëæåíèå
íà âñå ïðîñòðàíñòâîHs(hZm). Íîðìà â ïðîñòðàíñòâåHs

0(Dd) äàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

‖ud‖+
s = inf ‖`ud‖s,

ãäå in�mum áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïðîäîëæåíèÿì `.
Ïóñòü Ãd(ξ) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà Rm ñ îñíîâíûì êóáîì ïå-

ðèîäîâ ~Tm. Òàêèå ôóíêöèè ìû íàçûâàåì ñèìâîëàìè.
Îïðåäåëåíèå 3. Äèñêðåòíûì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòî-

ðîì Ad â äèñêðåòíîé îáëàñòè Dd íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð ñëåäóþùåãî âèäà

(Adud)(x̃) =
∑
ỹ∈hZm

�

~Tm

Ãd(ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Dd.

Êëàññ Eα ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó óñëî-
âèþ

c1(1 + |ζ2|)α/2 ≤ |Ad(ξ)| ≤ c2(1 + |ζ2|)α/2

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè c1, c2, íå çàâèñÿùèìè îò h.
Îáîçíà÷èì Π± = {(ξ′, ξm ± iτ), τ > 0}, ξ = (ξ′, ξm) ∈ Tm.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïåðèîäè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèåé ýëëèïòè÷åñêîãî

ñèìâîëà Ad(ξ) ∈ Eα íàçûâàåòñÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

Ad(ξ) = Ad,+(ξ)Ad,−(ξ),

ãäå ñîìíîæèòåëè Ad,±(ξ) äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ïîëó-
ïîëîñû ~Π± ïî ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé ξm ïðè ïî÷òè âñåõ ôèêñèðîâàííûõ
ξ′ ∈ ~Tm−1 è óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì

|A±1
d,+(ξ)| ≤ c1(1 + |ζ̂2|)±

æ
2 , |A±1

d,−(ξ)| ≤ c2(1 + |ζ̂2|)±
α−æ

2 ,

ñ ïîñòîÿííûìè c1, c2, íå çàâèñÿùèìè îò h,

ζ̂2 ≡ ~2

(
m−1∑
k=1

(e−ihξk − 1)2 + (e−ih(ξm+iτ) − 1)2

)
, ξm + iτ ∈ ~Π±.

×èñëî æ ∈ R íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïåðèîäè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè.

Äëÿ ñëó÷àÿ æ− s = −n+ δ, n ∈ N, |δ| < 1/2, ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùåå äîñòàòî÷íî îáøåå óðàâíåíèå

(Adud)(x̃) +
n∑
j=0

Kj

(
b̃j(x̃

′)⊗ δ(x̃m)
)

= vd(x̃), x̃ ∈ Dd, (1)
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ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ud, b̃j, j = 0, 1, . . . , n, à Kj � çàäàííûå ïñåâ-
äîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ñèìâîëàìè Kj(ξ) ∈ Eαj .

Çàìå÷àíèå. Ìû ãîâîðèì ¾îïåðàòîð òèïà ïîòåíöèàëà¿, ïîòîìó ÷òî
îïåðàòîð Kj äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè îáîçíà÷èòü K̂j(x̃) ¾ÿä-
ðî¿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Kj, ìû ïîëó÷èì

Kj

(
b̃j(x̃

′)⊗ δ(x̃m)
)

=
∑

ỹ∈hZm−1

K̂j(x̃
′ − ỹ′, x̃m)bj(ỹ

′)hm−1.

Ýòî äåéñòâèòåëüíî äèñêðåòíûé îïåðàòîð òèïà ïîòåíöèàëà.

Ïðîäîëæèâ ïðàâóþ ÷àñòü è ïðèìåíèâ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

n∑
j=0

tkj(ξ
′)b̃j(ξ

′) = fk(ξ
′), k = 0, 1, . . . , n,

ãäå

tkj(ξ
′) =

1

2π

~π�

−~π

(
eihξm − 1

h

)k
Kj(ξ

′, ξm)

Ad,−(ξ′, ξm)
dξm,

fk(ξ
′) =

1

2π

~π�

−~π

(
eihξm − 1

h

)k
A−1
d,−(ξ′, ξm)(̃`vd)(ξ

′, ξm)dξm.

Òåîðåìà. Ïóñòü æ−s = −n+δ, n ∈ N, |δ| < 1/2. Òîãäà óðàâíåíèå (1)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ud ∈ Hs(hZm), cj ∈ Hsj(hZm−1), sj =
= s− α + αj + 1/2, j = 0, 1, . . . , n, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ess inf
ξ′∈hTm−1

| det(tkj(ξ
′))nk,j=0 > 0.

Ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖ud‖s ≤ a‖vd‖+
s−α, ‖bj‖sj ≤ aj‖vd‖+

s−α, j = 0, 1, . . . , n,

ñ ïîñòîÿííûìè a, a1, . . . , an, íå çàâèñÿùèìè îò h.
Íåêîòîðûå ïðåäøåñòâóþùèå èññëåäîâàíèÿ è òåõíè÷åñêèå ïîäðîáíî-

ñòè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [3�5].
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Ïóñòü T : X → Y � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ýíòðîïèéíûå
÷èñëà îïåðàòîðà T äëÿ k ∈ N îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

ek(T ) = inf
{
ε > 0 : ∃y1, . . . , y2k−1 ∈ Y : T (BX) ⊂ ∪2k−1

i=1 (yi + εBY )
}
.

Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, g, v : Ω → (0, ∞) � èç-
ìåðèìûå ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç lr,d ÷èñëî êîìïîíåíò îáîáùåííîé
âåêòîð-ôóíêöèè ∇rf è ïîëîæèì

W r
p,g(Ω) =

{
f : Ω→ R

∣∣ ∃ψ : Ω→ Rlr,d : ‖ψ‖Lp(Ω) ≤ 1, ∇rf = g · ψ
}

(
ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ ψ îáîçíà÷èì ÷åðåç

∇rf

g

)
,

‖f‖Lq,v(Ω)=‖f‖q,v=‖fv‖Lq(Ω), Lq,v(Ω) = {f : Ω→ R| ‖f‖q,v <∞} .

Äëÿ x ∈ Rd è a > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Ba(x) çàìêíóòûé åâêëèäîâ øàð
â Rd ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå x.

Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, a > 0. Ìû ñêàæåì, ÷òî Ω ∈
∈ FC(a), åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗ ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω
ñóùåñòâóþò ÷èñëî T (x) > 0 è ÷èñëî γx : [0, T (x)] → Ω ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè: 1) γx èìååò íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, 2) γx(0) = x,
γx(T (x)) = x∗, 3) Bat(γx(t)) ⊂ Ω äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T (x)].

Îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äæîíà, åñëè Ω ∈ FC(a) äëÿ íåêî-
òîðîãî a > 0.

Ïóñòü Γ ⊂ Rd � íåïóñòîé êîìïàêò, h : (0, 1]→ (0, ∞) íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ. Ñêàæåì, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ h-ìíîæåñòâîì, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëî

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00295).
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