
Ñëåäñòâèå. Â n-ìåðíîì äåéñòâèòåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå X äëèíà êðàò÷àéøåé ñåòè çàâèñèò òîëüêî îò ïîïàðíûõ ðàññòî-
ÿíèé ìåæäó òî÷êàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X èçîìåòðè÷åñêè
èçîìîðôíî ëèáî ln2 , ëèáî l

n
∞.
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Ïóñòü {λk}k∈N � ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è L = L(M,α0, α1, β) âèäà

−y′′(x) +

� x

0

M(x− t)y′(t) dt = λy(x), x ∈
(

0,
π

2

)
∪
(π

2
, π
)
, (1)

y
(π

2
+ 0
)

= α0y
(π

2
− 0
)
, y′

(π
2

+ 0
)

= α1y
′
(π

2
− 0
)

+ βy
(π

2
− 0
)
, (2)

y(0) = y(π) = 0, (3)

ãäå (π − x)M(x) ∈ L2(0, π) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, à αj, β �
êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïðè÷åì α0 + α1 6= 0. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.

Òåîðåìà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è L èìåþò âèä

λk = (k + κk)
2, {κk} ∈ l2. (4)

Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèèM(x) ïî ñïåê-
òðó {λk}k∈N â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷èñëà α0, α1, β èçâåñòíû. Íàèáîëåå
ïîëíûå ðåçóëüòàòû ïî îáðàòíûì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì ïîëó÷åíû äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. îáçîð â [1]). Â ÷àñòíîñòè, îáðàò-
íàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ ñ óñëîâèÿìè ðàçðûâà
èçó÷àëàñü â [2, 3]. Ðàçëè÷íûå àñïåêòû îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áåç ðàçðûâà èññëåäîâàëèñü â [4�9] è

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 17-11-01193).
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äðóãèõ ðàáîòàõ. ×òî êàñàåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
ñ óñëîâèÿìè ðàçðûâà, òî äëÿ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà îáðàòíàÿ çà-
äà÷à èçó÷àëàñü â [10, 11], à äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà èññëåäîâàë-
ñÿ ëèøü âîïðîñ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è â ñïåöèàëüíîì
ñëó÷àå, êîãäà òåðïèò ðàçðûâ òîëüêî y′, íî åãî âåëè÷èíà çàâèñèò îò λ (ñì.
[12]). Â äàííîé ðàáîòå óñòàíîâëåíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ è ïîëó÷åíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé îá-
ðàòíîé çàäà÷è ïðè óñëîâèè, ÷òî α0 + α1 /∈ (−∞, 0], ò. å. ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.Ïóñòü çàäàíû α0, α1, β ∈ C, α0+α1 /∈ (−∞, 0]. Òîãäà äëÿ
ïðîèçâîëüíûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {λk}k∈N âèäà (4)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå
ìåðû íóëü) ôóíêöèÿ M(x), (π − x)M(x) ∈ L2(0, π), òàêàÿ ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {λk}k∈N ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé
çàäà÷è L(M,α0, α1, β).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ êðàåâîé çàäà÷è L ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè ôóíêöèè

∆(λ) = S(π, λ) +
(

(α0 − 1)C(a, λ) + (α1 − 1)S ′(a, λ) + βS(a, λ)
)
S(a, λ),

ãäå a = π/2, à C(x, λ), S(x, λ) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì C(0, λ) = S ′(0, λ) = 1, C ′(0, λ) = S(0, λ) = 0.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ (ñì. [5, 8]):

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
+

x�

0

P (x, x−t)sin ρt

ρ
dt, C(x, λ) = 1−λ

x�

0

S(t, λ) dt, (5)

ãäå

P (x, t) =
∞∑
ν=1

(x− t)ν

ν!
N ∗ν(t), (6)

N ∗1(x) = N(x), N∗(ν+1)(x) = N ∗N ∗ν(x) =

x�

0

N(x− t)N ∗ν(t) dt,

à ôóíêöèÿ N(x), (π − x)N(x) ∈ L2(0, π), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

M(x) = 2N(x)−
x�

0

dt

t�

0

N(t− τ)N(τ) dτ, 0 < x < π. (7)

Ñ ïîìîùüþ (5), (6) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

∆(λ) =
α0 + α1

2

sin ρπ

ρ
+

π�

0

w(x)
sin ρx

ρ
dx, w(x) ∈ L2(0, π), (8)
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ïðè ýòîì
w(x) = A(x;α0, α1, β,N), (9)

ãäå A � íåêîòîðûé îïåðàòîð, íåëèíåéíî çàâèñÿùèé îò ôóíêöèè N(x).
Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäñòàâëåíèÿ (8). Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà æå òåîðåìû 2 íóæíî ïîñìîòðåòü íà ñîîòíîøåíèå (9), êàê
íà íåëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè N(x). Ðàçâèâàÿ ìåòîä,
èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòå [5], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè α0+α1 /∈ (−∞, 0],
òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè w(x) ∈ L2(0, π) íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (9) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå N(x), (π − x)N(x) ∈ L2(0, π).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ (8) è òåîðåìó Àäàìàðà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ôóíêöèè ∆(λ) èìååò ìåñòî òàêæå ïðåäñòàâëåíèå

∆(λ) = π
α0 + α1

2

∞∏
k=1

λk − λ
k2

. (10)

Êðîìå òîãî, èçâåñòíûì ìåòîäîì (ñì., íàïðèìåð, [5]) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà (4) ôóíê-
öèÿ ∆(λ), îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (10), èìååò âèä (8).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 íîñèò êîíñòðóêòèâíûé õà-
ðàêòåð è ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ. Ïî çàäàííûì ÷èñëàì λk, k ∈ N,
âèäà (4) è èçâåñòíûì α0, α1 ñòðîèì ôóíêöèþ ∆(λ) ïî ôîðìóëå (10). Ðå-
øàÿ óðàâíåíèÿ (9) ñ ôóíêöèåé w(x) ∈ L2(0, π) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (8) äëÿ
ïîñòðîåííîé ôóíêöèè ∆(λ), íàõîäèì N(x), (π − x)N(x) ∈ L2(0, π). Íà-
êîíåö, ñòðîèì ôóíêöèþ M(x), (π − x)M(x) ∈ L2(0, π), ïî ôîðìóëå (7).
Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}k∈N ÿâëÿåòñÿ
ñïåêòðîì ïîñòðîåííîé êðàåâîé çàäà÷è L(M,α0, α1, β) âèäà (1)�(3). Åäèí-
ñòâåííîñòü ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9). �
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [1, 2] ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà �Ñëîáîäåö-
êîãî, êîòîðûå î÷åíü óäîáíû äëÿ èçó÷åíèÿ äèñêðåòíûõ ïñåâäîäèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îáîçíà÷èì ud(x̃) ôóíêöèþ äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà x̃ ∈ hZm, h > 0, è
ũd(ξ), ξ ∈ ~Tm, ~ = h−1,Tm = [−π, π]m, � åå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå

(Fdud)(ξ) =
∑
x̃∈hZm

ud(x̃)eix̃·ξhm.

Îáîçíà÷èì ζ2 = h−2
m∑
k=1

(e−ih·ξk − 1)2 è ââåäåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî Hs(hZm) ñîñòîèò èç äèñêðåòíûõ
ôóíêöèé ud(x̃), äëÿ êîòîðûõ ñëåäóþùàÿ íîðìà

‖ud‖s =

 �

~Tm

(1 + |ζ2|)s|ũd(ξ)|2dξ

1/2

êîíå÷íà.
Äàëåå, ïóñòü D = Rm

+ = {x ∈ Rm : x = (x′, xm), xm > 0}, è Dd =
D ∩ hZm � äèñêðåòíàÿ îáëàñòü.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîñòðàíñòâî Hs(Dd) ñîñòîèò èç äèñêðåòíûõ
ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà Hs(hZm), íîñèòåëè êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â Dd.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.7311.2017/Á×).
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