
Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà òî÷íû, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ íà ïðèìåðå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè yn = eαn.

Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 4, âåðíî è êîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü yn ñòðîãî óáûâàåò ê íóëþ.
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Èññëåäîâàíèå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èíâîëþöèåé ν(x) = 1 − x íà îòðåçêå [0, 1] è
ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ îáû÷íî ïðèâîäèò ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåì
Äèðàêà (ñ ïîòåíöèàëîì ñïåöèàëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî âèäà), ðåøåíèå êî-
òîðûõ íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ â íåïîäâèæ-
íîé òî÷êå èíâîëþöèè x = 1/2 (ñì., íàïðèìåð, [1], [2]). Ïðîñòåéøåå æå
óðàâíåíèå ñ èíâîëþöèåé y′(x) = λy(1−x) ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê ïðîñòåéøå-
ìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà y′′(x) = −λ2y(x). Îäíàêî, åñëè äîïóñòèòü
êîíå÷íûé ðàçðûâ ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ èíâîëþöèåé (ò.å. ðàññìàòðèâàòü
åãî â êëàññå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé èç ïðîñòðàíñòâà C1([0, 1/2)∪ (1/2, 1])),
òî óäàåòñÿ óñòàíîâèòü åãî ýêâèâàëåíòíîñòü è ñèñòåìå Äèðàêà, è óðàâ-
íåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, çàäàííûì íà îòðåçêå [0, 1/2], íî òåïåðü óæå
ïðîèçâîëüíûìè íåïðåðûâíûìè ïîòåíöèàëàìè [3]. Çäåñü ìû óñòàíîâèì
ñâÿçü ìåæäó êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ è ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ èíâîëþöèåé,
ðàññìàòðèâàåìûì â êëàññå ðàçðûâíûõ ôóíêöèé. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
êëàññè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè òàêèõ çàäà÷ â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ íóëåâûìè
ïîòåíöèàëàìè èññëåäîâàëèñü â [4].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 16-11-
10125, âûïîëíÿåìûé â Âîðîíåæñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå)

66



1. Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1/2], t ∈ [0,+∞),

u(0, t) = u(1/2, t) = 0,

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1/2],

(1)

ãäå q(x), ϕ(x) êîìïëåêñíîçíà÷íûå, q(x) ∈ C[0, 1]. Â [5] ïðè ìèíèìàëüíûõ
óñëîâèÿõ ϕ(x) ∈ C2[0, 1/2], ϕ(0) = ϕ(1/2) = ϕ′′(0) = ϕ′′(1/2) = 0, óñòà-
íîâëåíî, ÷òî ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ïî ìåòîäó Ôóðüå çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì. Èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà, ëåãêî ñëåäó-

åò, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂2u(x,t)
∂x∂t , ∂2u(x,t)

∂t∂x ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû.
Ïîýòîìó óðàâíåíèå â (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå(

∂

∂t
+

∂

∂x

)(
∂

∂t
− ∂

∂x

)
u(x, t) = −q(x)u(x, t).

Îòñþäà ïðèäåì ê óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 1. Åñëè u(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), òî w(x, t) =
= (w1(x, t), w2(x, t))

T (T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ) òàêàÿ, ÷òî
w1(x, t) = u(x, t), w2(x, t) =

(
∂
∂t −

∂
∂x

)
u(x, t), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∂w(x, t)

∂t
= B

∂w(x, t)

∂x
+Q(x)w(x, t), x ∈ [0, 1/2], t ∈ [0,+∞),

w1(0, t) = w1(1/2, t) = 0,

w1(x, 0) = ϕ(x), w2(x, 0) = −ϕ′(x), x ∈ [0, 1/2],

(2)

ãäå B = diag(1,−1), Q(x) =

(
0 1

−q(x) 0

)
.

Ïîëàãàÿ v(x, t) = w1(x, t), ïðè x ∈ [0, 1/2], v(x, t) = w2(1 − x, t), ïðè
x ∈ (1/2, 1], ïîëó÷èì

Òåîðåìà 2. Åñëè u(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), òî v(x, t) òàêàÿ,
÷òî v(x, t) = u(x, t), ïðè x ∈ [0, 1/2], v(x, t) = u′t(1−x, t)+u′x(1−x, t), ïðè
x ∈ (1/2, 1], ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíûì â òî÷êå x = 1/2 ðåøåíèåì çàäà÷è

∂v(x, t)

∂t
=
∂v(x, t)

∂x
+ p(x)v(1− x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,+∞),

v(0, t) = v(1/2, t) = 0,

v(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ [0, 1],

(3)

ãäå p(x) = 1, ïðè x ∈ [0, 1/2], p(x) = −q(1−x), ïðè x ∈ (1/2, 1], ϕ1(x) =
= ϕ(x), ïðè x ∈ [0, 1/2], ϕ1(x) = −ϕ′(1− x) ïðè x ∈ (1/2, 1].
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Àíàëîãè÷íî, ïåðåõîäÿ ñíà÷àëà ê âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî
w1(x, t) = u(x, t), w2(x, t) =

(
∂
∂t + ∂

∂x

)
u(x, t), à çàòåì ñíîâà ê ñêàëÿðíîìó,

ïîëó÷èì

Òåîðåìà 3. Åñëè u(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), òî ṽ(x, t) òàêàÿ,
÷òî ṽ(x, t) = u(x, t), ïðè x ∈ [0, 1/2], ṽ(x, t) = u′t(1− x, t)− u′x(1− x, t),
ïðè x ∈ (1/2, 1], ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíûì â òî÷êå x = 1/2 ðåøåíèåì çàäà÷è

∂ṽ(x, t)

∂t
= −∂ṽ(x, t)

∂x
+ p(x)ṽ(1− x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,+∞),

ṽ(0, t) = ṽ(1/2, t) = 0,

ṽ(x, 0) = ϕ2(x), x ∈ [0, 1],

(4)

ãäå p(x) èç òåîðåìû 2, à ϕ2(x) = ϕ(x), ïðè x ∈ [0, 1/2], ϕ2(x) = ϕ′(1−x)
ïðè x ∈ (1/2, 1].

2. Òåïåðü èññëåäóåì îáðàòíûé ïåðåõîä îò ðåøåíèé çàäà÷ (3) è (4) ê
ðåøåíèþ (1).

Ëåììà 1. Åñëè v(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (3), òî v(x, t) è (∂/∂t−
− ∂/∂x)v(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî âñåì x ∈ [0, 1/2] è âñåì
t, è èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:(

∂

∂t
+

∂

∂x

)(
∂

∂t
− ∂

∂x

)
v(x, t) = −q(x)v(x, t), x ∈ [0, 1/2],

v(0, t) = v(1/2, t) = 0,

v(x, 0) = ϕ(x), v′t(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1/2].

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4). Îòñþäà
ñëåäóåò

Òåîðåìà 4. Ïóñòü v(x, t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (3), ṽ(x, t) åñòü
ðåøåíèå çàäà÷è (4), ïðè÷åì v(x, t) = ṽ(x, t) ïðè x ∈ [0, 1/2]. Òîãäà v(x, t),
ṽ(x, t) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî x ∈ [0, 1/2] è âñåì t,
è ôóíêöèÿ u(x, t) = v(x, t), ïðè x ∈ [0, 1/2], ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1).
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Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è x1, ..., xn ∈ X. Äëèíîé êðàò÷àé-
øåé ñåòè äëÿ òî÷åê x1, ..., xn íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

|smt|({x1, . . . , xn}, X) = inf{|Γ| : ñåòüΓ ñîåäèíÿåò òî÷êè x1, . . . , xn},

ãäå ñåòü � ñâÿçíûé ãðàô ñ ðåáðàìè-îòðåçêàìè, ñîäåðæàùèé òî÷êè â êà-
÷åñòâå ñâîèõ âåðøèí. ×åðåç |Γ| îáîçíà÷àåòñÿ äëèíà ñåòè, òî åñòü ñóììà
äëèí åå ðåáåð. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ðåàëèçóåò
êðàò÷àéøóþ ñåòü äëÿ x1, . . . , xn, åñëè |Γ0| = |smt|({x1, . . . , xn}, X) äëÿ
íåêîòîðîé ñåòè Γ0, ñîåäèíÿùåé x1, . . . , xn.

Äîêëàä ïîñâÿùåí âîïðîñó, ïîñòàâëåííîìó â ðàáîòå [2]: â êà-
êèõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n âåëè÷èíà
|smt|({x1, . . . , xn}, X) çàâèñèò òîëüêî îò ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó
òî÷êàìè xk ∈ X (k = 1, . . . , n)?

Òåîðåìà. Â äåéñòâèòåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, ðåàëèçó-
þùåì êðàò÷àéøèå ñåòè äëÿ âñåõ ñâîèõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ, äëè-
íà êðàò÷àéøåé ñåòè çàâèñèò òîëüêî îò ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó
òî÷êàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ëèáî ïðåäóàëüíî ê L1, ëèáî
ãèëüáåðòîâî.

Ïðîñòðàíñòâî X ïðåäóàëüíî ê L1 [3], åñëè X∗ èçîìåòðè÷åñêè èçî-
ìîðôíî L1(µ) = L1(E,Σ, µ) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà E, íåêîòîðîé
σ-àëãåáðû Σ ïîäìíîæåñòâ E è íåêîòîðîé σ-àääèòèâíîé ìåðû µ, îïðå-
äåëåííîé íà Σ. Ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ïðåäóàëüíî ê L1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ln∞.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-01-08335).

69


