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Òåîðåìà Øòîëüöà [1] ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì òåîðåìû Áåð-
íóëëè �Ëîïèòàëÿ. Ïðèâåäåì åå â îáùåé ôîðìå � ñ âåðõíèìè è íèæíèìè
ïðåäåëàìè âìåñòî îáû÷íûõ (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Òåîðåìà Øòîëüöà. Ïóñòü xn è yn � âåùåñòâåííûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ïðè÷åì yn ñòðîãî ìîíîòîííà. Åñëè îáå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè èëè yn � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, à xn
� ïðîèçâîëüíàÿ, òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

6 lim
n→∞

xn
yn
, lim

n→∞

xn
yn
6 lim

n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

. (1)

Ïðåäñòàâèì ñíà÷àëà ðàâíîìåðíûå îöåíêè ðàññìàòðèâàåìûõ îòíîøå-
íèé äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn âûïóêëà, à ïîñëåäî- âà-
òåëüíîñòü yn ïîëîæèòåëüíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò. Ïóñòü, äàëåå, ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîíñòàíòàìè m, M, m ≤M, âûïîëíåíî óñëîâèå

m ≤ xn
yn
≤ M, n ∈ N.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

M s+
1 (θ) ≤ xn+1 − xn

yn+1 − yn
≤ M s2(θ), n ∈ N, (2)

ãäå θ =
m

M
, à âåëè÷èíû s1(θ), s2(θ) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

s1(θ) = inf
n≥2

1

yn − yn−1
sup
k<n

yk − θyn
k − n

,
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s2(θ) = sup
n≥1

1

yn+1 − yn
inf
k>n

yk − θyn
k − n

.

Îöåíêà (2) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñòðîãî óáûâàþùèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé yn, åñëè âåëè÷èíû s1(θ), s2(θ) çàìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî íà
p1(θ), p2(θ), îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

p1(θ) = inf
n≥1

1

yn+1 − yn
inf
k>n

yk − θyn
k − n

,

p2(θ) = sup
n≥2

1

yn − yn−1
sup
k<n

yk − θyn
k − n

.

Èññëåäîâàíèå ñëó÷àåâ ðàâåíñòâà â îöåíêàõ (1) è ïîëó÷åíèå íåðà-
âåíñòâ ïðîòèâîïîëîæíîãî ñìûñëà òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ (òàóáåðîâûõ)
óñëîâèé íà ýòàëîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn, ñ ðîñòîì èëè óáûâàíè-
åì êîòîðûõ ñðàâíèâàþò ïîâåäåíèå èññëåäóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xn.
Íàïðèìåð, îáðàùåíèå òåîðåìûØòîëüöà ñïðàâåäëèâî äëÿ áûñòðîðàñòó-
ùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé yn , êîòîðûå ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. [3]) óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ

yn+1

yn
→ +∞, n→∞.

Ïðèâîäèìûå íèæå òåîðåìû ïðåäñòàâëÿþò äîïîëíåíèÿ è óòî÷íåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü xn è yn � ïîëîæèòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ïðè÷åì yn áûñòðîðàñòóùàÿ. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

,

à åñëè lim
n→∞

xn
yn

< +∞, òî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

.

Ñëåäóþùåå îáðàùåíèå òåîðåìûØòîëüöà ñïðàâåäëèâî äëÿ âûïóêëûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn íàçûâàåòñÿ
âûïóêëîé, åñëè ñ ðîñòîì n âîçðàñòàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn+1 − yn.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü xn è yn � ïîëîæèòåëüíûå âûïóêëûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ïðè÷åì yn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

yn
n
→∞, yn+1

yn
= 1 +

1

n
+ o

(
1

n

)
, n→∞.
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Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

, lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþùèõ ïðîìåæóòî÷íûé ðîñò, ÷åì ïðåäó-

ñìîòðåííûé â òåîðåìàõ 2 è 3, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ïîëîæèòåëüíà è âû-
ïóêëà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ïîëîæèòåëüíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò.
Ïóñòü äàëåå

m = lim
n→∞

xn
yn
, M = lim

n→∞

xn
yn
.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

≤ M s̃2(θ).

Åñëè, êðîìå òîãî, yn èìååò ëàêóíû Àäàìàðà, ò. å. lim
n→∞

yn+1

yn
> 1, òî

âûïîëíÿåòñÿ è íåðàâåíñòâî

M max {s̃1(θ), 0} 6 lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

.

Çäåñü θ =
m

M
, à âåëè÷èíû s̃1(θ), s̃2(θ) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

s̃1(θ) = lim
l→∞

inf
n≥l+1

1

yn − yn−1
sup
l≤k<n

yk − θyn
k − n

,

s̃2(θ) = lim
n→∞

1

yn+1 − yn
inf
k>n

yk − θyn
k − n

.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì õàðàêòåðíûé ïðèìåð ñ ýòàëîííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà.

Ïóñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn èìååò ëàêóíû Àäà-
ìàðà, è p = lim

n→∞

yn+1

yn
> 1. Ïóñòü äàëåå xn � ïðîèçâîëüíàÿ âîç- ðàñòà-

þùàÿ âûïóêëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

m = lim
n→∞

xn
yn
, M = lim

n→∞

xn
yn
.

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

mp−M
p− 1

≤ lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

, lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

≤ Mp−m
p− 1

.
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Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà òî÷íû, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ íà ïðèìåðå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè yn = eαn.

Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 4, âåðíî è êîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü yn ñòðîãî óáûâàåò ê íóëþ.
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Èññëåäîâàíèå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èíâîëþöèåé ν(x) = 1 − x íà îòðåçêå [0, 1] è
ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ îáû÷íî ïðèâîäèò ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåì
Äèðàêà (ñ ïîòåíöèàëîì ñïåöèàëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî âèäà), ðåøåíèå êî-
òîðûõ íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ â íåïîäâèæ-
íîé òî÷êå èíâîëþöèè x = 1/2 (ñì., íàïðèìåð, [1], [2]). Ïðîñòåéøåå æå
óðàâíåíèå ñ èíâîëþöèåé y′(x) = λy(1−x) ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê ïðîñòåéøå-
ìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà y′′(x) = −λ2y(x). Îäíàêî, åñëè äîïóñòèòü
êîíå÷íûé ðàçðûâ ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ èíâîëþöèåé (ò.å. ðàññìàòðèâàòü
åãî â êëàññå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé èç ïðîñòðàíñòâà C1([0, 1/2)∪ (1/2, 1])),
òî óäàåòñÿ óñòàíîâèòü åãî ýêâèâàëåíòíîñòü è ñèñòåìå Äèðàêà, è óðàâ-
íåíèþ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, çàäàííûì íà îòðåçêå [0, 1/2], íî òåïåðü óæå
ïðîèçâîëüíûìè íåïðåðûâíûìè ïîòåíöèàëàìè [3]. Çäåñü ìû óñòàíîâèì
ñâÿçü ìåæäó êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ è ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ èíâîëþöèåé,
ðàññìàòðèâàåìûì â êëàññå ðàçðûâíûõ ôóíêöèé. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
êëàññè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè òàêèõ çàäà÷ â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ íóëåâûìè
ïîòåíöèàëàìè èññëåäîâàëèñü â [4].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 16-11-
10125, âûïîëíÿåìûé â Âîðîíåæñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå)
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