
âåêòîð-ôóíêöèé. Äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ïîäõîäà, ïðåäëî-
æåííîãî â ðàáîòå [4] äëÿ ãðàôà-çâåçäû. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû
áîëåå ïîäðîáíî èçëîæåíû â [5].

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Ñàâ÷óê À. Ì., Øêàëèêîâ À. À. Îïåðàòîðû Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíû-

ìè ïîòåíöèàëàìè // Ìàòåì. çàìåòêè. 1999. Ò. 66, � 6. Ñ. 897�912.
2. Hochstadt H., Lieberman B. An inverse Sturm�Liouville problem with mixed given

data // SIAM J. Appl. Math. 1978. Vol. 34. P. 676�680.
3. Þðêî Â. À. Î âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðîâ Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ íà ãðàôàõ //

Ìàòåì. çàìåòêè. 2006. Ò. 79, � 4. Ñ. 619�630.
4. Bondarenko N. P. A partial inverse problem for the Sturm�Liouville operator on

a star-shaped graph // Anal. Math. Phys. 2017. Published online. DOI: 10.1007/s13324-
017-0172-x.

5. Bondarenko N. P. An inverse problem for Sturm�Liouville operators on trees with
partial information given on the potentials // arXiv:1711.05659 [math.SP].

ÓÄÊ 517.518.4+517.518.8

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ Ê ÍÓËÞ ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÑÓÌÌ
Ñ ÖÅËÛÌÈ ÍÅÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÛÌÈ

ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ È ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÍÀ ÏÐßÌÎÉ
ÑÓÌÌÀÌÈ ÑÄÂÈÃÎÂ ÎÄÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
Ï. À. Áîðîäèí, Ñ. Â. Êîíÿãèí (Ìîñêâà, Ðîññèÿ)

pborodin@inbox.ru, konyagin23@gmail.com

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

Qν(x) =

sν∑
s=1

n(ν)
s eik

(ν)
s x

ñ öåëûìè k
(ν)
s è öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè n

(ν)
s , ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïî-

÷òè âñþäó.
Ñóùåñòâîâàíèå ñõîäÿùåéñÿ ïî÷òè âñþäó ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ Qν ñ öåëûìè (íåîáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíûìè)

êîýôôèöèåíòàìè n
(ν)
s ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Ôåêåòå [1].

Çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè óêàçàííîé â òåîðåìå 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ÿâíî âîçíèêëà â [2] â ñâÿçè ñ ïðèáëèæåíèÿìè ñóììàìè ñäâèãîâ îäíîé
ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå L2(R). È âîò òåïåðü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 ïî-
ëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 2 ≤ p < ∞. Â äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Lp(R) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé ñóììû ñäâèãîâ

n∑
k=1

f(x− ak), ak ∈ R, n ∈ N

ïëîòíû â Lp(R).
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Òåîðåìà 1 äîêàçàíà Ñ. Â. Êîíÿãèíûì, òåîðåìà 2 � Ï. À. Áîðîäèíûì.
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Òåîðåìà Øòîëüöà [1] ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì òåîðåìû Áåð-
íóëëè �Ëîïèòàëÿ. Ïðèâåäåì åå â îáùåé ôîðìå � ñ âåðõíèìè è íèæíèìè
ïðåäåëàìè âìåñòî îáû÷íûõ (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Òåîðåìà Øòîëüöà. Ïóñòü xn è yn � âåùåñòâåííûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ïðè÷åì yn ñòðîãî ìîíîòîííà. Åñëè îáå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè èëè yn � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, à xn
� ïðîèçâîëüíàÿ, òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

6 lim
n→∞

xn
yn
, lim

n→∞

xn
yn
6 lim

n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

. (1)

Ïðåäñòàâèì ñíà÷àëà ðàâíîìåðíûå îöåíêè ðàññìàòðèâàåìûõ îòíîøå-
íèé äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn âûïóêëà, à ïîñëåäî- âà-
òåëüíîñòü yn ïîëîæèòåëüíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò. Ïóñòü, äàëåå, ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîíñòàíòàìè m, M, m ≤M, âûïîëíåíî óñëîâèå

m ≤ xn
yn
≤ M, n ∈ N.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

M s+
1 (θ) ≤ xn+1 − xn

yn+1 − yn
≤ M s2(θ), n ∈ N, (2)

ãäå θ =
m

M
, à âåëè÷èíû s1(θ), s2(θ) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

s1(θ) = inf
n≥2

1

yn − yn−1
sup
k<n

yk − θyn
k − n

,
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