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Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ëåáåãà óòâåðæäàåò, ÷òî ïî÷òè âñþäó äëÿ ôóíê-
öèè f ∈ Lploc(Rn), p ≥ 1 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

f(x) = lim
r→0

1

|B(x, r)|

�

B(x,r)

f(t)dt, (1)

ãäå B(x, r) � åâêëèäîâ øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà r. Ìíîæåñòâî òî-
÷åê, â êîòîðûõ íå âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1), áóäåì íàçûâàòü èñêëþ÷è-
òåëüíûì. ×òî åñëè èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f áóäåò áîëåå ðåãóëÿðíîé, íàïðè-
ìåð áóäåò ïðèíàäëåæàòü íåêîòîðîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó? Â
÷àñòíîñòè, èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà òî÷åê Ëåáåãà äëÿ ôóíêöèé èç êëàññîâ
Ñîáîëåâà W p

α(X) íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óñëîâèþ óäâîåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâî X ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâÿçíûì. Ìû
ïîëó÷àåì îöåíêè íà ¾ðàçìåð¿ èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà.

Ïóñòü (X, d) � ñâÿçíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d, à
ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óäâîåíèÿ, ò.å. äëÿ
ëþáûõ øàðîâ B(x, r) è B(x,R), R > r, âûïîëíåíî

µ
(
B(x,R)

)
≤ aµ

(
R

r

)γ
µ
(
B(x, r)

)
äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ aµ è γ. Òðîéêà (X, d, µ) â ýòîì ñëó÷àå íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îäíîðîäíîãî òèïà, à ÷èñëî γ èãðàåò ðîëü ðàçìåð-
íîñòè. Èññëåäóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé γ = αp. Ïðèí-
öèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî p � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
(òðåáîâàíèå p > 1 íåîáÿçàòåëüíî). Äëÿ ñëó÷àÿ γ > αp, p > 0 ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â [1].

Ïóñòü α > 0 è 0 < p < ∞. Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W p
α íà ìåò-

ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ôóíêöèé (êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè) f ∈ Lp(X), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ
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ôóíêöèÿ g ∈ Lp(X), òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(y)| 6 [d(x, y)]α[g(x) + g(y)] (2)

âûïîëíåíî ïî÷òè âñþäó (áîëåå ïîäðîáíî ñì. [2]). Íà W p
α(X) ââîäèòñÿ

(êâàçè)íîðìà
‖f‖W p

α(X) = ‖f‖Lp(X) + inf{‖g‖Lp(X)},
ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì íåîòðèöàòåëüíûì ôóíêöèÿì g ∈ Lp(X), óäîâëå-
òâîðÿþùèì óñëîâèþ (2). Ïðîñòðàíñòâà W p

α ïîðîæäàþò åìêîñòè

Capα,p(E) = inf{‖f‖p
W p
α(X)

: f > 1 íà E ⊂ X}.

Åìêîñòè ÿâëÿþòñÿ ¾èçìåðèòåëÿìè¿ ìàññèâíîñòè èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíî-
æåñòâ â çàäà÷àõ òåîðèè òîíêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé. Òàêóþ æå ðîëü èãðàþò
ìåðà è ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà. Ââåäåì âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.
Âìåñòèìîñòü Õàóñäîðôà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Hs
R(E) = inf

{ ∞∑
i=1

rsi : E ⊂
∞⋃
i=1

B(xi, ri), ri < R

}
,

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïîêðûòèÿì ìíîæå-
ñòâà E øàðàìè ðàäèóñà íå áîëåå R. Ìåðà Õàóñäîðôà âîîäèòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

Hs(E) = lim
R→+0

Hs
R(E).

Íàêîíåö, îïðåäåëèì ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà

dimH(E) = inf{s : Hs(E) = 0}.

Ïîñêîëüêó ïðè p < 1 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (1) ìîæåò áûòü
íåñóììèðóåìà, òî èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå â îïðåäåëåíèè òî-
÷åê Ëåáåãà óæå íåëüçÿ. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè âìåñòî èíòå-
ãðàëüíûõ ñðåäíèõ èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ïðèáëèæåíèÿ ïîñòîÿííûìè â
ïðîñòðàíñòâå Lp. Ïóñòü øàð B ⊂ X è f ∈ Lp(B), p > 0. Ñóùåñòâóåò

I
(p)
B f ∈ R òàêîå, ÷òî

inf
c∈R

�

B

|f(y)− c|pdµ(y) =

�

B

|f(y)− I(p)
B f |pdµ(y).

Åñëè f ∈ Lploc(X), òî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→+0

I
(p)
B(x,r) = f ∗(x).
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Ïîñòîÿííûå íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ I
(p)
B f ìîæíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî

èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ â îïðåäåëåíèè òî÷åê Ëåáåãà (ñì. [1]). Ïðåèìóùå-
ñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èõ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè p < 1. Îäíàêî
îíè íå îáëàäàþò ¾õîðîøèìè¿ ñâîéñòâàìè èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ, íàïðè-
ìåð ñóáëèíåéíîñòüþ.

Â ñëó÷àå γ > αp ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [1]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α > 0, 0 < αp < γ è f ∈ W p
α(X). Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ìíîæåñòâî E ⊂ X òàêîå, ÷òî äëÿ x ∈ X \ E ïðåäåë

lim
r→+0

I
(p)
B(x,r) = f ∗(x)

ñóùåñòâóåò. Êðîìå òîãî,

lim
r→+0

1

µ(B(x, r))

�

B(x,r)

|f − f ∗(x)|qdµ = 0,
1

q
=

1

p
− α

γ
. (3)

Ïðè ýòîì Capα,p(E) = 0 è dimH(E) ≤ γ − αp.
Â ñëó÷àå γ = αp ïàðàìåòð q ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè (îäíàêî âëîæåíèå

W p
α ⊂ L∞ íåâåðíî), ïîýòîìó â (3) ìîæíî îæèäàòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 < γ = αp è f ∈ W p
α(X), ãäå X ñâÿçíî. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî E ⊂ X òàêîå, ÷òî äëÿ x ∈ X \ E ïðåäåëû

lim
r→+0

1

µ(B(x, r))

�

B(x,r)

fdµ, lim
r→+0

I
(p)
B(x,r)

ñóùåñòâóþò. Êðîìå òîãî,

lim
r→+0

1

µ(B(x, r))

�

B(x,r)

[
exp

{
|f − IB(x,r)|

γ
γ−1

}
− 1

]
dµ = 0,

ãäå â êà÷åñòâå IB(x,r) ìîæíî âçÿòü è ïîñòîÿííóþ íàèëó÷øåãî ïðèáëè-

æåíèÿ I
(p)
B(x,r), è ñðåäíåå èíòåãðàëüíîå. Ïðè ýòîì äëÿ ìíîæåñòâà E

âûïîëíåíî Capα,p(E) = 0 è dimH(E) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå γ > 1 â òåîðåìå 2 ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì,
ïîñêîëüêó, åñëè γ < 1, òî ïðîñòðàíñòâî X îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íåñâÿç-
íûì.
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Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé ãðàô áåç öèêëîâ (äåðåâî) G, ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E = {ej}mj=1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ev ìíîæå-
ñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v, ÷åðåç ∂G è intG � ìíîæåñòâà ãðà-
íè÷íûõ è âíóòðåííèõ âåðøèí ãðàôà G ñîîòâåòñòâåííî, intG = V \∂G.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðåáðà äåðåâà G èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó π.
Äëÿ êàæäîãî ðåáðà ej ââåäåì ïàðàìåòð xj ∈ [0, π]. Ôóíêöèåé íà äåðå-
âå G íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ y = [yj]

m
j=1, ãäå yj = yj(xj), xj ∈ [0, π],

j = 1,m. Ïóñòü qj, j = 1,m, âåùåñòâåííûå ôóíêöèè èç êëàññàW−1
2 (0, π),

ò. å. qj � îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé σj ∈ L2(0, π). Äèôôåðåíöè-
àëüíîå âûðàæåíèå Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ

`jyj := −y′′j + qj(xj)yj

íà ðåáðå ej ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå (ñì. [1]):

`jyj = −(y
[1]
j )′ − σj(xj)y[1]

j − σ
2
j (xj)yj,

ãäå y
[1]
j = y′j − σjyj � êâàçèïðîèçâîäíàÿ, è ôóíêöèÿ yj ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó

D(`j) = {yj ∈ W 1
2 [0, π] : y

[1]
j ∈ W

1
1 [0, π], `jyj ∈ L2(0, π)}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíà u ∈ V ñîîòâåòñòâóåò êîíöó xj = 0 ðåáðà
ej è âåðøèíà v ∈ V ñîîòâåòñòâóåò xj = π. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

yj(u) = yj(0), yj(v) = yj(π),

y
[1]
j (u) = −y[1]

j (0), y
[1]
j (v) = y

[1]
j (π).

Äëÿ u ∈ ∂G ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ j è ïèñàòü y(u), y[1](u).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÌÊ-686.2017.1),
Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò 1.1660.2017/4.6) è ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 16-01-00015, 17-51-53180).
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