
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì âñïîìîãàòåëüíîì
óòâåðæäåíèè:

Ëåììà 1.Ïóñòü f ∈ H(D), òîãäà äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé
ôóíêöèè ω ∈ L1(∆) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Tω(f, r) ≤
1�

0

ω(1− t)T (f, rt)dt, r ∈ [0, 1]

Òåîðåìà 3.Ïóñòü 0 < p < +∞, α, β > −1. Òîãäà êëàññû Np
α, β è

Spα, β ñîâïàäàþò.
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Ïóñòü (X, ‖ ·‖) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ çàäàííîãî íàáîðàM =
= {x1, . . . , xn} ⊂ X ìíîæåñòâî òî÷åê Øòåéíåðà st(M) ñîñòîèò èç òàêèõ
òî÷åê s ∈ X, äëÿ êîòîðûõ

n∑
k=1

‖xk − s‖ = inf

{
n∑
k=1

‖xk − x‖ : x ∈ X

}
=: |st|(M).

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðåäóàëüíûì ê L1 èëè ïðîñòðàíñòâîì
Ëèíäåíøòðàóññà, åñëèX∗ èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî L1(µ) = L1(E,Σ, µ)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-01-08335).
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äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà E, íåêîòîðîé σ-àëãåáðû Σ ïîäìíîæåñòâ E è
íåêîòîðîé σ-àääèòèâíîé ìåðû µ, îïðåäåëåííîé íà Σ. Ê ýòîìó êëàññó ïðî-
ñòðàíñòâ îòíîñÿòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâà C[K] äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíê-
öèé, íåïðåðûâíûõ íà (õàóñäîðôîâîì) êîìïàêòå K, ïðîñòðàíñòâà c0(E),
l∞ è ìíîãèå äðóãèå. Ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ïðåäóàëüíî ê L1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî ln∞ (çäåñü ln∞ îáîçíà-
÷àåò n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖x‖ = ‖(x1, . . . , xn)‖ = max{|xi| :
i ∈ {1, . . . , n}). Ïðîñòðàíñòâà Ëèíäåíøòðàóññà õîðîøî èçó÷åíû (ñì. [1,
2], à òàêæå [3]).

Â ïðåäóàëüíîì ê L1 ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî òî÷åê Øòåéíåðà st(M)
íå ïóñòî [4] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X, à ñàìî
ìíîæåñòâî st(M) ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü [5] ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêèõ
îòðåçêîâ (ìåòðè÷åñêèé îòðåçîê ñ êîíöàìè a è b â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå X åñòü ìíîæåñòâî m[a, b] = {x ∈ X : ‖x− a‖+ ‖x− b‖ = ‖a− b‖}).

Òåîðåìà À [5]. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ïðåäóàëüíî ê L1. Äëÿ ìíî-
æåñòâà M = {x1, . . . , xn} ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñò-
âà X èìååò ìåñòî ôîðìóëà

|st|(M,X) =
1

2
max

{
k∑
j=1

L(Mj) : M1 t · · · tMk = M

}
=: ∆(M,X),

ãäå ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì íå ìåíåå ÷åì äâóõòî÷å÷íûì ïîäìíîæå-
ñòâàì Mj ⊂ M . ×èñëî L(Mj) îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëüíóþ ñóììó äëèí
ð¼áåð öèêëà, îáõîäÿùåãî âñå âåðøèíû èç Mj ïî îäíîìó ðàçó. Ïðè ýòîì

st(M,X) = ∩kj=1st(M
∗
j , X) = ∩m[xp, xq],

ãäå {M ∗
j }kj=1 � òàêèå íå ìåíåå ÷åì äâóõòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà ìíî-

æåñòâà M , äëÿ êîòîðûõ
k∑
j=1

L(M ∗
j ) = 2 · ∆(M,X), à ïîñëåäíåå ïåðå-

ñå÷åíèå áåð¼òñÿ ïî òåì ïàðàì èíäåêñîâ p, q, äëÿ êîòîðûõ xp, xq ∈ M ∗
j

ñîåäèíåíû ðåáðîì â öèêëå ñ äëèíîé L(M ∗
j ), îáõîäÿùåì ìíîæåñòâî M ∗

j

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì j = 1, . . . , k.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äâóõòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà Mj öèêë âûðîæäåí è
ñîñòîèò èç îäíîãî ðåáðà, ïîñ÷èòàííîãî äâàæäû.

Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàM èç òåîðåìû A íà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäìíîæåñòâà çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå X ãðàô Z, ñîñòîÿùèé èç öèêëîâ è
îòäåëüíûõ ðåáåð. Äëÿ 5-òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà M ãðàô Z ìîæåò áûòü
âñåãî äâóõ âèäîâ: ëèáî öèêë èç ïÿòè ðåáåð, ëèáî öèêë èç òðåõ ðåáåð è
îòäåëüíîå ðåáðî.
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Åñëè ãðàô Z äëÿ 5-òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà M åñòü öèêë, òî ìíîæåñòâî
st(M,X) õàðàêòåðèçóåòñÿ â òåðìèíàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñôåð ïðîñòðàíñòâà X
ñëåäóþùåé òåîðåìîé (ïðè n = 5).

Òåîðåìà Á [5]. Ïóñòü n íå÷¼òíî, ïðîñòðàíñòâî X ïðåäóàëüíî ê L1,
x1, . . . , xn ∈ X ðàçëè÷íû è ∆({x1, . . . , xn}, X) = 1

2

(
‖x1−x2‖+‖x2−x3‖+

· · ·+ ‖xn − x1‖
)
. Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

st({x1, . . . , xn}, X) = m[x1, x2]∩m[x2, x3]∩ · · · ∩m[xn, x1] = ∩ni=1S(xi, ri),

ãäå ri = 0, 5

(
n−1∑
j=0

(−1)j · ‖xi+j − xi+j+1‖

)
(èíäåêñû i + j è i + j + 1 ñ÷è-

òàþòñÿ ïî ìîäóëþ n), à S(x, r) îáîçíà÷àåò ñôåðó ïðîñòðàíñòâà X ñ
öåíòðîì x ðàäèóñà r.

Åñëè æå ãðàô Z äëÿ 5-òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà M = {x1, x2, x3, x4, x5}
íå ñâÿçåí, òî åñòü Z åñòü öèêë, ñêàæåì, x1x2x3 è îòäåëüíîå ðåáðî x4x5, òî
ðàññòîÿíèå îò òî÷åê x4 è x5 äî òî÷êè s ∈ st(M,X) íå âñåãäà âû÷èñëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå st(M,X) ⊂ st({x1, x2, x3}, X) è
st(M,X) = m[x1, x2] ∩m[x2, x3] ∩m[x3, x1] ∩m[x4, x5].

Äàëåå ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü ri = 1
2(‖xi−xj‖+ ‖xi−

− xk‖ − ‖xj − xk‖), i ∈ {1, 2, 3}. Ýòî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè xi äî (ëþáîé)
òî÷êè s ∈ st({x1, x2, x3}, X), ÷òî ñëåäóåò èç òåîðåìû Á ïðè n = 3.

Ëåììà. Ïóñòü X ïðåäóàëüíî ê L1, M = {x1, x2, x3, x4, x5} ⊂ X,
ãðàô Z äëÿ M åñòü öèêë x1x2x3 è îòäåëüíîå ðåáðî x4x5. Ðàññòîÿíèå
îò x4 äî ìíîæåñòâà st(M,X) ðàâíî max3

i=1{‖xi − x4‖ − ri} =: A4.

Â ñèëó ðàâíîïðàâèÿ òî÷åê x4 è x5 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàññòî-
ÿíèå îò x5 äî ìíîæåñòâà st(M,X) ðàâíî max3

i=1{‖xi − x5‖ − ri} =: A5.

Òåîðåìà. Ïóñòü X ïðåäóàëüíî ê L1, M = {x1, x2, x3, x4, x5} ⊂ X,
ãðàô Z äëÿ M åñòü öèêë x1x2x3 è îòäåëüíîå ðåáðî x4x5. Òîãäà ìíîæå-
ñòâî st(M,X) åñòü îáúåäèíåíèå ïî ρ4 ∈ [A4, ‖x4 − x5‖ − A5] ïåðåñå÷å-
íèé ñôåð

S(x1, r1) ∩ S(x2, r2) ∩ S(x3, r3) ∩ S(x4, ρ4) ∩ S(x5, ‖x4 − x5‖ − ρ4).
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