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Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàê îòäåëüíîå íàïðàâëåíèå äèíàìèêà ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ ñôîðìèðîâàëàñü ïîñëå ðàáîòû Ãîäôðóà è Øàïèðî [1], êîòîðûå
ïîäîøëè ê êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì Áèðêõîôôà (1929) è Ìàêëåéíà
(1952) î ãèïåðöèêëè÷íîñòè è õàîòè÷íîñòè îïåðàòîðîâ ñäâèãà è äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ðàçðàáîòà-
ëè íåêîòîðûå îáùèå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ ïîäîáíîãî òèïà.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è îáçîð ðàçâèòèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ ïðàêòè÷åñêè äî íàøèõ äíåé ìîæíî íàéòè â íåäàâíèõ
ìîíîãðàôèÿõ [2, 3]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïðåäñòàâëåí îáçîð íåäàâ-
íèõ ðåçóëüòàòîâ è íîâûõ ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ
îïåðàòîðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â âåñîâûõ áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå D èëè êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Íàèáîëåå ïîëíî äëÿ íèõ èññëåäîâàíû âîïðîñû
ãèïåðöèêëè÷íîñòè, õàîòè÷íîñòè è ýðãîäè÷íîñòè â ñðåäíåì (ñì. [4�6]). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé âîïðîñ îá îïèñàíèè öèêëè÷å-
ñêèõ ýëåìåíòîâ ýòèõ îïåðàòîðîâ óäàâàëîñü èññëåäîâàòü ëèøü ïðè äîñòà-
òî÷íî îáðåìåíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âåñà. Èìåííî íà íåì è áóäåò
ñîñðåäîòî÷åíî íàøå äàëüíåéøåå èçëîæåíèå.

Íàïîìíèì, ÷òî öèêëè÷åñêèì ýëåìåíòîì îïåðàòîðà T : X → X â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, îðáèòà êî-
òîðîãî (T nx : n ≥ 0) ïîëíà â X. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðîáëåìó îïèñàíèÿ
öèêëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ T óäàåòñÿ ñâåñòè ê ïðîáëåìå îïèñàíèÿ åãî èíâà-
ðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òî åñòü òàêèõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ M
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â X, ÷òî T (M) ⊂ M . Â ñâÿçè ñ ýòèì íàïîìíèì èíòåðïðåòàöèþ îïðåäå-
ëåíèÿ Í. Ê. Íèêîëüñêîãî îäíîêëåòî÷íîñòè îïåðàòîðà ïðèìåíèòåëüíî ê
ðàññìàòðèâàåìûì íàìè îïåðàòîðàì èíòåãðèðîâàíèÿ I è äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ D. Îïåðàòîð I èëè D, íåïðåðûâíûé íà ïðîñòðàíñòâå X àíàëèòè-
÷åñêèõ â êðóãå èëè íà ïëîñêîñòè ôóíêöèé, ñîäåðæàùåì âñå ïîëèíîìû â
êà÷åñòâå ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà, íàçûâàåòñÿ îäíîêëåòî÷íûì, åñëè âñå
åãî íåòðèâèàëüíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà èñ÷åðïûâàþòñÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè âèäà znX (ñîîòâåòñòâåííî, Pn � ñåìåéñòâàìè ïîëèíîìîâ
ñòåïåíè íå âûøå n), n ∈ N. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ, íà-
ïðèìåð, îïåðàòîðà I ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f(z) = f0+f1z+. . .
èç X ñ f0 6= 0 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ýëåìåíòîì I â X (îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå î÷åâèäíî). Îïèðàÿñü íà îòìå÷åííóþ âçàèìîñâÿçü ïðîáëåì îïèñà-
íèÿ öèêëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ è îäíîêëåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ ìû áóäåì íèæå
ãîâîðèòü î âòîðîé èç íèõ.

Â ðàáîòå [7] áûëè ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îáùåãî õà-
ðàêòåðà íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðó-
ãå D ôóíêöèé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò îäíîêëåòî÷íîñòü I â X. Ýòè óñëî-
âèÿ ïðèìåíèìû ê ïðîñòðàíñòâàì ôóíêöèé íå âûøå ÷åì ñòåïåííîãî ðî-
ñòà è èõ ïðîâåðêà äàæå äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà Ap

vα
ñ

vα(z) = (1 − |z|)−α îêàçàëàñü íåïðîñòîé çàäà÷åé, êîòîðóþ àâòîðàì óäà-
ëîñü ðåøèòü ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà α è p. Â
ðàáîòå [8] áûëè ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîêëåòî÷íîñòè I íà
ïðîñòðàíñòâàõ Ôîêà öåëûõ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ áûñòðî ðàñòóùèìè âå-
ñàìè. È â äàííîì ñëó÷àå ïðîâåðêó îáùèõ óñëîâèé àâòîðàì óäàëîñü îñó-
ùåñòâèòü òîëüêî äëÿ êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ Ôîêà Fp

vα
, vα(z) = e|z|

α

,
ïðè α ≥ 2 è âñåõ p > 0. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èçó÷àëèñü â ðàáîòå [9], â êîòîðîé áûëî ïîêàçàíî,
÷òî D îäíîêëåòî÷åí íà ïðîñòðàíñòâàõ Ôîêà F2

vα
ïðè 0 < α < 1 è ÷òî

ïðîáëåìà èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåííîìó ñâîéñòâó ñåìåéñòâà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ D íà F2

v1
(òî åñòü, ïðè α = 1).

Íîâûé ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü çàâåðøåííûå ðåçóëüòà-
òû ïî äàííîìó íàïðàâëåíèþ ñðàçó äëÿ öåëûõ âåñîâûõ øêàë, îñíîâàí
íà ðàáîòàõ [10, 11], ïîñâÿùåííûõ íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè I è D
â ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà A∞v èëè Ôîêà F∞v ãîëîìîðôíûõ â D èëè C
ôóíêöèé ñ ðàâíîìåðíîé îöåíêîé, çàäàâàåìîé ðàäèàëüíûì âåñîì v. Åãî
ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíî â ñòàòüå [12] è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäó-
þùåì. Ñíà÷àëà çàäà÷à èññëåäóåòñÿ â A∞v è F∞v . Ðåøàþùèì ìîìåíòîì,
ïîçâîëÿþùèì â ýòîì ñëó÷àå äàòü íà íåå ïîëíûé îòâåò, ÿâëÿåòñÿ òî îáñòî-
ÿòåëüñòâî, ÷òî äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç óùåðáà
äëÿ îáùíîñòè log-âûïóêëûå âåñà v (ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî òàêèå v, äëÿ
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êîòîðûõ ln v(ex) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ). Çàòåì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå
íàáëþäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð T íåïðåðûâåí íà
äâóõ ïðîñòðàíñòâàõ E è H. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà E è H ïî-
äîáíû îòíîñèòåëüíî T , åñëè íàéäóòñÿ òàêèå åãî ñòåïåíè T n è Tm, ÷òî
îïåðàòîðû T n : E → H è Tm : H → E êîððåêòíî îïðåäåëåíû è íåïðå-
ðûâíû. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè E è H ïîäîáíû îòíîñèòåëüíî T è óäîâëå-
òâîðÿþò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì åñòåñòâåííûì îãðàíè÷åíèÿì, òî T
ÿâëÿåòñÿ èëè íå ÿâëÿåòñÿ îäíîêëåòî÷íûì â E è H îäíîâðåìåííî. Ïðèìå-
íèâ ýòî ñîîáðàæåíèå è âîñïîëüçîâàâøèñü ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâ A∞v è F∞v
êàê ýòàëîíîì, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïîëíóþ õàðàêòåðèçàöèþ èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ (öèêëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ) äëÿ îïåðàòîðîâ I è D â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà Ap

v è Ôîêà Fp
v ïðè âñåõ 0 < p < ∞. Ïîëó÷åííûå

íà ýòîì ïóòè ðåçóëüòàòû íå òîëüêî ñîäåðæàò âñå ïðåäøåñòâóþùèå, íî
è óñèëèâàþò èõ. Íàïðèìåð, â [7] îäíîêëåòî÷íîñòü îïåðàòîðà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ áûëà óñòàíîâëåíà ôàêòè÷åñêè òîëüêî äëÿ ïðîñòðàíñòâ Áåðã-
ìàíà Ap

vα
ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà α è p. Ïî

ðÿäó ñóùåñòâåííûõ ïðè÷èí îáùèå ðåçóëüòàòû èç [7] íå óäàåòñÿ ïðèìå-
íèòü ê âåñàì äðóãîãî êîíêðåòíîãî âèäà. Â òî æå âðåìÿ, ìåòîä èç [12]
ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ïðîñòûå äëÿ ïðîâåðêè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíî-
êëåòî÷íîñòè I â ïðîñòðàíñòâàõ Ap

v, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ
ðîñòà âåñà v. Íàïðèìåð, äëÿ âñåõ âåñîâ v ñ óìåðåííûì ðîñòîì (òî åñòü,
ln v(z) = o(ln(1− |z|)−1) ïðè |z| ↑ 1) âñå ïðîñòðàíñòâà Ap

v îäíîêëåòî÷íû.
Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìû ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî óïîìÿíóòûé òîëü-
êî ÷òî ðåçóëüòàò èç [7] äëÿ êîíêðåòíîãî âåñà v(z) = (1− |z|)−α âåðåí áåç
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé äëÿ âñåõ α, p > 0. Ïðèìåðíî òàêîå æå ïîëîæåíèå
äåë èìååò ìåñòî è äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ôîêà.
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Ôðåéìû â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî îáúåêòà
èññëåäîâàíèÿ áûëè îïðåäåëåíû â ðàáîòå [1] â ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè çàäà÷à-
ìè òåîðèè íåãàðìîíè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå è âïîñëåäñòâèè íàøëè âàæíûå
ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè âåéâëåòîâ è ñïëàéíîâ. Ïîíÿòèå ôðåéìîâ â áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ áûëî ââåäåíî â 1991 ã. â ñòàòüå [2], è ñ ýòîãî ìîìåíòà
îíî ïðèâëåêëî âíèìàíèå çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà èññëåäîâàòåëåé (ñì. ìîíî-
ãðàôèþ [3] è ñïèñîê ëèòåðàòóðû â íåé). Íàïîìíèì ýòî ïîíÿòèå. Ïóñòü
(X, ‖ · ‖X) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, (A, ‖ · ‖A) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðîì ñõîäèìîñòü ïî íîðìå âëå÷åò
ïîêîîðäèíàòíóþ ñõîäèìîñòü â A. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = (fn)

∞
n=1 ôóíê-

öèîíàëîâ èç ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâàX ′ íàçûâàåòñÿ A-ôðåéìîì, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(i) (fn(x))∞n=1 ∈ A äëÿ ëþáîãî x ∈ X;

(ii) ∃ c, C > 0 : c‖x‖X ≤ |(fn(x))∞n=1|A ≤ C‖x‖X äëÿ âñåõ x ∈ X;

(iii) Ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð SF : A → X,
÷òî x = SF

(
(fn(x))∞n=1

)
äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Íåäàâíî â ðàáîòàõ [4, 5] áûëî ïðåäëîæåíî ðàñïðîñòðàíåíèå ýòîãî ïîíÿ-
òèÿ íà ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå. Îäíàêî íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà ïðîñòðàíñòâà, ðàâíî êàê è òðåáîâàíèÿ íà ôðåéì îêàçàëèñü
ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíûìè. Âî-ïåðâûõ, îíè èñêëþ÷àëè èç ðàññìîòðå-
íèÿ âàæíûé êëàññ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå áåç íåïðåðûâíîé íîðìû (íàïðè-
ìåð, ïðîñòðàíñòâî C∞(G) âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
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