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ÓÄÊ 517.5

ÑÈÑÒÅÌÛ ÑÆÀÒÈÉ È ÑÄÂÈÃÎÂ
Â ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ1

Ñ. Â. Àñòàøêèí (Ñàìàðà, Ðîññèÿ),
Ï. À. Òåðåõèí (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
astash56@mail.ru, terekhinpa@mail.ru

Ïóñòü f ∈ L1[0, 1] è
� 1

0 f(t) dt = 0. Ñèñòåìîé {fn}∞n=1 ñæàòèé è ñäâèãîâ
ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(t) :=

{
f(2kt− j), åñëè t ∈ [ j

2k
, j+1

2k
],

0, èíà÷å,

ãäå n = 2k+j, k = 0, 1, . . . è j = 0, . . . , 2k−1. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f = h1 =
= χ(0, 12 ) − χ( 1

2 ,1), òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó Õààðà {hn}∞n=1, íîðìèðîâàííóþ â

L∞ (áåç ôóíêöèè h0(t) = 1).
Ðàññìîòðèì (ëèíåéíûé) îïåðàòîð Tf , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâàìè

Tfhn = fn, n = 1, 2, . . .. Ïîä íîðìîé ‖Tf‖X→Y áóäåì ïîíèìàòü îáû÷íóþ
íîðìó îïåðàòîðà Tf : spanX{hn}∞n=1 → Y .

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Tf ïåðåñòàíîâî÷åí ñ îïåðàòîðàìè

V0f(t) =

{
f(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

0, 1
2 < t ≤ 1,

V1f(t) =

{
0, 0 ≤ t < 1

2 ,

f(2t− 1), 1
2 ≤ t ≤ 1.

Êðîìå òîãî, èìååì {fn}∞n=1 = {V αf}α∈A, ãäå

V α = Vα1
. . . Vαk, α = (α1, . . . , αk) ∈ A :=

∞⋃
k=0

{0, 1}k,

ïðè÷åì n ∈ N è α ∈ A íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè,
îïðåäåëÿåìîì äâîè÷íûì ðàçëîæåíèåì n = 2k +

∑k
ν=1 αν2

k−ν. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç |α| = k äëèíó èíäåêñà α, à ÷åðåç αβ = (α1, . . . , αk, β1, . . . , βl)
êîíêàòåíàöèþ èíäåêñîâ α = (α1, . . . , αk) è β = (β1, . . . , βl).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè (ïðîåêò 1.1470.2016/1.4) è ÐÔÔÈ
(ïðîåêò 17-01-00138) (ïåðâûé àâòîð), à òàêæå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00152) (âòîðîé àâòîð).
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Ñïåêòðîì Õààðà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

S(f) := {β ∈ A : (f, hβ) 6= 0}.

Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò ïðîñòîé ñïåêòð Õààðà, åñëè èç ðàâåíñòâà
αβ = α′β′, ãäå α, α′ ∈ A è β, β′ ∈ S(f), ñëåäóåò, ÷òî α = α′ è β = β′.

Ëåììà. Åñëè f ∈ L2, f 6= 0, è f èìååò ïðîñòîé ñïåêòð Õààðà,
òî ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Tf‖L2→L2 = ‖f‖2.

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà [0, 1] íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì, åñëè 1) èç íåðàâåíñòâà |x(t)| ≤ |y(t)| äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1],
ãäå ôóíêöèÿ x èçìåðèìà è y ∈ X, ñëåäóåò x ∈ X è ‖x‖X ≤ ‖y‖X ; 2) èç
ðàâåíñòâà

|{t ∈ [0, 1] : |x(t)| > τ}| = |{t ∈ [0, 1] : |y(t)| > τ}|

äëÿ âñåõ τ > 0, ò.å. èç ðàâíîèçìåðèìîñòè x è y, ãäå ôóíêöèÿ x èçìåðèìà
è y ∈ X, ñëåäóåò x ∈ X è ‖x‖X = ‖y‖X (çäåñü |A| � ìåðà Ëåáåãà
ìíîæåñòâà A ⊂ R). Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ στ , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

στx(t) =

{
x(t/τ), 0 ≤ t ≤ min(1, τ),

0, min(1, τ) < t ≤ 1,
τ > 0,

îãðàíè÷åí â êàæäîì ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå X. Íèæíèé è âåðõíèé
èíäåêñû Áîéäà ïðîñòðàíñòâà X îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

αX = lim
τ→0

ln ‖στ‖X→X
ln τ

, βX = lim
τ→∞

ln ‖στ‖X→X
ln τ

.

Âñåãäà 0 ≤ αX ≤ βX ≤ 1. Åñëè 0 < αX ≤ βX < 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî X èìååò íåòðèâèàëüíûå èíäåêñû Áîéäà.

Ïðèìåðàìè ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Lp,
Îðëè÷à LΦ, Ëîðåíöà Λϕ, Ìàðöèíêåâè÷à Mϕ è äð. (ñì. [1]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü

f =
∞∑
i=1

fi,
∞∑
i=1

‖fi‖BMOd <∞,

ãäå êàæäàÿ ôóíêöèÿ fi,
� 1

0 fi(t) dt = 0, èìååò ïðîñòîé ñïåêòð Õà-
àðà. Òîãäà îïåðàòîð Tf îãðàíè÷åí â êàæäîì ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàí-
ñòâå X ñ íåòðèâèàëüíûìè èíäåêñàìè Áîéäà 0 < αX ≤ βX < 1.
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Ïóñòü s ∈ N, Zs+ = {k = (k1, . . . , ks) : k1, . . . , ks ≥ 0} è 〈k〉 :=
= k1 + . . .+ ks. Äëÿ k ∈ Zs+ ïîëîæèì

V k = V k1
0 V1V

k2
0 V1 . . . V1V

ks
0 .

Ôóíêöèþ âèäà

f =
∑
k∈Zs+

ckV
k

áóäåì íàçûâàòü õàîñîì Õààðà ïîðÿäêà s. Îáîçíà÷èì Hs
ch ìíîæåñòâî âñåõ

òàêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ Hs
ch, s ∈ N. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ýêâèâàëåíòíû:
1) f ∈

⋂
1<q<∞ L

q;

2) ôóíêöèÿ f̂(z) =
∑
k∈Zs+

ckz
k àíàëèòè÷íà â åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå Ds;

3) îïåðàòîð Tf îãðàíè÷åí â êàæäîì ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå
X ñ íåòðèâèàëüíûìè èíäåêñàìè Áîéäà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ H1
ch � õàîñ Õààðà ïîðÿäêà s = 1. Òîãäà

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) ôóíêöèÿ f̂(z) àíàëèòè÷íà è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â D;
2) îïåðàòîð Tf ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êàæäîãî ñåïàðàáåëüíîãî

ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ íåòðèâèàëüíûìè èíäåêñàìè Áîéäà.

Òåîðåìà 4. Åñëè îïåðàòîð Tf ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â Lp0 ïðè
íåêîòîðîì p0 ∈ (1,∞), òî îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â Lp äëÿ
âñåõ 1 < p < p0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè Tf � èçîìîðôèçì ñåïàðàáåëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî
ïðîñòðàíñòâà X ñ íåòðèâèàëüíûìè èíäåêñàìè Áîéäà, òî ñèñòåìà ñæàòèé
è ñäâèãîâ ôóíêöèè f ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Õààðà è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ
áåçóñëîâíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà X.
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