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Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ
ïó÷êîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàííûõ íà
ïðîèçâîëüíûõ êîìïàêòíûõ ãðàôàõ ïðè ñòàíäàðòíûõ óñëîâèÿõ ñêëåéêè
âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ è êðàåâûõ óñëîâèÿõ â ãðàíè÷íûõ âåðøèíàõ. Îñ-
íîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî íàèáîëåå âàæíîé íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷å
âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïîòåí-
öèàëîâ) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñòðóêòóðà ãðàôà èçâåñòíà àïðèîðè. Äëÿ ýòîé

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò � 1.1660.2017/4.6) è ÐÔÔÈ (ïðî-
åêòû � 16-01-00015, � 17-51-53180)
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îáðàòíîé çàäà÷è äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè è ïîëó÷åíà êîíñòðóê-
òèâíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ðàçâèòèå
èäåé ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ îòîáðàæåíèé [1]. Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû äëÿ êëàññè÷åñêèõ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà èíòåðâàëå ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðàôèÿõ [1�
5]. Îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðîâ Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ
íà ãðàôàõ èçó÷àëèñü â [6�8] è äðóãèõ ðàáîòàõ.

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé ñâÿçíûé ãðàô G â R` ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð
E = {e1, . . . , es}, ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v1, . . . , vm} è ñ îòîáðàæåíèåì
σ, êîòîðîå êàæäîìó ðåáðó ej ∈ E ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå óïîðÿäî÷åííóþ
ïàðó (âîçìîæíî ðàâíûõ) âåðøèí: σ(ej) := [u2j−1, u2j], uj ∈ V . Âåðøèíû
u2j−1 =: σ−(ej) è u2j =: σ+(ej) íàçûâàþòñÿ íà÷àëüíîé è êîíå÷íûìè âåð-
øèíàìè ej, ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî ej íà÷èíàåòñÿ â
òî÷êå u2j−1 è çàêàí÷èâàåòñÿ â u2j. Òî÷êè U := {uj}j=1,2s íàçûâàþòñÿ
êîíöåâûìè äëÿ E . Êàæäàÿ âåðøèíà v ∈ V ïîðîæäàåò êëàññ ýêâèâàëåíò-
íîñòè (êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì v): v = {uj1, . . . , ujν} òàê,
÷òî v = uj1 = . . . = ujν . Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî U ðàçäåëÿåòñÿ íà
m êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè v1, . . . , vm. ×èñëî êîíöåâûõ òî÷åê â êëàññå vk
íàçûâàåòñÿ âàëåíòíîñòüþ âåðøèíû vk è îáîçíà÷àåòñÿ val (vk). Âåðøè-
íà vk ∈ V íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé, åñëè val (vk) = 1. Îñòàëüíûå âåðøèíû
íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè. Ïóñòü V0 = {v1, . . . , vp} � ãðàíè÷íûå âåðøè-
íû, à V1 = {vp+1, . . . , vm} � âíóòðåííèå âåðøèíû. Ðåáðî ej íàçûâàåòñÿ
ãðàíè÷íûì, åñëè îäíà èç åãî êîíöåâûõ òî÷åê ëåæèò â V0. Îñòàëüíûå
ðåáðà íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè. Ïóñòü E0 = {e1, . . . , ep} � ãðàíè÷íûå
ðåáðà è vk ∈ ek ïðè k = 1, p. Ðåáðî ek ∈ E íàçûâàåòñÿ ïðèìûêàþùèì
ê v ∈ V , åñëè v ∈ ek. ×åðåç R(v,G) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà
G, ïðèìûêàþùèõ ê v. Ïóñòü lj � äëèíà ðåáðà ej. Êàæäîå ðåáðî ej ∈ E
ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì xj ∈ [0, lj] òàê, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà u2j−1

ñîîòâåòñòâóåò xj = 0, à êîíå÷íàÿ òî÷êà u2j ñîîòâåòñòâóåò xj = lj.

Öåïî÷êà ðåáåð {eν1
, . . . , ek,νη} íàçûâàåòñÿ öèêëîì, åñëè îíà îáðàçóåò

çàìêíóòóþ êðèâóþ. Ðåáðî ej ∈ E íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî íå ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòüþ öèêëà. Â ÷àñòíîñòè, âñå ãðàíè÷íûå ðåáðà e1, . . . , ep ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîñòûìè. Çàíóìåðóåì ðåáðà ñëåäóþùèì îáðàçîì: E1 = {e1, . . . , er} �
ïðîñòûå ðåáðà, E2 = {er+1, . . . , es} � ðåáðà, êîòîðûå îáðàçóþò ìíîæåñòâî
öèêëîâ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè p > 1 (ñëó÷àè p = 0 è p = 1 òðåáó-
þò íåáîëüøèõ èçìåíåíèé; ñì. çàìå÷àíèå â êîíöå ñòàòüè). Âîçüìåì ãðà-
íè÷íóþ âåðøèíó vp â êà÷åñòâå êîðíÿ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî ep áóäåì
íàçûâàòü êîðíåâûì. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè óñëîâèìñÿ, ÷òî åñëè ej ∈ E1 �
ïðîñòîå ðåáðî, òî u2j ðàñïîëîæåíà áëèæå ê êîðíþ, ÷åì u2j−1. Ñòÿãèâàÿ
êàæäûé öèêë â òî÷êó, ïîëó÷èì íîâûé ãðàô G∗ ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð E1.
ßñíî, ÷òî G∗ � äåðåâî (ò.å. ãðàô áåç öèêëîâ). Çàôèêñèðóåì ek ∈ G∗.
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Íàèìåíüøåå ÷èñëî ωk ðåáåð G
∗ ìåæäó êîðíåâûì ðåáðîì è ek (âêëþ÷àÿ

ek) íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ðåáðà ek. Ïîðÿäîê êîðíåâîãî ðåáðà ðàâåí íóëþ.
×èñëî ω := max

ek∈G∗
ωk íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì G∗. Ïóñòü E (µ), µ = 0, ω �

ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ðåáåð ïîðÿäêà µ.

Èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ Y íà G èìååò âèä Y = {yj}j=1,s, ãäå ôóíê-
öèÿ yj(xj), xj ∈ [0, lj] îïðåäåëåíà íà ðåáðå ej. Îáîçíà÷èì

Y|u2j−1
:= yj(0), Y|u2j

:= yj(lj), ∂Y|u2j−1
:= y′j(0), ∂Y|u2j

:= −y′j(lj).

Åñëè v ∈ V , òî Y|v = 0 îçíà÷àåò, ÷òî Y|uj = 0 äëÿ âñåõ uj ∈ v. Ïóñòü
Q = {qj}j=1,s è P = {pj}j=1,s � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè íà G; îíè
íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî qj(xj) ∈ L(0, lj), pj(xj) ∈
AC[0, lj]. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà G:

y′′j (xj) + (ρ2 + ρpj(xj) + qj(xj))yj(xj) = 0, xj ∈ [0, lj], (1)

ãäå j = 1, s, ρ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ôóíêöèè yj, y
′
j, j = 1, s, àá-

ñîëþòíî íåïðåðûâíû íà [0, lj] è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
ñêëåéêè (ÓÑ) â êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå vξ ∈ V1:

Y|ui = Y|uj for all ui, uj ∈ vξ,
∑
ui∈vξ

∂Y|ui = 0. (2)

ÓÑ (2) íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ÓÑ. Çàôèêñèðóåì ek ∈ E2 è εk = 0∨1.
Ïîëîæèì wk := u2k−εk . Åñëè (2) âåðíî äëÿ ìíîæåñòâà U \{wk}, òî áóäåì
íàçûâàòü ýòè óñëîâèÿ wk-ÓÑ.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L0(G) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ÓÑ (2) âî
âíóòðåííèõ âåðøèíàõ V1 è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå â ãðàíè÷-
íûõ âåðøèíàõ V0:

Y|vj = 0, j = 1, p. (3)

Ðàññìîòðèì òàêæå êðàåâûå çàäà÷è Lk(G), k = 1, p− 1 äëÿ óðàâíåíèÿ (1)
ñ ÓÑ (2) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

∂Y|vk = 0, Y|vj = 0, j = 1, p \ k.

Òàêèì îáðàçîì, Lk(G) ïîëó÷àåòñÿ èç L0(G) çàìåíîé êðàåâîãî óñëîâèÿ
Äèðèõëå â vk = σ−(ek) íà óñëîâèå Íåéìàíà â vk. Îáîçíà÷èì Λk =
{ρkn}n≥1, k = 0, p− 1 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé)
çàäà÷è Lk(G).

Ïóñòü Lξν(G), ξ = r + 1, s, ν = 0, 1, � êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
(1) ñ wξ � ÓÑ è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

∂νY|wξ = 0, Y|vj = 0, j = 1, p,
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ãäå ∂0Y := Y , ∂1Y := ∂Y. ×åðåç Λξ
ν = {ρξνn}n≥1 îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) çàäà÷è Lξν(G). Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Äàíû ñïåêòðû Λk, k = 0, p− 1, è Λξ
ν, ξ =

= r + 1, s, ν = 0, 1, ïîñòðîèòü ïîòåíöèàëû P è Q íà G.

Ýòà îáðàòíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ îáðàòíûõ
çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ íà èíòåðâàëå è íà äåðåâüÿõ.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è 1.
Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ (P,Q) ðàññìîòðèì ïîòåíöèàëû (P̃ , Q̃). Âåçäå â äàëü-
íåéøåì, åñëè íåêîòîðûé ñèìâîë α îáîçíà÷àåò îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê
(P,Q), òî α̃ áóäåò îáîçíà÷àòü àíàëîãè÷íûé îáúåêò, îòíîñÿùèéñÿ ê (P̃ , Q̃).

Òåîðåìà 1. Åñëè Λk = Λ̃k, k = 0, p− 1, Λξ
ν = Λ̃ξ

ν, ξ = r + 1, s,
ν = 0, 1, òî P = P̃ è Q = Q̃.

Ïîëó÷åíà òàêæå êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà-
÷è 1.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü p ≤ 1 (ò.å. p = 0 èëè p = 1). Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à
ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàíû ñïåêòðû Λξ

ν, ξ = r + 1, s, ν = 0, 1,
ïîñòðîèòü ïîòåíöèàëû P è Q íà G. Äëÿ p = 1 âñå âûøåïðèâåäåííûå
ðàññóæäåíèÿ è ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ âåðíûìè; â ÷àñòíîñòè, äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ïîòåíöèàëîâ P è Q íà G ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí àëãîðèòì 1 áåç
øàãà 3. Åñëè p = 0, r > 0, òî äåðåâî G∗ íåïóñòî. Òîãäà âûáèðàåì îäíó èç
ãðàíè÷íûõ âåðøèí G∗ â êà÷åñòâå êîðíÿ è ïîâòîðÿåì âûøåïðèâåäåííûå
ðàññóæäåíèÿ. Åñëè r = 0, òî G∗ ïóñòî, è ìû îïóñêàåì øàã 3 â àëãîðèò-
ìå 1.
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