
Ðèñ. 2

Èç ðèñ. 1, 2 âèäíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóë ãëàäêîé èíòåðïî-
ëÿöèè íàêëîí ïîâåðõíîñòè ìåíÿåòñÿ ïëàâíî, ÷òî âàæíî âî ìíîãèõ ïðè-
ëîæåíèÿõ.

Ìíîãîìåðíûå äâóõòî÷å÷íûå ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà íàðÿäó ñ çàäà÷àìè
èíòåðïîëÿöèè ñåòî÷íûõ ôóíêöèé ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àïïðîêñè-
ìàöèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, îáëàäàäàþùèõ òðåáóåìûì óðîâíåì
ãëàäêîñòè, îïðåäåëÿåìîé íåïðåðûâíîñòüþ ïðîèçâîäíûõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ïîðÿäêà.
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Ïóñòü p0 = 1, {pn}∞n=1 � öåëî÷èñëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ pn ≥ 2;

mn =
n∏
k=0

pk, n = 0, 1, 2, . . . . Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â âèäå

n =
s∑

k=0

akmk = asms + n′, (1)
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ãäå ak, s è n
′ � öåëûå ñ 0 ≤ ak < pk+1, 1 ≤ as < ps+1, 0 ≤ n′ < ms.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó öåëî÷èñëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé G =
= {{xn}∞n=1|xn = 0, 1, . . . pn − 1} ñ îïåðàöèåé +. è îáðàòíîé îïåðàöèåé
−. . Îêðåñòíîñòÿìè íóëÿ â G ÿâëÿåòñÿ âëîæåííàÿ ñèñòåìà ïîäãðóïï

G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gn ⊃ . . .

c Gn = {{xk}∞k=1 ∈ G|x1 = x2 = . . . = xn = 0};
ôàêòîð-ãðóïïà Gn−1 \ Gn èìååò ïîðÿäîê pn (n = 1, 2, . . .). Ïóñòü en =
= {0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1 ðàç

, 1, 0, 0, . . .} � áàçèñíûå ýëåìåíòû â Gn \ Gn−1 ∈ G. Òîãäà

èìååò ìåñòî ôîðìóëà

{xn}∞n=1 = x1e1
+. x2e2

+. . . . +. xnen +. . . . ( äëÿ x ∈ G è öåëîãî n ≥ 0 :

nx = x +. . . . +. x︸ ︷︷ ︸
n ðàç

è 0x = 0). (2)

Ðàññìîòðèè ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå (åãî èíîãäà íàçûâàþò îòîáðàæå-
íèåì Ìîííà [1, 2]:

G 3 x = {xn}∞n=1 7→ 〈x〉 =
∞∑
n=1

xn
mn
∈ [0, 1]. (3)

{pn} � èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà îòðåçêà [0, 1], à òàêæå íîëü è åäèíè-
öà èìåþò åäèíñòâåííûå ïðîîáðàçû â G ïî îòîáðàæåíèþ (3); ÷èñëà
l
mn

(l = 1, 2, . . . , pn−1; n = 1, 2, . . .) â G èìåþò äâà ïðîîáðàçà, îäèí èç êî-

òîðûõ êîíå÷åí (òî åñòü ñ íóëÿìè â êîíöå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ( l
mn

)k = 0

äëÿ k > n; åãî ìû îáîçíà÷èì çà l
mn
, a äðóãîé � áåñêîíå÷åí, êîòîðûé

áóäåì îáîçíà÷àòü êàê l
mn
− (( l

mn
−)k = pk − 1 ïðè k > n). Ñ ó÷¼òîì

âûøåïðèâåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé ãðóïïà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé G ïåðåøëà
â ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê [0, 1], ãäå {pn} � ðàöèîíàëüíûå òî÷êè
¾ðàçäâîèëèñü¿.

Îáîçíà÷èì çà Gl,n = len +. Gn (íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå [0, 1]
ñìåæíûé êëàññ Gl,n ñîîòâåòñòâóåò îòðåçêó [ l

mn
; l+1
mn
−], l = 0, 1, . . . pn − 1,

n = 1, 2, . . ..
Ïîëîæèâ µ(x +. Gn) = 1

mn
, ïî ñõåìå Ëåáåãà îïðåäåëÿåì ìåðó (íà áî-

ðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ îíà ñîâïàäàåò ñ ìåðîé Õààðà) è àáñîëþòíî ñõî-
äÿùèéñÿ èíòåãðàë íà G. Çà L(G) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èí-
òåãðàë îò êîòîðûõ ïî ãðóïïå G àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Àíàëîãè÷íî äåé-
ñòâèòåëüíîé ïðÿìîé îïðåäåëÿåì îðòîãîíàëüíûå è îðòîíîðìèðîâàííûå
ñèñòåìû ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû
ôóíêöèé:
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1) Ψ = {ψn(x)}∞n=0 : ψ0(x) ≡ 1, ψmk
(x) = exp 2iπxk+1

pk+1
è ψn(x) =

=
s∏

k=0

(ψmk
(x))ak , à òàêæå

2) Γ = {γn(x)}∞n=0 : γ0(x) ≡ 1;

γmk
(x) =

{ √
mk exp(2iπxk+1

pk+1
), åñëè x ∈ Gk,

0 äëÿ x ∈ G \Gk

(k = 0, 1, 2, . . .) è

γn(x) = γasms+n′(x) =
(
γms

(
x −.

(
n′

ms

)))as
, ãäå ÷èñëà s, as è n′− îïðå-

äåëåíû ðàâåíñòâîì (1), è x = {xn}∞n=1 ∈ G.
Äëÿ pn ≡ 2 ñèñòåìà Ψ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Óîëøà [3] â íóìåðàöèè Ïý-

ëè [4], äëÿ pn ≡ p � ñèñòåìîé Êðåñòåíñîíà [5] (ëèáî Êðåñòåíñîíà �Ëåâè);
â îáùåì ñëó÷àå � ñèñòåìîé Ïðàéñà [6] ëèáî (äëÿ ïðîñòûõ pn) � ñèñòåìîé
Âèëåíêèíà íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå [0, 1] (Í. ß. Âèëåíêèí [7] ñè-
ñòåìó Ψ ðàññìàòðèâàë êàê ñèñòåìó õàðàêòåðîâ íóëüìåðíîé êîìïàêòíîé
àáåëåâîé ãðóïïû).

Ïðè pn ≡ 2 ñèñòåìà Γ (íà îòðåçêå [0, 1]) ïåðåõîäèò â ñèñòåìó Õààðà [8];
äëÿ sup

n
pn < ∞ îíà ðàññìàòðèâàëàñü (íà îòðåçêå [0, 1]) Í. ß. Âèëåíêè-

íûì [9], Á. È. Ãîëóáîâûì è À. È. Ðóáèíøòåéíîì [10]; äëÿ ëþáûõ pn (òàê-
æå íà îòðåçêå [0, 1]) � Á. È. Ãîëóáoâûì [11]; íà íóëüìåðíûõ êîìïàêòíûõ
àáåëåâûõ ãðóïïàõ îíà èññëåäîâàëàñü Ñ. Ô. Ëóêîìñêèì [12].

Ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ (â [13] îíà îáîçíà÷åíà êàê q(x))

S(x) =
mn

sin πxn+1

pn+1

äëÿ x = {xk}∞k=1 ∈ Gn \Gn+1, n = 0, 1, 2, . . . ,

ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé ÿäåð Äèðèõëå êàê äëÿ ñèñòåì Ψ (ñì. [13]), òàê è
äëÿ Γ (cì. [14]).

Â [13] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà S. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå�

G\Gn

|f(x +. t)− f(x)|S(t) dt <∞, (4)

òî ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Ψ îò ôóíêöèè f(t) ∈ L(G) ñõîäèòñÿ ê íåé â
òî÷êå x ∈ G.

Äëÿ ñèñòåì Γ óñëîâèå (4) ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå (ñì., íàïð.
[14])

lim
n→∞

�

Gn\Gn+1

|f(x +. t)− f(x)|S(t) dt = 0 (5)

(îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ sup
n
pn < ∞ Γ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé

ñõîäèìîñòè).
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Íà îäíîì èç ñåìèíàðîâ ïî òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ è òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ðÿäîâ Ï. Ë. Óëüÿíîâûì áûë çàäàí âîïðîñ: ñêîëü ìèíèìàëüíà
ôóíêöèÿ S(t). Òî åñòü åñëè q(t) ≥ 0 òàêîâà, ÷òî

lim
t→0

q(t)

S(t)
= 0, (6)

òî ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f(t) ∈ L(G) òàêàÿ, ÷òî
�

G\Gn

|f(x +. t)− f(x)|q(t) dt <∞, (7)

îäíàêî å¼ ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Ψ ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå x ∈ G. Îòâåò äà¼ò
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè q(t) ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèþ (6), íàéä¼òñÿ f(t) ∈ L(G) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî (7), îäíàêî å¼
ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Γ, à òàêæå ïî ñèñòåìå Ψ, ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå
x ∈ G.

Îäíàêî ÿ íåñêîëüêî èçìåíèë óñëîâèå (6) (äëÿ ñèñòåì Ψ), òî åñòü ïî-
êàçàë, ÷òî âåðíà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü q(t) ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ Gl,n (l =
= 1, 2, . . . , pn − 1; n = 1, 2, . . .) è

lim inf
t→0

q(t)

S(t)
= 0. (8)

Òîãäà íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f(t) ∈ L(G òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî (7), îäíàêî
å¼ ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Ψ ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå x ∈ G.

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
1) óñëîâèå

�
G\Gn

|f(x +. t) − f(x)|〈1t 〉 dt < ∞ (êëàññè÷åñêèé ïðèçíàê

Äèíè) íå ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå îò ôóíêöèè
f(t) ∈ L(G) ïî ñèñòåìå Ψ;

2) íà ãðóïïàõ Í. ß. Âèëåíêèíà (íóëüìåðíûõ êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ
ãðóïïàõ) ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìàì Í. ß. Âèëåíêèíà (S-ïðèç-
íàê Äèíè (4)) çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ {en}∞n=1(en ∈ Gn \
Gn+1).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû Γ òåîðåìà 2 óæå íå èìååò ìåñòà (òî åñòü
(äàæå ïðè sup

n
pn =∞) ìîãóò áûòü ôóíêöèè q(t), óäîâëåòâîðÿþùèå (8),

îäíàêî èç óñëîâèÿ (7) áóäåò ñëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
f(t) ∈ L(G) â òî÷êå x ∈ G. Îòìåòèì, ÷òî îáîáùåíèå Ï. Ë. Óëüÿíîâà (6)
(òåîðåìà 1) îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ ñèñòåì Γ.
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