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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì ðàññìîòðåíèå ñèñòåì ôóíêöèé,
îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, â êîòîðûõ ïðè-
ñóòñòâóþò îäíà èëè íåñêîëüêî òî÷åê ñ äèñêðåòíûìè ìàññàìè. Èíòåðåñ ê
òàêèì ñèñòåìàì â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåíñèâíî ðàñòåò (ñì. [1�11] è öèòè-
ðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó). Ýòî íîâîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü
ñëîâàìè: ¾Ôóíêöèè, îðòîãîíàëüíûå ïî Ñîáîëåâó¿. Âîçðîñøåå âíèìàíèå
ñïåöèàëèñòîâ ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ìîæ-
íî îáúÿñíèòü â òîì ÷èñëå è òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ðÿäû Ôóðüå ïî
ïîëèíîìàì (è ôóíêöèÿì), îðòîãîíàëüíûì ïî Ñîáîëåâó, îêàçàëèñü åñòå-
ñòâåííûì è âåñüìà óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ (ðàçíîñòíûõ) óðàâíåíèé. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈f, g〉 =
r−1∑
ν=0

f (ν)(a)g(ν)(a) +

� b

a

f (r)(t)g(r)(x)ρ(x) dx (1)

îáëàäàåò óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå
ôàêòû, óñòàíîâëåííûå â [2]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕk(x)}
îðòîíîðìèðîâàíà íà (a, b) c âåñîì ρ(x), ò.å.

� b

a

ϕk(x)ϕl(x)ρ(x)dx = δkl, (2)

ãäå δkl � ñèìâîë Êðîíåêåðà. ×åðåç Lpρ(a, b) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé f(x), èçìåðèìûõ íà (a, b), äëÿ êîòîðûõ
� b
a |f(x)|pρ(x)dx < ∞.

Åñëè ρ(x) ≡ 1, òî áóäåì ïèñàòü Lpρ(a, b) = Lp(a, b) è L(a, b) = L1(a, b).
Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî ϕk(x) ∈ L2

ρ(a, b) (k = 0, 1, . . .). Ìû äîáàâèì ê ýòî-
ìó óñëîâèþ åùå îäíî, ñ÷èòàÿ, ÷òî ϕk(x) ∈ L(a, b) (k = 0, 1, . . .). Òî-
ãäà, ñëåäóÿ [2], ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñëåäóþùèå ïîðîæäåííûå ñèñòåìîé
{ϕk(x)} ôóíêöèè

ϕr,r+k(x) =
1

(r − 1)!

� x

a

(x− t)r−1ϕk(t)dt, k = 0, 1, . . . , (3)

ϕr,k(x) =
(x− a)k

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1. (4)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00486a).
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Èç (3) è (4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ï.â. x ∈ (a, b)

(ϕr,k(x))(ν) =


ϕr−ν,k−ν(x), åñëè 0 ≤ ν ≤ r − 1, r ≤ k,

ϕk−r(x), åñëè ν = r ≤ k,

ϕr−ν,k−ν(x), åñëè ν ≤ k < r,

0, åñëè k < ν ≤ r − 1.

(5)

×åðåçW r
Lpρ(a,b)

îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, ñîñòîÿùåå èç ôóíê-

öèé f(x), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [a, b] r − 1 ðàç, ïðè÷åì
f (r−1)(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [a, b] è f (r)(x) ∈ Lpρ(a, b). Ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå W r

L2
ρ(a,b)

îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ðàâåí-

ñòâà (1). Òîãäà, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ôóíêöèé ϕr,k(x) (ñì. (3) è (4))
è ðàâåíñòâîì (5), íåòðóäíî óâèäåòü (ñì. [2]), ÷òî ñèñòåìà {ϕr,k(x)}∞k=0

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå W r
L2
ρ(a,b)

. Ñëåäóÿ [2], ìû áó-

äåì íàçûâàòü ñèñòåìó {ϕr,k(x)}∞k=0 îðòîíîðìèðîâàííîé ïî Ñîáîëåâó îò-
íîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1) è ïîðîæäåííîé îðòîíîðìèðî-
âàííîé ñèñòåìîé {ϕk(x)}∞k=0. Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè
f(x) ∈ W r

L2
ρ(a,b)

ïî ñèñòåìå {ϕr,k(x)}∞k=0 èìååò ñìåøàííûé õàðàêòåð, à
èìåííî:

f(x) ∼
r−1∑
k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+
∞∑
k=r

f̂r,kϕr,k(x), (6)

ãäå

f̂r,k =

� b

a

f (r)(t)ϕ
(r)
r,k(t)ρ(t)dt =

� b

a

f (r)(t)ϕk−r(t)ρ(t)dt,

ïîýòîìó ðÿä âèäà (6) áóäåì íàçûâàòü ñìåøàííûì ðÿäîì ïî ñèñòåìå
{ϕk(x)}∞k=0, ñ÷èòàÿ ýòî íàçâàíèå óñëîâíûì è ñîêðàùåííûì îáîçíà÷åíè-
åì ïîëíîãî íàçâàíèÿ: ¾ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå {ϕr,k(x)}∞k=0, îðòîíîð-
ìèðîâàííîé ïî Ñîáîëåâó, ïîðîæäåííîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé
{ϕk(x)}∞k=0¿.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû îáùåãî õàðàêòåðà

Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ñâîéñòâî ñìåøàííîãî ðÿäà (6), êîòîðîå çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åãî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà âèäà

Yr,N(f, x) =
r−1∑
k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+

N∑
k=r

f̂r,kϕr,k(x) (7)

ïðè r ≤ N ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ôóíêöèåé f(x) â òî÷êå x = a r-êðàòíî,
ò.å.

(Yr,N(f, x))(ν)
x=a = f (ν)(a) (0 ≤ ν ≤ r − 1).
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Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñèñòåìû
{ϕr,k(x)}∞k=0, ñîñòîÿùåé èç ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè (3) è
(4), óñòàíîâëåííûå â ðàáîòå [2].

Òåîðåìà A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ϕk(x) (k = 0, 1, . . .) îáðà-
çóþò ïîëíóþ â L2

ρ(a, b) îðòîíîðìèðîâàííóþ c âåñîì ρ(x) ñèñòåìó íà
(a, b). Òîãäà ñèñòåìà {ϕr,k(x)}∞k=0, ïîðîæäåííàÿ ñèñòåìîé {ϕk(x)}∞k=0

ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ (3) è (4), ïîëíà â W r
L2
ρ(a,b)

è îðòîíîðìèðîâàíà

îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1).
Òåîðåìà B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1

ρ(x) ∈ L(a, b), à ôóíêöèè ϕk(x)

(k = 0, 1, . . .) îáðàçóþò ïîëíóþ â L2
ρ(a, b) îðòîíîðìèðîâàííóþ c âå-

ñîì ρ(x) ñèñòåìó íà (a, b), {ϕr,k(x)}∞k=0 � ñèñòåìà, îðòîíîðìèðîâàí-
íàÿ â W r

L2
ρ(a,b)

îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (6), ïîðîæäåí-

íàÿ ñèñòåìîé {ϕk(x)}∞k=0 ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ (3) è (4). Òîãäà åñëè
f(x) ∈ W r

L2
ρ(a,b)

, òî ðÿä Ôóðüå (ñìåøàííûé ðÿä) (6) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

f(x) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x ∈ [a, b].

Î ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ÎÄÓ
ðÿäîì Ôóðüå ïî ôóíêöèÿì ϕr,n(x)

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðèáëèæåíèè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ ÎÄÓ ñóììàìè Ôóðüå ïî ñèñòåìå {ϕr,n(x)}∞n=0, îðòîãî-
íàëüíîé ïî Ñîáîëåâó è ïîðîæäåííîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé ôóíê-
öèé {ϕn(x)}∞n=0 ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ (3) è (4) ñ a = 0, b = 1. Ïîëó÷åííûå
íèæå (òåîðåìà 1) ðåçóëüòàòû ìîæíî ïåðåíåñòè íà ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âèäà y′(x) = f(x, y), y(0) = y0, ãäå f = (f1, . . . , fm),
y = (y1, . . . , ym). Íî äëÿ ïðîñòîòû âûêëàäîê ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì çàäà÷è Êîøè âèäà

y′(x) = f(x, y), y(0) = y0, (8)

â êîòîðîé ôóíêöèþ f(x, y) áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé â íåêîòîðîé çà-
ìêíóòîé îáëàñòè Ḡ ïåðåìåííûõ (x, y), ñîäåðæàùåé òî÷êó (0, y0). Êðîìå
òîãî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî [0, 1] × R ⊂ Ḡ. Ýòî òðåáîâàíèå íå ñóæàåò
äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿ, òàê êàê, íå îãðàíè÷èâàÿ â îáùíîñòè, ìû ìî-
æåì, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ f(x, y) ïî ïåðåìåí-
íîé y íà âñ¼ R, ñîõðàíÿÿ ñâîéñòâî åå ïîä÷èíåííîñòè íèæåñëåäóþùåìó
óñëîâèþ Ëèïøèöà (10). Íàïðèìåð, åñëè îáëàñòü Ḡ òàêîâà, ÷òî ïðÿìàÿ
â R2 âèäà (x, ty) (t ∈ R) äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1] è y ∈ R ïåðåñåêàåò-
ñÿ ñ ãðàíèöåé îáëàñòè Ḡ íå áîëåå, ÷åì â äâóõ (ãðàíè÷íûõ äëÿ Ḡ) òî÷-
êàõ (x, y′) è (x, y′′), òî ôóíêöèþ f(x, y) ìîæíî íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü
íà [0, 1]×R, ñ÷èòàÿ åå ïîñòîÿííîé íà ëó÷àõ, âûõîäÿùèõ èç òî÷åê (x, y′)
è (x, y′′) â ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ âäîëü ïðÿìîé (x, ty) (t ∈ R).
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Òðåáóåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ôóíêöèþ y =
= y(x), îïðåäåëåííóþ íà [0, 1], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êî-
øè (8). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρ(x) èíòåãðèðóåìà íà (0, 1),
à ñèñòåìà {ϕn(x)}∞n=0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìûB, à ïîðîæäåííàÿ
ñèñòåìà {ϕ1,n(x)}∞n=0 � óñëîâèÿì (0 ≤ x ≤ 1)

δϕ(x) =
∞∑
k=1

(ϕ1,k(x))2 <∞, κϕ =

(� 1

0

∞∑
k=1

(ϕ1,k(t))
2ρ(t)dt

) 1
2

<∞. (9)

Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî ïåðåìåííîé y ôóíêöèÿ f(x, y) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

|f(x, y′)− f(x, y′′)| ≤ λ|y′ − y′′|, 0 ≤ x ≤ 1. (10)

×åðåç m îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî
hλκϕ < 1, ãäå h = 1/m. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, λκϕ < 1, òî m = 1. Ïî-
ëàãàÿ x = t/m, îòîáðàçèì ëèíåéíî îòðåçîê [0,m] íà [0, 1]. Îòíîñèòåëüíî
íîâîé ïåðåìåííîé t ∈ [0,m] óðàâíåíèå (8) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

η′(t) = hf(ht, η(t)), η(0) = y0, 0 ≤ t ≤ m, (11)

ãäå h = 1/m, η(t) = y(ht). Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü îòðåçîê [0,m] â âèäå
îáúåäèíåíèÿ îòðåçêîâ [l, l+1] (l = 0, 1, . . .m−1) è ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ
çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (11) ñíà÷àëà íà [0, 1], à çàòåì, èñïîëüçóÿ
íàéäåííîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå η(1), ðåøàòü å¼ íà [1, 2] è òàê äàëåå. Ìû
îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ýòîé çàäà÷è äëÿ îòðåçêà [0, 1]. Ïîñêîëüêó,
ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè Ḡ, òî èç (11)
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ η′(t) íåïðåðûâíà íà [0, 1] è, ñëåäîâàòåëüíî, η ∈
∈ W 1

L2
ρ(0,1), ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû B ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ

η(t) â âèäå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ íà [0, 1] ðÿäà Ôóðüå ïî ïîðîæäåííîé
ñèñòåìå {ϕ1,n(t)}∞n=0:

η(t) = η(0) +
∞∑
k=1

η̂1,kϕ1,k(t),

ãäå

η̂1,k =

� 1

0

η′(t)ϕk−1(t)ρ(t)dt (k ≥ 1). (12)

Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñêîíñòðóèðîâàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ck = mη̂1,k+1
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(k = 0, 1, . . .). Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèÿì (5) è (7), êîòîðûå
âìåñòå ñ (12) äàþò

η′(t) =
∞∑
k=0

η̂1,k+1ϕk(t), (13)

ãäå ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà (13) ñõîäèòñÿ ê η′ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2

ρ(0, 1). Ïîëîæèì
q(t) = f(ht, η(t)) = mη′(t) è çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (12) (ñì. òàêæå (13))
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè q = q(t) ïî ñèñòåìå {ϕn(t)}∞n=0 èìåþò
âèä

ck(q) =

� 1

0

q(t)ϕk(t)ρ(t)dt = mη̂1,k+1 (k ≥ 0). (14)

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ðàâåíñòâ ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (12) â ñëåäóþùåì âèäå

η(t) = η(0) + h
∞∑
k=0

ck(q)ϕ1,k+1(t). (15)

Èç (14) è (15), â ñâîþ î÷åðåäü, âûâîäèì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

ck(q) =

� 1

0

f

[
ht, η(0) + h

∞∑
j=0

cj(q)ϕ1,j+1(t)

]
ϕk(t)ρ(t)dt, k = 0, 1, . . . .

(16)
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî l2, ñîñòîÿùåå èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé C = (c0, c1, . . .), äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíà íîðìà

‖C‖ =
(∑∞

j=0 c
2
j

) 1
2

. Â ïðîñòðàíñòâå l2 ðàññìîòðèì îïåðàòîð A, ñîïîñòàâ-

ëÿþùèé òî÷êå C ∈ l2 òî÷êó C ′ ∈ l2 ïî ïðàâèëó

c′k =

� 1

0

f

[
ht, η(0) + h

∞∑
j=0

cjϕ1,j+1(t)

]
ϕk(t)ρ(t)dt, k = 0, 1, . . . .

Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà C(q) = (c0(q), c1(q), . . .) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé îïåðàòîðà A : l2 → l2. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè òî÷êó C(q) ìåòîäîì
ïðîñòûõ èòåðàöèé, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A : l2 → l2 ÿâëÿåò-
ñÿ ñæèìàþùèì â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà l2. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì äâå
òî÷êè P,Q ∈ l2, ãäå P = (p0, . . .), Q = (q0, . . .), è ïîëîæèì P ′ = A(P ),
Q′ = A(Q). Èìååì

p′k − q′k =

� 1

0

FP,Q(t)ϕk(t)ρ(t)dt, k = 0, 1, . . . (17)
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FP,Q(t) = f

[
ht, η(0) + h

∞∑
j=0

pjϕ1,j+1(t)

]
−

−f

[
ht, η(0) + h

∞∑
j=0

qjϕ1,j+1(t)

]
. (18)

Èç (17), ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Áåññåëÿ, íàõîäèì

∞∑
k=0

(p′k − q′k)2 ≤
� 1

0

(FP,Q(t))2ρ(t)dt. (19)

Èç (18) è (10) èìååì

(FP,Q(t))2 ≤ (hλ)2

( ∞∑
j=0

(pj − qj)ϕ1,j+1(t)

)2

, (20)

îòêóäà, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, âûâîäèì

(FP,Q(t))2 ≤ (hλ)2
∞∑
j=0

(pj − qj)2
∞∑
j=0

(ϕ1,j+1(t))
2.

Ñîïîñòàâëÿÿ (20) ñ (19), íàõîäèì

∞∑
k=1

(p′k − q′k)2 ≤ (hλ)2
∞∑
k=0

(pk − qk)2

� 1

0

∞∑
j=0

(ϕ1,j+1(t))
2ρ(t)dt. (21)

Èç (21) è (9) èìååì( ∞∑
k=0

(p′k − q′k)2

) 1
2

≤ hκϕλ

( ∞∑
k=0

(pk − qk)2

) 1
2

. (22)

Íåðàâåíñòâî (22) ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè hκϕλ < 1, òî îïåðàòîð A :
l2 → l2 ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì è, êàê ñëåäñòâèå, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
Cν+1 = A(Cν) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå C(q) ïðè ν → ∞. Îäíàêî ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ïðèëîæåíèé âàæíî ðàññìîòðåòü êîíå÷íîìåðíûé àíàëîã îïåðàòîðà
A. Ìû ðàññìîòðèì îïåðàòîð AN : RN → RN , cîïîñòàâëÿþùèé òî÷êå
CN = (c0, . . . , cN−1) ∈ RN òî÷êó C ′N = (c′0, . . . , c

′
N−1) ∈ RN ïî ïðàâèëó

c′k =

1�

0

f

[
ht, η(0) + h

N−1∑
j=0

cjϕ1,j+1(t)

]
ϕk(t)ρ(t)dt, k = 0, 1, . . . , N − 1.

(23)
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Ðàññìîòðèì äâå òî÷êè PN , QN ∈ RN , ãäå PN = (p0, p1, . . . , pN−1),
QN = (q0, q1, . . . , pN−1) è ïîëîæèì P ′N = AN(PN), Q′N = AN(QN). Äî-
ñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ïðèâåëè íàñ ê íåðàâåíñòâó (22),
ìû ïîëó÷èì (

N−1∑
k=0

(p′k − q′k)2

) 1
2

≤ hκϕλ

(
N−1∑
k=0

(pk − qk)2

) 1
2

. (24)

Íåðàâåíñòâî (24) ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè hκϕλ < 1, òî îïåðàòîð AN :
RN → RN ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì è, êàê ñëåäñòâèå, èòåðàöèîííûé ïðî-
öåññ Cν+1

N = AN(Cν
N) ïðè ν → ∞ ñõîäèòñÿ ê åãî íåïîäâèæíîé òî÷-

êå, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç C̄N(q) = (c̄0(q), . . . , c̄N−1(q)). Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì òî÷êó CN(q) = (c0(q), . . . , cN−1(q)), ñîñòàâëåí-
íóþ èç èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè q ïî ñèñòåìå ϕ. Íàì
îñòàåòñÿ îöåíèòü ïîãðåøíîñòü, ïðîèñòåêàþùóþ â ðåçóëüòàòå çàìåíû òî÷-
êè CN(q) òî÷êîé C̄N(q). Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåëè÷èíó

‖CN(q)− C̄N(q)‖N =
(∑N−1

j=0 (cj(q)− c̄j(q))2
) 1

2

. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì

òî÷êó C ′N(q) = AN(CN(q)) = (c′0(q), . . . , c
′
N−1(q)) è çàïèøåì

‖CN(q)− C̄N(q)‖N ≤ ‖CN(q)− C ′N(q)‖N + ‖C ′N(q)− C̄N(q)‖N .

Äàëåå, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (24), èìååì

‖C ′N(q)− C̄N(q)‖N = ‖AN(CN(q))− AN(C̄N(q))‖ ≤

≤ hκϕλ‖CN(q)− C̄N(q)‖N . (26)

Èç (25) è (26) âûâîäèì

‖CN(q)− C̄N(q)‖N ≤
1

1− hκϕλ
‖CN(q)− C ′N(q)‖N . (27)

×òîáû îöåíèòü íîðìó â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (27), çàìåòèì, ÷òî â
ñèëó íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ

‖CN(q)− C ′N(q)‖2
N ≤

� 1

0

(FC(q),CN (q)(t))
2ρ(t)dt, (28)

ãäå

FC(q),CN (q)(t) = f

[
ht, η(0) + h

∞∑
j=0

cj(q)ϕ1,j+1(t)

]
−

−f

[
ht, η(0) + h

N−1∑
j=0

cj(q)ϕ1,j+1(t)

]
. (29)
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Èç (29) è (10) ñëåäóåò, ÷òî

(FC(q),CN (q)(t))
2 ≤ λ2

 ∞∑
j=N

hcj(q)ϕ1,j+1(t)

2

,

îòñþäà ñ ó÷åòîì (13) èìååì

(FC(q),CN (q)(t))
2 ≤ λ2

 ∞∑
j=N

η̂1,j+1ϕ1,j(t)

2

. (30)

Ñîïîñòàâëÿÿ (30) ñ (28), ïîëó÷àåì

‖CN(q)− C ′N(q)‖2
N ≤ λ2

� 1

0

 ∞∑
j=N

η̂1,j+1ϕ1,j+1(t)

2

ρ(t)dt, (31)

ãäå ñîãëàñíî (12)

η̂1,j+1 =

� 1

0

η′(t)ϕj(t)ρ(t)dt (j = 0, 1, . . .)

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè η′(t) = hf(ht, η(t)).
Ïîäâîäÿ èòîãè, èç (27) è (31) ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îáëàñòü Ḡ òàêîâà, ÷òî [0, 1] × R ⊂ Ḡ, ôóíê-
öèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè Ḡ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà (10), à h è λ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó hλκϕ < 1, ãäå âåëè÷è-
íà κϕ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (9). Äàëåå, ïóñòü l2 ãèëüáåðòîâî ïðîñò-
ðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé C = (c0, . . .), äëÿ êîòî-

ðûõ ââåäåíà íîðìà ‖C‖ =

(
∞∑
j=0

c2
j

) 1
2

, îïåðàòîð A : l2 → l2 ñîïîñòàâ-

ëÿò òî÷êå C ∈ l2 òî÷êó C ′ ∈ l2 ïî ïðàâèëó (15). Êðîìå òîãî, ïóñòü
AN : RN → RN � êîíå÷íîìåðíûé àíàëîã îïåðàòîðà A, cîïîñòàâëÿþùèé
òî÷êå CN = (c0, . . . , cN) ∈ RN òî÷êó C ′N = (c′0, . . . , c

′
N) ∈ RN ïî ïðàâè-

ëó (23). Òîãäà îïåðàòîðû A : l2 → l2 è AN : RN → RN ÿâëÿþòñÿ ñæèìà-
þùèìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò èõ íåïîäâèæíûå òî÷êè C(q) =
= (c0(q), c1(q), . . .) = A(C(q)) ∈ l2 è C̄N(q) = (c̄0(q), c̄0(q), . . . , c̄N(q)) =
= AN(C̄N(q)) ∈ RN , äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖CN(q)− C̄N(q)‖N ≤
λσϕN(η)

1− hκϕλ
,
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σϕN(η) =

� 1

0

 ∞∑
j=N+1

η̂1,jϕ1,j(t)

2

ρ(t)dt


1
2

,

a CN(q) = (c0(q), . . . , cN−1(q)) � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâ-
ëåííàÿ èç ïåðâûõ N êîìïîíåíò òî÷êè C(q), ïðè ýòîì â ñèëó (13) ñïðà-
âåäëèâî òàêæå ðàâåíñòâî hCN(q) = (η̂1,1, η̂1,2, . . . , η̂1,N).
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