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1. Ïóñòü Cn
+ = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : Im zj > 0, j = 1, . . . , n},

N(Cn
+) = {f : f(z) = h1(z)

h2(z) , hj(z) ∈ H∞(Cn
+), j = 1, 2, h2(z) 6= 0, z ∈ Cn

+}
� êëàññ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîãî âèäà âCn

+. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå êëàññ
N(Cn

+) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì P. Íåâàíëèííû â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
C+ := C1

+ (cì. [1]), ïðè n ≥ 2 êëàññ Íåâàíëèííû, ò.å êëàññ ôóíêöèé
f , äëÿ êîòîðûõ ln|f | èìååò n � ãàðìîíè÷åñêóþ ìàæîðàíòó è N(Cn

+) ñî-
âåðøåííî ðàçíûå (ñì. [2, 3]).Èçâåñòíî, ÷òî åñëè f ïðèíàäëåæèò êëàññó
Â. È. Ñìèðíîâà N+(Cn

+) (ñì. [2, 4]) è åå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íà Rn ïðè-
íàäëåæàò L1(Rn), òî f ïðèíàäëåæèò êëàññó Õàðäè H1(Cn

+) è òåì ñàìûì

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè ˆf(x) = (2π)−
n
2

�
Rn
f(t) exp−itx dt îá-

ðàùàåòñÿ â íóëü íà Rn\Rn
+. Ïðîñòîé ïðèìåð ôóíêöèè

fa(z) =
n∏
j=1

e(−iajzj) 1

(i+ zj)2
, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn

+, (1)

a = (a1, . . . , an) ∈ Rn
+, ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî äëÿ

N(Cn
+). Ïðè n = 1 â ðàáîòå [5] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ˆf(x)→ 0, ïðè

x→ −∞, äîñòàòî÷íî ñèëüíî, òî ôóíêöèÿ ˆf(x) ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî
íà R−. Ïðè ýòîì íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà ñêîðîñòü
ýòîãî óáûâàíèÿ ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî óïîìÿíóòîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà óêàçàííîãî ðåçóëüòàòà ñóùåñòâåííóþ ðîëü ñûãðàëî ôàê-
òîðèçàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè èç êëàññà N(C+) (ñì. [1]).

Ïðè n ≥ 2 õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îòñóòñòâóþò
(ñì. [2, 3]). Çäåñü ìû ïðåäëîæèì äðóãîé ïîäõîä äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òà-
êèõ ðåçóëüòàòîâ ïðè n ≥ 2. Êðîìå òîãî, ïðèâåäåì, íà íàø âçãëÿä, ðÿä
èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé â òåîðèè êâàçèàíàëèòè÷åñêèõ êëàññîâ ôóíêöèé.

2.Ïóñòü M(r) = M(r1, . . . , rj−1, rn) ∈ Rn
+ ïîëîæèòåëüíàÿ, ìîíî-

òîííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé rj ∈ R+, 1 ≤ j ≤
≤ n, ïðè ôèêñèðîâàííûõ r

′
= (r1, . . . , rj−1, rj+1, rn) ∈ Rn−1

+ , òàêàÿ ÷òî
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lim
|r|→∞

ln(r2
1+···+r2

n)
lnM(r) = 0, |r| =

√
r2

1 + · · ·+ r2
n, ïîëîæèì

M (j)
m = sup

x∈R+

xm

M(r1, . . . , rj−1, x, rj+1, . . . , rn)
, m ∈ Z+, j = 1, . . . , n,

Tj(r) = sup
m≥1

rm

Mm(j)
. (2)

Ïóñòü äàëåå RP (Rn) � êëàññ ôóíêöèé f ∈ L1(Rn), äëÿ êîòîðûõ èíòå-
ãðàë òèïà Êîøè òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ íà ìíîæåñòâå Cn\{Cn

+

⋃
Cn
−}

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ N(Cn
+), ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ f

íà Rn
+ ïðèíàäëåæàò êëàññó RP (Rn),

lim
|y|→∞

ln|f(iy)|
|y|

≤ 0. (3)

Ïóñòü äàëåå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|f̂(−x)| ≤ 1

M(x)
, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

+. (4)

Òîãäà åñëè ∞�

1

Tj(r)

r
3
2

dr = +∞, 1 ≤ j ≤ n, (5)

òî f̂(x) = 0, ïðè âñåõ x ∈ Rn\Rn
+, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò

êëàññó Õàðäè H1(Cn
+).

Îáðàòíî, åñëèM(x1, . . . , xn) = e

(
n∑
j=1

Pj(xj)

)
,
P ′j(t)t

Pj(t)
↑ +∞(t→ +∞),

j = 1, . . . , n è õîòÿ áû îäèí èç èíòåãðàëîâ â (5) ñõîäèòñÿ, òî ìîæíî

ïîñòðîèòü ôóíêöèþ f ∈ N(Cn
+)
⋂

RP (Rn) òàêóþ, ÷òî f̂ óäîâëåòâîðÿ-

åò îöåíêå (4) â òîæå âðåìÿ f̂ 6= 0, x ∈ Rn, f /∈ H1(Cn
+).

Ïðèìåð ôóíêöèè fa ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè g ∈
∈ C∞(Rn

⋂
N(Cn

+)
⋂
L1(Rn), lim

|x|→+∞
∂kg(x)
∂xk

= 0, ∀ k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+,

òàêèå ÷òî
�
Rn
|g(x+ iy)|dx ≥ c0 exp(a ·y), a = (a1, . . . ,n ), y = (y1, . . . , yn) ∈

∈ Rn, c0 > 0.
Òåì íå ìåíåå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü M = {Mk}+∞

k=1 � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

C∞(M) = {g ∈ C∞(Rn) : |∂
|k|g(x1, . . . , xn)

∂xk1
1 . . . xknn

| ≤ A|k|M|k|, (6)
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x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn}, f ∈ N(Cn
+)
⋂

RP (Rn)
⋂
C∞(M). Òîãäà åñëè

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3) è (5), ãäå T � ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ Êàð-
ëåìàíà �Îñòðîâñêîãî ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M , òî f ∈ H1(Cn

+) è�
Rn
|f(x + iy)|dx ≤

�
Rn
|f(x)|dx ïðè âñåõ y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn

+. Îáðàòíî,

åñëè èíòåãðàë (5) ñõîäèòñÿ èëè íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3), òî ìîæíî
ïîñòðîèòü ôóíêöèþ f , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (6), íî f /∈ H1(Cn

+)
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðè n = 1, óòî÷íÿåò êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó

Ð. Ñàëèíàñà (ñì. [6]).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü g ∈ C∞(M),ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ôóíê-

öèÿ f ∈ N(Cn
+)
⋂
RP (Rn) óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (3), òàêàÿ ÷òî

lim
|y|→0

f(x + iy) = g(x) ïî÷òè âñþäó íà Rn. Ïóñòü äàëåå T (r) = sup
k≥1

rk
Mk
,

r ∈ R+, åñëè
∞�

1

T (r)

r
3
2

dr = +∞, (7)

è ïðè íåêîòîðîì x0 ∈ Rn,

∂|k|g(x0)

∂xk
= 0, k ∈ Zn+, (8)

òîãäà g(x) = 0, ïðè âñåõ x ∈ Rn.
Îáðàòíî, åñëè èíòåãðàë (7) ñõîäèòñÿ, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíê-

öèþ g ∈ C∞A (M) = C∞(Cn
+

⋃
Cn
−)
⋂
H(Cn

+) òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå (8), íî g òîæäåñòâåííî îòëè÷íà îò íóëÿ íà Rn, ãäå H(Cn

+) �
ìíîæåñòâî âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â Cn

+.

Çàìå÷àíèå. Ïðèìåð ôóíêöèè f(z1, z2) =
ϕ(z1)

(i+ z1)2(i+ z2)2S(z)
, z =

= (z1, z2) ∈ C2
+, ãäå ϕ ∈ H∞(C+), S � ïðîèçâîëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ôóíê-

öèÿ â C+, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíê-
öèè f êëàññó RP (Rn) â èçâåñòíîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ
ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèé òåîðåì 1�3.
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