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Â ñâÿçè ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ è íåâûïóê-
ëûõ ïðèáëèæàþùèõ îáúåêòîâ â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ (íàïðèìåð, â Lp, C(Q), W r

p ) ñòàíîâÿòñÿ àêòóàëüíûìè çàäà÷è èçó-
÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè êàê íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé, òàê è ïî÷òè íàèëó÷-
øèõ. È â ýòîì ñëó÷àå òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðèîá-
ðåòàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâîãî àëãîðèòìà àïïðîêñèìàöèè. ×à-
ñòî êëàññè÷åñêèå îáúåêòû àïïðîêñèìàöèè íå ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè â
êàêîì-íèáóäü ñìûñëå (ñèëüíîì èëè ñëàáîì), è ïðè ïðèáëèæåíèè ýëåìåí-
òû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü èëè íå áûòü åäèí-
ñòâåííûìè, òåì íå ìåíåå äàæå â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ ñòðîèòü óñòîé÷èâûå
âûáîðêè èç îïåðàòîðîâ ïî÷òè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé. Äëÿ ñàìèõ æå
íàèëó÷øèõ ýëåìåíòîâ ïðèáëèæåíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èõ õàðàêòåðè-
çàöèÿ ñðåäè äðóãèõ ýëåìåíòîâ ïðèáëèæàþùåãî ìíîæåñòâà (ò.å. èçó÷åíèå
èõ ñîëíå÷íûõ ñâîéñòâ). Àïïàðàò íåïðåðûâíûõ âûáîðîê èç îïåðàòîðîâ
ε-ïðîåêöèé ÷àñòî ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü äëÿ îòâåòà íà ýòè âîïðîñû.
Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ýòîé òåìàòèêîé, ìîæíî ïîñìîòðåòü
â ðàáîòàõ [1�[9].

×åðåç B(x, r) è B̊(x, r) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî çàìêíóòûé è îò-
êðûòûé øàð â ëèíåéíîì ïîëóíîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X = (X, ‖·‖)
ñ öåíòðîì x ðàäèóñà r, ò.å. ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà {y ∈ X | ‖y−x‖ 6
6 r} è {y ∈ X | ‖y − x‖ < r}. ×åðåç S(x, r) îáîçíà÷èì ñôåðó ñ öåíòðîì
x ðàäèóñà r, ò.å. ìíîæåñòâî {y ∈ X | ‖y − x| = r}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà M â íåêîòîðîì ïîëóíîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå X ÷åðåç %(y,M) (y ∈ X, M ⊂ X) îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå äî
ìíîæåñòâà M, ò.å. âåëè÷èíó inf

z∈M
‖z − y‖.

×åðåç PMx îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ áëèæàéøèõ òî÷åê èç M äëÿ
x ∈ X, ò.å. ìíîæåñòâî {y ∈ M | ‖y − x| = %(x,M)}. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

x ∈ X è δ > 0 ðàññìîòðèì òàêæå ìåòðè÷åñêèå δ-ïðîåêöèè P δ
Mx è P̊ δ

Mx
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà {y ∈ M | ‖y − x| 6
6 %(x,M) + δ} = M ∩ B(x, %(x,M) + δ) è {y ∈M | ‖y − x| < %(x,M) +

+δ} = M∩B̊(x, %(x,M)+δ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåñòâóþùèå
ïðîåêöèè è â ñëó÷àå, êîãäà δ = δ(·) � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà X èëè
íà êàêîì-òî åãî ïîäìíîæåñòâå.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00295-a).
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ε > 0, M ⊂ X. Îòîáðàæåíèå ϕ : X →
→ M íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé (ìóëüòèïëèêàòèâíîé) ε-âûáîðêîé, åñëè
äëÿ âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖ϕ(x)− x‖ < %(x,M) + ε

(ñîîòâåòñòâåííî ‖ϕ(x)− x‖ 6 (1 + ε)%(x,M)). Â ñëó÷àå, êîãäà ýòè íåðà-
âåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E ⊂ X áóäåì ãîâîðèòü î
ε-âûáîðêå íà E.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A â ïîëóìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(Y, ν) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ âñåõ n ∈ N è åäèíè÷íîãî
øàðà B ⊂ Rn è ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : ∂B → A
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ϕ̃ : B → A.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ B̊-áåñêîíå÷íî
ñâÿçíûì, åñëè ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà M ñ ëþáûì îòêðûòûì øàðîì
ëèáî ïóñòî, ëèáî áåñêîíå÷íî ñâÿçíî. Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåò-
ñÿ B̊-ñòÿãèâàåìûì, åñëè ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà M ñ ëþáûì îòêðûòûì
(çàìêíóòûì) øàðîì ëèáî ïóñòî, ëèáî ñòÿãèâàåìî.

Îïðåäåëåíèå 4. Êîìïàêò Y íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íîïîäîáíûì, åñëè
ñóùåñòâóåò àáñîëþòíûé îêðåñòíîñòíûé ðåòðàêò Z è âëîæåíèå i : Y →
→ Z òàêîå, ÷òî îáðàç i(Y ) ñòÿãèâàåì â ëþáîé ñâîåé îêðåñòíîñòè U ⊂ Z
(ñì. [10]).

Îòìåòèì, ÷òî ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå ñòÿãèâàåìûõ êîìïàêòîâ, îáðà-
çóþùèõ âëîæåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íîïîäîáíûì
(ñì. [10] ).

Îïðåäåëåíèå 5. ÏóñòüM � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî íîð-
ìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ‖ · ‖). Òî÷êó x ∈ X íàçûâàþò òî÷êîé
àïïðîêñèìàòèâíîé êîìïàêòíîñòè, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{yn} ⊂ M : ‖x − yn‖ → %(x,M) (n → ∞) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ynk}, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå y0 ∈ M. Îáîçíà÷åíèå
x ∈ AC(M). Åñëè AC(M) = X, òî ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ àïïðîêñè-
ìàòèâíî êîìïàêòíûì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X àïïðîê-
ñèìàòèâíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíî-
ñèëüíû:

1) M îáëàäàåò íåïðåðûâíîé ε-âûáîðêîé äëÿ âñåõ ε > 0;
2) PMx ÿâëÿåòñÿ UV ∞-ìíîæåñòâîì äëÿ âñåõ x ∈ X;
3) PMx ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íîïîäîáíûì ìíîæåñòâîì äëÿ âñåõ x ∈ X;

4) M ÿâëÿåòñÿ B̊-áåñêîíå÷íî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì;

5) M ÿâëÿåòñÿ B̊-ñòÿãèâàåìûì ìíîæåñòâîì.
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Äëÿ ôóíêöèè f ∈ C[0, 1] ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà ââîäÿò ôîðìóëîé

Bn(f, x) =
n∑
k=0

f

(
k

n

)
Ck
n x

k (1− x)n−k, n ∈ N, (1)

ãäå Ck
n � îáû÷íûå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ ïî

òåîðèè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà ïðåäñòàâëåíû â [1�3].
Â ñëó÷àå ïðîñòîãî ñèììåòðè÷íîãî ìîäóëÿ

f(x) = |2x− 1|, x ∈ [0, 1], (2)

ïîëèíîìû (1) óäîâëåòâîðÿþò ñïåöèàëüíîìó ïðàâèëó ñêëåèâàíèÿ

B2m+1(f, x) = B2m(f, x), m ∈ N, (3)
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