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Ïóñòü p è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, p ≥ 2, N = pn, è ïóñòü wk(ω) �
ôóíêöèè Óîëøà äëÿ ãðóïïû Âèëåíêèíà Gp. Ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíå-
íèå ñ N êîýôôèöèåíòàìè äëÿ ïðîñòðàíñòâà L2(Gp) îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé
ìàñêîé, ò.å. ïîëèíîìîì âèäà

m(ω) =
N−1∑
k=0

ckwk(ω), ω ∈ Gp, (1)

ãäå ck � êîýôôèöèåíòû ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
mb ìàñêó âèäà (1), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé âû÷èñëåíû ïî âåêòîðó b =
= (b0, b1, . . . , bN−1) ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Âèëåíêèíà-
Êðåñòåíñîíà. Êîìïîíåíòû âåêòîðà b ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ ìàñêè
mb, ïî êîòîðûì îíà âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Ïóñòü G(p, n) � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ b = (b0, b1, . . . , bN−1) èç CN òà-
êèõ, ÷òî

b0 = 1, |bl|2 + |bl+pn−1|2 + · · ·+ |bl+(p−1)pn−1|2 = 1, (2)

äëÿ âñåõ 0 ≤ l ≤ pn−1 − 1. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó
b ∈ G(p, n) îðòîãîíàëüíîãî âñïëåñêîâîãî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå N -ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èçëîæåí â [2]. Èç ýòîé êîíñòðóêöèè â
ïðîñòðàíñòâàõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëó÷àþòñÿ äèñêðåò-
íûå ñèñòåìû òèïà Õààðà è àíàëîãè âñïëåñêîâ Ëåíãà (ñì. [2, ïðèìåðû 1,
2]). Â ìåòîäàõ ïàðàìåòðèçàöèè îðòîãîíàëüíûõ âñïëåñêîâ ñ êîìïàêòíûìè
íîñèòåëÿìè íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ ñâÿçàíû
ñî ñâîéñòâîì îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåìû öåëûõ ñäâèãîâ ìàñøòàáè-
ðóþùåé ôóíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [3]). Ïðè îïðåäåëåíèè îðòîãîíàëüíûõ
âñïëåñêîâ â L2(Gp) ðîëü ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë èãðàåò äèñêðåòíàÿ ãðóï-
ïà H. Äëÿ òîãî ÷òîáû H-ñäâèãè ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè, àññîöèèðî-
âàííîé ñ ìàñêîé mb, áûëè îðòîíîðìèðîâàíû â L2(Gp), íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû âåêòîð b ïðèíàäëåæàë ìíîæåñòâó G(p, n) (ñì. [4, ïðåäëîæåíèå 3.1]).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W 0(p, n) ìíîæåñòâî âåêòîðîâ b = (b0, b1, . . . , bN−1) èç
G(p, n), ó êîòîðûõ bs 6= 0 äëÿ âñåõ 0 ≤ s ≤ pn−1 − 1, à ÷åðåç W (p, n) �
ìíîæåñòâî âåêòîðîâ b èç G(p, n), äëÿ êîòîðûõ ìàñêè mb óäîâëåòâîðÿ-
þò äîêàçàííîìó â [1] êðèòåðèþ Êîýíà. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ïîñòðîå-
íèÿ îðòîãîíàëüíûõ âñïëåñêîâ íà ãðóïïå Gp ðåäóöèðóåòñÿ [5] ê ïðîâåðêå
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îðòîíîðìèðîâàííîñòè H-ñäâèãîâ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè, îïðåäåëÿ-
åìîé ïî ìàñêå mb (ò.å. ê ïðîâåðêå ïðèíàäëåæíîñòè âåêòîðà b ìíîæå-
ñòâó W (p, n)). Òàêóþ ïðîâåðêó îñóùåñòâëÿþò òðåìÿ ñïîñîáàìè: 1) ïî
êðèòåðèþ Êîýíà, 2) ïî êðèòåðèþ îòñóòñòâèÿ ó ìàñêè áëîêèðóþùèõ ìíî-
æåñòâ, 3) ñ ïîìîùüþ N -âàëèäíûõ äåðåâüåâ (ñì. [6; 7, çàìå÷àíèå 3.11;
8]). Ìåòîä 3) èñïîëüçóåòñÿ [9] ïðè ïîñòðîåíèè ñòóïåí÷àòûõ âñïëåñêîâ íà
ëîêàëüíûõ ïîëÿõ ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà
S(p, n) ⊂ G(p, n), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò ñòóïåí÷àòûå ìàñøòàáèðóþ-
ùèå ôóíêöèè íà Gp, äàíî â [7, òåîðåìà 9].

Àññîöèèðîâàííàÿ ñ ìàñêîé mb ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ïîðîæäàåò
ÊÌÀ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàñêàmb íå èìååò áëîêèðóþùèõ
ìíîæåñòâ (ïî òåîðåìå 2 èç [1] ýòî ðàâíîñèëüíî ïðèíàäëåæíîñòè âåêòîðà
b ìíîæåñòâóW (p, n)). Ïðè óâåëè÷åíèè p è n âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü
ïîèñêà áëîêèðóþùèõ ìíîæåñòâ áûñòðî ðàñòåò è äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîäõî-
äÿùèõ ìàñîê mb èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû 1) è 3). Íàïðèìåð, â [6] ñ ïîìî-
ùüþ êðèòåðèÿ Êîýíà äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 è ëþáîãî t ∈ [0, 1) íàéäåí âåêòîð
bt ∈ W (2, n) òàêîé, ÷òî àññîöèèðîâàííàÿ ñ ýòèì âåêòîðîì ìàñøòàáè-
ðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕt ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé è íà ñâîåì íîñèòåëå [0, 2n−1)
ïðåäñòàâèìà êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôóíêöèé Óîëøà. Èç êðè-
òåðèÿ Êîýíà òàêæå ñëåäóåò, ÷òîW 0(p, n) ⊂W (p, n) (ñì. [1, ïðèìåð 5]).
Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé âåêòîð b ∈W 0(p, n) çàäàåò ïî ôîðìóëå (1) ìàñêó,
ïðèâîäÿùóþ ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó âñïëåñêîâ â L2(Gp). Èçâåñò-
íî òàêæå, ÷òî ïî ëþáîìó âåêòîðó b ∈ G(p, n)\W (p, n) ìîæíî ïîñòðîèòü
ôðåéì Ïàðñåâàëÿ â L2(Gp). Áîëåå òîãî, ïðè ïîñòðîåíèè ôðåéìîâ âìåñòî

(2) äîñòàòî÷íî [10, 11] ïðåäïîëàãàòü, ÷òî b0 = 1 è
∑p−1

s=0 |bl+s pn−1|2 ≤ 1 (â
ïðîñòðàíñòâàõ N -ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [2] óñëîâèå b0 = 1
ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì). Â íåäàâíåé ðàáîòå [12] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðî-
åíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ âñïëåñêîâ íà ãðóïïå Âèëåíêèíà, îïðåäåëÿåìîé ïî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {pj}∞j=1, pj ≥ 2.

Äèñêðåòíûå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ, àññîöèèðîâàííûå ñ óêàçàííû-
ìè âûøå êîíñòðóêöèÿìè íà ãðóïïàõ Âèëåíêèíà, ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îáðà-
áîòêè èçîáðàæåíèé [13], ñæàòèÿ ôðàêòàëüíûõ ñèãíàëîâ [14, 15], àíàëèçà
ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ [15] è àíàëèçà ãåîôèçè÷åñêèõ äàííûõ [15,
16]. Êàæäîå èç ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ äèñêðåòíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè Ôóðüå, Óîëøà, Õààðà è ðîäñòâåííûõ èì ïðåîáðàçîâàíèÿìè
îáëàäàåò áîëüøåé ýëàñòè÷íîñòüþ (âûáîð ïàðàìåòðà b ñ ïîìîùüþ ýíòðî-
ïèéíîãî, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî èëè èíîãî êðèòåðèÿ ïîçâîëÿåò àäàïòè-
ðîâàòü ïðèìåíÿåìîå ïðåîáðàçîâàíèå ê îáðàáàòûâàåìîìó ñèãíàëó). Êàê
ïîêàçàíî â [15], ïðè êîäèðîâàíèè çíà÷åíèé îáîáùåííîé ôóíêöèè Âåéåð-
øòðàññà ïîñòðîåííîå äëÿ p = 3 ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Óîëøà äèñêðåòíîå
âñïëåñêîâîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåîá-
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ðàçîâàíèåì Õààðà è ìåòîäîì çîííîãî êîäèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ÷èñëî p
îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì ÷èñëó âõîäíûõ êàíàëîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì,
÷òî ìíîãîêàíàëüíûå âñïëåñêîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ â ìíîãî-
ìåðíûõ ìíîãîñêîðîñòíûõ ñèñòåìàõ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.
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