
Ïðèìåíÿÿ èíòåðïîëÿöèîííóþ òåîðåìó òèïà Ìàðöèíêååâè÷à ñ ïàðà-
ìåòðîì γ = 2−p

p è c ó÷åòîì ðåçóëüòàòà S. Herz èç[4] ïîëó÷èì{ ∞∑
n=1

|f̂(n)|pnp−2

} 1
p

= ‖Tf‖p,ν ≤ ‖f‖p,α .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 1 ïðè α = −1

2 ñâîäèòüñÿ ê òåîðåìå Õàðäè �
Ëèòòëâóäà [3].
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Äàâíî èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè {

ut = uxx, x ∈ R, t ∈ [0, 1],

u(x, 0) = 0,
(1)

èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ u(x, t) 6≡ 0 èç êëàññà C∞(R× [0, 1]). Ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå ðÿäà

u(x, t) =
∞∑
k=0

γ(k)(t)
x2k

(2k)!
, x ∈ R, t ∈ [0, 1], (2)

ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå íåêâàçèàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè γ(t) 6≡ 0 â ïðî-
ñòðàíñòâå C∞[0, 1]. Áîëåå òîãî, îáùàÿ òåîðèÿ (ñì. [2, ñ. 32]) ãàðàíòèðóåò
ñóùåñòâîâàíèå íóæíûõ ôóíêöèé ñî ñâîéñòâàìè

γ(k)(0) = γ(k)(1) = 0, |γ(k)(t)| 6Mqk (k!)p, 0 < t < 1, (3)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 18-01-00236).

317



ïðè âñåõ k = N ∪ {0} ñî çíà÷åíèÿìè M > 0, q > 0 è p ∈ (1, 2). Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî (3) îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (2) è âûïîëíåíèå óñëîâèé{

ut = uxx, x ∈ R, t ∈ [0, 1],

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0,
(4)

åùå áîëåå ñïåöèôè÷íûõ, ÷åì (1). Ñèñòåìà (4) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ
òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ (ñì. [3]). Äðóãèå ïðèìåíåíèÿ ïîõîæèõ êîíñòðóê-
öèé ê îáðàòíûì çàäà÷àì äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé óêàçàíû â [4, 5].

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè íàãëÿäíî ¾óâèäåòü¿ íåòðè-
âèàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ òèïà (1) è (4), èëè æå ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ
ðåøåíèé íàäî ïðèíÿòü ëèøü óìîçðèòåëüíî?

Òåîðåòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíê-
öèè u(x, t) äîëæíû îáëàäàòü èñêëþ÷èòåëüíûì ðîñòîì ïðè |x| → +∞
â ïîëîñå R× [0, 1] â òîì ñìûñëå, ÷òî íè îöåíêà ñâåðõó

u(x, t) 6 C exp
(
σ|x|2

)
, x ∈ R, t ∈ [0, 1], (5)

íè îöåíêà ñíèçó

u(x, t) > −C exp
(
σ|x|2

)
, x ∈ R, t ∈ [0, 1], (6)

íå ìîãóò áûòü âûïîëíåííûìè íè ñ êàêèìè êîíñòàíòàìè C > 0 è σ > 0.
Òî÷íåå, èç âûïîëíåíèÿ ëþáîé îöåíêè (5) èëè (6) äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (1) ñëåäóåò, ÷òî u(x, t) ≡ 0 âñþäó â ïîëîñå R× [0, 1].

Íåñìîòðÿ íà îòìå÷åííûé ôåíîìåíàëüíûé ðîñò, ñîâðåìåííûå ñèñòå-
ìû êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü (õîòÿ è äîñòàòî÷íî
óñëîâíîå) ïîñòðîåíèå èñêîìûõ ðåøåíèé. Òàê, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåòðèâèàëü-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1) ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ γ(t) = exp(−1/t2),
îáåñïå÷èâàþùóþ äîëæíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (2). Ðåçóëüòàò óäàåòñÿ âû-
÷èñëèòü íà ìíîæåñòâå |x| 6 R, ε 6 t 6 1 ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ R > 0 è ñóùåñòâåííî îòäåëåííûõ îò íóëÿ çíà÷åíèÿõ ε ∈ (0, 1).
Âîçíèêàþùåå ðåøåíèå u(x, t) îáëàäàåò èíòåðåñíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè
îñîáåííîñòÿìè, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ åùå æäóò ñâîåãî òåîðåòè÷åñêîãî
îáúÿñíåíèÿ. Îñîáåííî òðóäíû äëÿ îáðàáîòêè ìàëûå çíà÷åíèÿ t0 > 0, êî-
ãäà ïðîÿâëÿåòñÿ èñòèííûé ¾âçðûâíîé¿ õàðàêòåð ðåøåíèÿ � âåäü â ïðî-
ñòîé ëèíåéíîé çàäà÷å (1) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ u(x, 0) ≡ 0 âîçíèêàåò
íåíóëåâîå ñîñòîÿíèå u(x, t0) ñâåðõýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà.

Êîíñòðóêöèÿ ïîäîáíûõ ¾âçðûâíûõ¿ ðåøåíèé äîïóñêàåò ïåðåíîñ íà
îáùåå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå

du(t)

dt
= Au(t), 0 6 t 6 1, (7)
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âçÿòîå â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå. Íàäî òîëüêî, ÷òîáû ëèíåéíûé çàìêíó-
òûé îïåðàòîð A â óðàâíåíèè (7) îáëàäàë ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ = 0
ñ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êîé ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ. Ýòè ïðèñîåäèíåííûå
âåêòîðû äîëæíû äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïî ìåðå âîçðàñ-
òàíèÿ íîìåðà â öåïî÷êå.
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