
Äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Óîëøà â àíàëîãè÷íîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñîâñåì
äðóãîé ðåçóëüòàò, à èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü {nj}∞j=1 � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âà-
ðèàöèè, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâåííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü âåëè÷èíû

∞∑
j=1

|
nj+1−1∑
n=nj

cnwn(x)|

ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè.

Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòà âåðõíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ íà
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íåêîòîðîãî îòðåçêà [0, ξ], çàâèñÿùåãî îò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, α > −1
2 . ×åðåç Lp,α îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî, ñîñòî-

ÿùåå èç èçìåðèìûõ ôóíêöèé f(x) íà [0,∞) äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖f‖p,α =

(� ∞
0

|f |px2α+1dx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L∞,α ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f(x), êîòîðûå ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû íà [0,∞).
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Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ

‖f‖∞,α = sup
x∈[0,∞)

|f |.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Lp,α(1 ≤ p ≤ ∞) îïåðàòîð îáîáùåííîãî
ñäâèãà [1] ôóíêöèè f(x)

T hf(x) =
Γ(α + 1)

Γ(1
2)

Γ(α +
1

2
)

� π

0

f(
√
x2 + h2 − 2xh cosϕ)(sinϕ)2αdϕ.

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà T h : Lp,α → Lp,α (ñì.[2])

T hjα(λx) = jα(λx)jα(λh),

jα(u) =
2αΓ(α + 1)

uα
Jα(u),

ãäå Jα(u) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà α,∥∥T h(f)
∥∥
p,α
≤ C ‖f‖p,α , 1 ≤ p ≤ ∞

� ∞
0

T hf(x)g(x)x2α+1dx =

� ∞
0

f(x)T hg(x)x2α+1dx.

Èçâåñòíî [4] åñëè 4(α+1)
2(α+3) < p < 4(α+1)

2α+1 , òî

‖f − Snf‖p,α → 0, n→∞, f ∈ Lp,α.

Òåîðåìà 1. 1. Ïóñòü f ∈ Lp,α, 1 < p ≤ 2, α > −1
2 . Åñëè f̂(k) �

êîýôôèöèåíòû Ôóðüå �Áåññåëÿ äëÿ f ïî ñèñòåìå (jα(λkx)), òî{ ∞∑
k=1

|f̂(k)|pkp−2

} 1
p

≤ CpM
2−p
p ‖f‖p,α .

2. Ïóñòü (ck) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ êîòîðîé
(

4(α+1)
2α+1 > q ≥ 2

)
∞∑
k=1

|ck|qkq−2 <∞,

315



òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ Lq,α èìåþùàÿ (ck)� ñâîèìè êîýôôèöè-
åíòàìè Ôóðüå�Áåññåëÿ ïî ñèñòåìå (jα(λkx)) òàêàÿ, ÷òî

‖f‖q,ν ≤ CqM
q−2
q

{ ∞∑
k=1

|Ck|qkq−2

} 1
q

ôóíêöèÿ f = limn→∞ Sn(f) â Lq,α, ãäå Sn(f) = Sn(f, x) = c1jα(λ1x) +
c2jα(λ2x) + · · ·+ cnjα(λnx).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ν � ìåðà ðàâíàÿ 1
n2 äëÿ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿ-

ùåãîñÿ èç îòäåëüíîé òî÷êè n, n = 1, 2, . . . è ðàâíàÿ íóëüþ äëÿ ìíîæåñòâ
íå ñîäåðæàùèõ íè îäíîé èç ýòèõ òî÷åê.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð h = Tf = {nf̂(n)} íà âñþ Lp,α, 1 < p < 2,
α > −1

2 ñ íîðìîé

‖h‖p,ν =

{ ∞∑
n=1

|nf̂(n)|pn−2

} 1
p

Èç íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ

‖Tf‖2
2,ν = (

1

2αΓ(α + 1)
)2
∞∑
n=1

|f̂(n)|2 ≤
� ∞

0

|f(x)|2x2α+1dx

ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð T èìååò ñèëüíûé òèï (2, 2), à çíà÷èòü èìååò ñëàáûé
òèï (2, 2).

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð T èìååò òèï (1, 1), à òî÷íåå ïîêàæåì, ÷òî

ν(Ey(h)) ≤ 2M

y
‖f‖1,α , ν(Ey(h)) =

∑
n:|nf̂(n)|>y

1

n2
.

Åñëè |nf̂(n)| > y, òî ó÷èòûâàÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî |jα(λnx)| ≤ 1
èìååì

y < |nf̂(n)| = n

� ∞
0

|f(x)jα(λnx)|x2α+1dx ≤

≤ n

� ∞
0

|f(x)|x2α+1dx = n ‖f‖1,α ,

îòêóäà n > y
‖f‖1,α . Ïîýòîìó

ν(Ey(h)) =
∑

n:|nf̂(n)|>y

1

n2
≤ 2y

‖f‖1,α

è íàì íóæíîå íåðàâåíñòâî óñòàíîâëåíî.
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Ïðèìåíÿÿ èíòåðïîëÿöèîííóþ òåîðåìó òèïà Ìàðöèíêååâè÷à ñ ïàðà-
ìåòðîì γ = 2−p

p è c ó÷åòîì ðåçóëüòàòà S. Herz èç[4] ïîëó÷èì{ ∞∑
n=1

|f̂(n)|pnp−2

} 1
p

= ‖Tf‖p,ν ≤ ‖f‖p,α .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 1 ïðè α = −1

2 ñâîäèòüñÿ ê òåîðåìå Õàðäè �
Ëèòòëâóäà [3].
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Äàâíî èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè {

ut = uxx, x ∈ R, t ∈ [0, 1],

u(x, 0) = 0,
(1)

èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ u(x, t) 6≡ 0 èç êëàññà C∞(R× [0, 1]). Ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå ðÿäà

u(x, t) =
∞∑
k=0

γ(k)(t)
x2k

(2k)!
, x ∈ R, t ∈ [0, 1], (2)

ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå íåêâàçèàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè γ(t) 6≡ 0 â ïðî-
ñòðàíñòâå C∞[0, 1]. Áîëåå òîãî, îáùàÿ òåîðèÿ (ñì. [2, ñ. 32]) ãàðàíòèðóåò
ñóùåñòâîâàíèå íóæíûõ ôóíêöèé ñî ñâîéñòâàìè

γ(k)(0) = γ(k)(1) = 0, |γ(k)(t)| 6Mqk (k!)p, 0 < t < 1, (3)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 18-01-00236).
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