
[R] 6= const, ψ = arth

√
v2

u2
, ψ =

S

ab
, u2 = [R] ch 2ψ, v2 = [R] sh 2ψ, ãäå

u2 = |OC2|, v2 = |M2C2|.
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Êîìáèíèðîâàííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (ÊÄÑ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì â ôîðìå ñèñòåì ñâÿçàííûõ
ïîñðåäñòâîì óñëîâèé ñâÿçè è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. ÊÄÑ
ñ âõîäíîé è âûõîäíîé âåêòîð-ôóíêöèÿìè x(t), x : R → RNx è y(t),
y : R → RNy , ãäå t � âðåìÿ, ðàññìîòðåíû â [1�4]. Îñíîâíûå òåîðåìû
î áûñòðûõ àëãîðèòìàõ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè ÊÄÑ ñôîðìóëèðîâàíû è
äîêàçàíû â [1�3], à ìåòîäû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà, ò.å. âûáîðà ïàðà-
ìåòðîâ îáðàòíûõ ñâÿçåé, îáåñïå÷èâàþùèõ òðåáóåìîå êà÷åñòâî ïåðåõîä-
íûõ ïðîöåññîâ, ðàññìîòðåíû â [2, 4]. Ïîñëå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà
òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïåðåõîäíûõ ïðî-
öåññîâ â íåëèíåéíûõ ÊÄÑ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé
çàäà÷åé. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÊÄÑ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, àíàëîãè÷-
íîìó [2, 4]

ẏ = f(x,y,h,µ,µtt), h =

�

S

H(u,µ)dS, (1)

u̇ = F(u,x,y, ẏ,µ,µtt), r ∈ Ω, G(u,y,µ)|S = 0, (2)

y(0) = 0, u(r, 0) = 0. (3)
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Çäåñü r ∈ RNr � íåçàâèñèìûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû, Ω ⊂ RNr �
îáëàñòü, çàíÿòàÿ îáúåêòàìè óïðàâëåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïî ïðîñòðàí-
ñòâó ïàðàìåòðàìè, S = ∂Ω �� ãðàíèöà îáëàñòè, u : RNr × R → RNu õà-
ðàêòåðèçóåò äâèæåíèå îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïî ïðî-
ñòðàíñòâó ïàðàìåòðàìè, h : R→ RNh, f : RNx×RNy×RNh×RNµ×RNt →
RNy , îïåðàòîðû F, G, H ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ, ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è óñëîâèÿì ñâÿçè; µ ∈ RNµ �- ïàðàìåòðû,
õàðàêòåðèçóþùèå òèïîâûå íåëèíåéíîñòè, µt ∈ RNt �- ïàðàìåòðû, õà-
ðàêòåðèçóþùèå íåñòàöèîíàðíîñòü (çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè íåêîòîðûõ

êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé); ()̇ = d()/dt ëèáî ()̇ = ∂()/∂t.
Ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïî y, h, îïåðàòîðû F, G, H
äèôôåðåíöèðóåìû ïî Ôðåøå ïî u, à òàêæå äèôôåðåíöèðóåìû ïî y è ẏ.

Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî íåçàâèñèìûì
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå ïðîåêöèîííîãî
ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà. Ïóñòü Wk(r), Wk:Ω → RNu, k = 1, 2, . . ., �� ïîëíàÿ
ñèñòåìà ôóíêöèé â îáëàñòè Ω; Γk(r|s), Γk : S → RNG, k = 1, 2, . . ., �
ïîëíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé íà ãðàíèöå S = ∂Ω. Ïîëàãàåì

u(r, t) ≈
NΩ+NS∑
k=1

uk(t)Wk(r). (4)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèáëèæåííî âûïîëíåíèòü óðàâíåíèÿ (2), òðåáóåì

�

Ω

u̇ ·Wk(r)dΩ =

�

Ω

F(u,x,y, ẏ,µ,µtt) ·Wk(r)dΩ, k = 1, NΩ,

�

S

G(u,y,µ) · Γk(r)dS = 0, k = 1, NS.

(5)

ãäå ()·() � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíî-
ñòè. Èç (1), (3), (4), (5) ñëåäóåò çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè)

Ẏ = F(t,Y,µ,µt), Y(0) = 0, Y = (y1, y2, . . . , yNy , u1, u2, . . . , uNΩ
)T , (6)

ïðèâåäåíèå êîòîðîé ê íîðìàëüíîé ôîðìå (6) àíàëîãè÷íî íàõîæäåíèþ
âåêòîðà Ẏ ïî èçâåñòíîìó â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t âåêòîðó Y. Äà-
ëåå (6) èíòåãðèðóåòñÿ ÷èñëåííî æåñòêî óñòîé÷èâûì ÔÄÍ-ìåòîäîì [5].
Ïðè ýòîì íàèáîëüøèå çàòðàòû âðåìåíè ñâÿçàíû ñ âû÷èñëåíèåì ìàòðè-
öû ßêîáè ∂F(t,Y,µ,µt)/∂Y.

Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ÊÄÑ (1)�(3) è
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åå äèñêðåòíîãî àíàëîãà (6) èìåþò âèä

˙̂y =
∂f(x,y,h,µ,µtt)

∂y
ŷ +

∂f(x,y,h,µ,µtt)

∂h
ĥ,

ĥ =

�

S

∂H(u,µ)

∂u
ûdS, ˙̂u = L(F )(û, ŷ, ˙̂y), r ∈ Ω,

L(F )(û, ŷ, ˙̂y) =
∂F(u,x,y, ẏ,µ,µtt)

∂u
û+

+
∂F(u,x,y, ẏ,µ,µtt)

∂y
ŷ +

∂F(u,x,y, ẏ,µ,µtt)

∂ẏ
˙̂y,

L(G)(û, ŷ)
∣∣∣
S

= 0, S = ∂Ω,

L(G)(û, ŷ) =
∂G(u,y,µ)

∂u
û +

∂G(u,y,µ)

∂y
ŷ,

(7)

˙̂Y =
∂F(t,Y,µ)

∂Y
Ŷ. (8)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïî y, h, îïåðàòî-
ðû F, G, H äèôôåðåíöèðóåìû ïî Ôðåøå ïî u, à òàêæå äèôôåðåíöè-
ðóåìû ïî y è ẏ. Òîãäà, â ïðåäïîëîæåíèè Ŷ = [Yj], Yj = δjk, k, j =

= 1, Ny +NΩ, ãäå δ
j
k � ñèìâîë Êðîíåêåðà, k-é ñòîëáåö ìàòðèöû ßêî-

áè ∂F(t,Y,µ,µt)/∂Y ìîæåò áûòü âû÷èñëåí íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ê
ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ÊÄÑ (7) òîãî æå ñà-
ìîãî âàðèàíòà ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, íà îñíîâå êîòîðîãî
èç èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÊÄÑ (1)�(3) ïîëó÷åíà íåëèíåéíàÿ
ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (6).

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè çàäà÷è Êîøè (6) ìàò-
ðèöà ∂F(t,Y,µ,µt)/∂Y ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ãîðàçäî ìåíüøåé òî÷-
íîñòüþ, ÷åì ïðàâûå ÷àñòè F(t,Y,µ,µt), è â óðàâíåíèÿõ âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ ÊÄÑ (7) ìîæíî îòáðîñèòü ìàëûå ñëàãàåìûå, ÷òî ñóùåñòâåííî
ñîêðàùàåò òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà.

Ñëåäñòâèå 1. Ñòîëáöû ìàòðèöû ∂F(t,Y,µ,µt)/∂Y ìîãóò áûòü
âû÷èñëåíû íåçàâèñèìî, ò.å. ïàðàëëåëüíî.

Çàìå÷àíèå 2. Åùå áîëåå ýôôåêòèâíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëå-
íèé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â íåëèíåéíûõ ÊÄÑ ìîæåò
áûòü îñíîâàíî íà òîì, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ µ è µt ÷èñëåííîå èíòåãðèðî-
âàíèå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (1)�(3), ò.å. çàäà÷ Êîøè (6), ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî íåçàâèñèìî, ò.å. ïàðàëëåëüíî.
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Ïóñòü d ∈ N; Td = [0, 2π)d � d-ìåðíûé òîð; ϕ : [0,+∞)→ [0,+∞) �
íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ; ϕ(L)(Td) � ìíîæåñòâî îïðåäåëåííûõ íà Td êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ ϕ(|f |) ñóììèðóåìà
íà Td; C(Td) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà Td. Äëÿ f ∈ L (Td)
è âåêòîðà n = (n1, n2, ..., nd) c íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè êîîð-
äèíàòàìè ÷åðåç Sn(f,x) áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷åíèå n-é ïðÿìîóãîëüíîé
÷àñòè÷íîé ñóììû êðàòíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
f â òî÷êå x ∈ Td.

Ïóñòü λ ≥ 1. Êðàòíûé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ λ-ñõî-
äÿùèìñÿ â òî÷êå x ∈ Td, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
min{nj :1≤j≤d}→+∞

Sn(f,x), (1)

ðàññìàòðèâàåìûé òîëüêî ïî òåì âåêòîðàì n = (n1, n2, . . . , nd), äëÿ êî-
òîðûõ 1/λ ≤ ni/nj ≤ λ, 1 ≤ i, j ≤ d. Â ñëó÷àå λ = 1 λ-ñõîäèìîñòü
íàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ ïî êóáàì, à â ñëó÷àå λ = +∞, òî åñòü áåç îãðà-
íè÷åíèé íà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîîðäèíàòàìè âåêòîðà n,� ñõîäèìîñòüþ
ïî Ïðèíãñõåéìó.

Èçâåñòíî [1], ÷òî åñëè f ∈ L(ln+ L)d ln+ ln+ ln+ L(Td), òî êðàòíûé
òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà Td.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 14-11-00702).
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