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Ìíîãèå çàäà÷è àíàëèçà ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè âìåñòî ëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìûå àáñòðàêòíûå âûïóêëûå êî-
íóñû. Òåîðèÿ âûïóêëûõ êîíóñîâ ñ íîðìîé (äàëåå � íîðìèðîâàííûõ êîíó-
ñîâ) àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ, â ýòîé îáëàñòè èçâåñòíî íåìàëî ñîâðåìåííûõ
ðàáîò (ñì., íàïðèìåð [1�3]). Îòìåòèì, ÷òî êëàññ íîðìèðîâàííûõ êîíó-
ñîâ çíà÷èòåëüíî øèðå êëàññà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ: äàæå â äâóõìåðíîì
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíò-
íûå íîðìèðîâàííûå êîíóñû, íå äîïóñêàþùèå ëèíåéíîãî èíúåêòèâíîãî
èçîìåòðè÷íîãî âëîæåíèÿ íè â êàêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâî X ÷èñëîâûõ ïàð (a, b), ãäå a > 0, b ∈ R,
ïðè÷¼ì b = 0 îçíà÷àåò a = 0. Íîðìà â X ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
‖(a, b)‖X = a+ b2/a ïðè a 6= 0 è ‖(0, 0)‖X = 0. Îòìåòèì, ÷òî åäèíè÷íûé
øàðBX(0) = {(a, b) ∈ X | ‖(a, b)‖X 6 1} åñòü êðóã ðàäèóñà 1/2 ñ öåíòðîì
â òî÷êå (0, 1/2).

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëîãó èçâåñòíîé òåîðåìû Áàíàõà-
Àëàîãëó î ∗-ñëàáîé êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà â ñîïðÿæ¼ííîì ïðî-
ñòðàíñòâå äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà íîðìèðîâàííûõ êîíóñîâ, à òàêæå
íåêîòîðûì ïðèëîæåíèÿì ê ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì.

Íåäàâíî íàìè (ñì. [4]) áûë âûäåëåí êëàññ îòäåëèìûõ íîðìèðîâàííûõ
êîíóñîâ X, òî÷êè êîòîðûõ ìîæíî ðàçäåëèòü ôóíêöèîíàëàìè âèäà

p`(x) = max{0, `(x)} ∀x ∈ X, (1)

ãäå ` : X → R � ëèíåéíû è îãðàíè÷åíû ïî íîðìå (`(x) 6 C||x|| ∀x ∈ X
ïðè íåêîòîðîì C > 0), ïðè÷åì `(x0) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî x0 6= 0.

Íàáîð X̂∗sub ôóíêöèîíàëîâ âèäà (1) ìû íàçîâ¼ì ñóáñîïðÿæåííûì êî-
íóñîì. Íà ýòîì ìíîæåñòâå ìîæíî ââåñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ íà íåîòðèöàòåëüíûé ñêàëÿð ñëåäóþùèì îáðàçîì: p`1 ⊕ p`1 := p`1+`2,
λ · p` := pλ·` äëÿ ïðîèçâîëüíûõ `1, `2 è λ > 0. Îòíîñèòåëüíî ââåä¼ííûõ
îïåðàöèé X̂∗sub áóäåò íîðìèðîâàííûì êîíóñîì ñ íîðìîé

||p`||X̂∗sub := sup
x 6=0

p`(x)

||x||
.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ
ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷¼íûõ-êàíäèäàòîâ íàóê (ïðîåêò ÌÊ-176.2017.1).
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Îòìåòèì (ñì. [4]), ÷òî âñÿêèé îòäåëèìûé íîðìèðîâàííûé êîíóñ ìîæ-
íî ìåòðèçîâàòü. Òî÷íåå ãîâîðÿ, â îòäåëèìîì íîðìèðîâàííîì êîíóñå ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ îäíîðîäíàÿ ìåòðèêà dX : X×X → R, ÷òî dX(0, x) = ||x||
∀x ∈ X. Ïðè ýòîì â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ (E, ||·||) áóäóò âåðíû
íåðàâåíñòâà:

1

2
||x− y|| 6 dE(x, y) 6 ||x− y|| x, y ∈ E.

Åñòåñòâåííî ìîæíî ââåñòè ∗-ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
â ñóáñîïðÿæåííîì êîíóñå X̂∗sub ê íîðìèðîâàííîìó êîíóñó X:

p` = ∗- lim
n→∞

p`n, åñëè p`(x) = lim
n→∞

p`n(x) ∀x ∈ X.

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Áàíàõà-Àëàîãëó â êëàññå
íîðìèðîâàííûõ êîíóñîâ.

Òåîðåìà 1. Åñëè (X, dX) � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñ-

òâî, òî B∗ = {p` ∈ X̂∗sub | ||p`||X̂∗sub 6 1} � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî äëÿ íåêîòîðîé ìåòðèêè.

Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ìè-
íèìóìà ôóíêöèîíàëà, çàäàííîãî íà ∗-çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå êîíóñà
X = Ŷ ∗sub äëÿ íåêîòîðîãî îòäåëèìîãî dY -ñåïàðàáåëüíîãî íîðìèðîâàííîãî
êîíóñà Y .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X = Ŷ ∗sub, Y � îòäåëèìûé dY -ñåïàðàáåëüíûé
íîðìèðîâàííûé êîíóñ, f : A→ R � ñîáñòâåííûé ôóíêöèîíàë (f(x) >
> −∞ ∀x ∈ A), íåïðåðûâíûé íà çàìêíóòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå A â
ñòàíäàðòíîé êîíóñ-òîïîëîãèè, ïîðîæä¼ííîé ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé
Bε(x) = {x+h | ‖h‖ 6 ε, h ∈ X} òî÷åê x ∈ X, ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò a0 ∈ A, ÷òî f(a0) = min

x∈A
f(x), à òàêæå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {ak}∞k=1 ∈ A, äëÿ êîòîðîé f(a0) = lim
k→+∞

f(ak).

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàë f ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûì â êîíóñå X,
íî íåñîáñòâåííûì âî âñÿêîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå EX ⊃ X. Ê
ïðèìåðó, ýòîò áóäåò âåðíî äëÿ ôóíêöèîíàëà f((a, b)) = −b2/a â íîðìè-
ðîâàííîì êîíóñå X èç ïðèìåðà 1.

Òåîðåìû 1 è 2 óäîáíî ïðèìåíÿòü â ñëó÷àå X = X̂∗sub. Áóäåì íàçûâàòü
òàêèå êîíóñû X ñàìîñîïðÿæ¼ííûìè. Ñàìîñîïðÿæ¼ííûì áóäåò, íàïðè-
ìåð, íîðìèðîâàííûé êîíóñ èç ïðèìåðà 1.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 2 ìîæíî äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è î
ñóùåñòâîâàíèè áëèæàéøåé ê x0 6∈ A òî÷êè ∗-ñëàáî êîìïàêòíîãî âûïóê-
ëîãî ìíîæåñòâà A, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íîðìèðîâàííîãî êîíóñà Y âåðíî
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X = Ŷ ∗sub. Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå çàäà÷è â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ñ íåñèììåòðè÷íîé íîðìîé ðàññìîòðåíû Ã. Å. Èâàíîâûì, íàïðèìåð, â [5].

Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè x0 ∈ A äî ìíîæåñòâà A áóäåì íàçûâàòü âåëè-
÷èíó

ρ(x0, A) := inf{ε > 0 | A ∩ x0 + εBX(0) 6= ∅},
ãäå BX(0) = {x ∈ X | ||x|| 6 1}.

Â îòëè÷èå îò ðàññòîÿíèé â íîðìèðîâàííûõ (è íåñèììåòðè÷íî íîð-
ìèðîâàííûõ [5]) ïðîñòðàíñòâàõ, â íîðìèðîâàííîì êîíóñå X âîçìîæíî
A ∩ {x0 + εBX(0)} = ∅ ∀ε > 0. Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
ρ(x0, A) = +∞. Íàïðèìåð, òàê áóäåò â ñëó÷àå X = {(a, b) | a, b > 0}
ïðè ||(a, b)||X =

√
a2 + b2 äëÿ ìíîæåñòâà A = {(a, b) | max{a, b} 6 1} è

òî÷êè x0 = (2, 2).
Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ðàçðåøèìîñòè çà-

äà÷è íàõîæäåíèÿ ρ-áëèæàéøåé òî÷êè ìíîæåñòâà A ê òî÷êå x0 6∈ A.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � ∗-ñëàáî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî íîð-

ìèðîâàííîãî êîíóñà X = Ŷ ∗sub äëÿ íåêîòîðîãî íîðìèðîâàííîãî êîíó-
ñà Y , ãäå (Y, dY ) � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè
ρ(x0, A) < +∞, òî ñóùåñòâóåò a0 ∈ A : a0 = x0 + h, ãäå h ∈ X è
||h|| = ρ(x0, A).

Â íîðìèðîâàííûõ êîíóñàõ ìîæíî ââåñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íóþ
îò ρ, ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x0 ∈ X äî ìíîæåñòâà A ⊂ X:

ρ̂(x0, A) := inf{ε > 0 | x0 ∈ A+ εBX(0)}.

Äëÿ çàäà÷è î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ρ̂ ñïðàâåäëèâ
àíàëîã òåîðåìû 3 äëÿ ∗-ñëàáî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X.
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